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АНОТАЦIЯ

Карєва В.В. Задача знаходження верхньої оцiнки

оптимальностi для стратегiй регенерацiї печiнки методами

адаптивного динамiчного програмування. – Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї (PhD) за

спецiальнiстю 113 Прикладна математика (Галузь знань 11 Математика та

статистика). – Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна,

Мiнiстерства освiти i науки України, Харкiв, 2025.

Дисертацiю присвячено математичному моделюванню процесiв

регенерацiї печiнки у виглядi узагальнених рiвнянь Лотки-Вольтерра та

визначенню критерiїв оптимальностi для знаходження стратегiй

вiдновлення печiнки. В дисертацiї розглянуто методи адаптивного

динамiчного програмування для розв’язання задачi знаходження верхньої

оцiнки оптимальностi для стратегiй регенерацiї печiнки.

Перший роздiл присвячений iсторiї вивчення питань, розглянутих в

дисертацiї. Наводиться стислий опис флагманських проєктiв, якi були

присвяченi дослiдженню печiнки i побудовi математичних моделей для

неї. Сформульованi вiдомi методи моделювання бiологiчних процесiв i

наведенi приклади з вищезазначених проєктiв. Також розглядаються

можливi пiдходи до задачi оптимiзацiї, що використовуються в

подальшому.

У другому роздiлi детально проаналiзовано ключовi процеси, якi

забезпечують регенерацiю печiнки за умов помiрного токсичного впливу

та часткової гепатектомiї. До таких процесiв належать реплiкацiя клiтин,

гiперплазiя, полiплоїдiя, активацiя антистресових механiзмiв, апоптоз i

некроз. Кожен iз цих процесiв вiдiграє важливу роль у вiдновленнi

печiнкової тканини, забезпечуючи адаптацiю до ушкоджень та пiдтримку

функцiональностi органу.

На основi цих процесiв розроблено математичнi рiвняння, якi
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описують динамiку рiзних популяцiй клiтин печiнки. Зокрема, було

змодельовано динамiку нормальних гепатоцитiв (2.2), полiплоїдних

клiтин (2.3), двоядерних гепатоцитiв (2.4), гiпертрофованих клiтин (2.5),

а також гепатоцитiв у станi антистресу (2.6), апоптозу (2.7) та некрозу

(2.8). Крiм того, створено математичнi моделi, якi описують процеси

детоксикацiї органiзму, пов’язанi з екзогенними (2.10) та ендогенними

токсинами (2.11).

Всi цi рiвняння були об’єднанi в узагальнену математичну модель

(2.12), яка подана у виглядi системи рiвнянь. Ця система є розширенням

вiдомих моделей популяцiйної динамiки, таких як iнтегро-диференцiальнi

рiвняння Вольтерра, узагальненi рiвняння Лотки-Вольтерра та їх

модифiкацiї з запiзнiлими аргументами. Завдяки цьому модель дозволяє

враховувати складну взаємодiю клiтинних популяцiй та вплив зовнiшнiх i

внутрiшнiх факторiв.

Для перевiрки коректностi запропонованої моделi проведено її

верифiкацiю як для кожного процесу окремо, так i для їх сукупностi,

зокрема у випадку часткової гепатектомiї. Це дозволило оцiнити точнiсть

моделi та її здатнiсть вiдтворювати динамiку вiдновлення печiнки в

реальних умовах.

Третiй роздiл присвячений адаптацiї методiв адаптивного

динамiчного програмування для задачi оцiнювання механiзмiв регенерацiї

печiнки.

На практицi в задачах адаптивного динамiчного програмування часто

використовуються стацiонарнi стратегiї керування, де керуючi дiї

залежать вiд стану системи. Такi системи є окремим випадком систем iз

нестацiонарним керуванням.

Оскiльки стратегiя керування, описана у другому роздiлi, є

нестацiонарною, методи адаптивного динамiчного програмування були

адаптованi до цiєї задачi. Для цього зроблено кiлька припущень.

По-перше, процес регенерацiї печiнки розглядається в межах скiнченного

iнтервалу часу, що вiдповiдає фiзичному сенсу (обмежений життєвий
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цикл органiзму). Але формально систему рiвнянь, що описують процеси

регенерацiї печiнки, можна продовжити на нескiнченну вiсь. По-друге,

функцiя вартостi вважається обмеженою, що природно для бiологiчних

систем.

Для заданої стратегiї керування визначено можливий шлях як

послiдовнiсть переходiв мiж станами пiд впливом керуючих дiй. Шлях

можна вiзуалiзувати у виглядi послiдовностi переходiв, де кожен стан

пов’язаний iз вiдповiдним керуванням. Визначено сумарну вартiсть

шляху, яка обчислюється як границя часткових сум вартостi на

нескiнченному часовому горизонтi.

Було введено поняття «хвоста» шляху, що вiдповiдає продовженню

шляху з певного моменту часу. На основi цього поняття сформульовано

функцiю Ляпунова, яка є функцiєю сумарної вартостi «хвостiв». Ця

функцiя задовольняє корекурентному рiвнянню, що пов’язує її значення у

послiдовних моментах часу.

Оптимальнi стратегiї керування були визначенi як тi, що мiнiмiзують

сумарну вартiсть вiдповiдних «хвостiв». Оптимальна функцiя Ляпунова

описує вартiсть для таких стратегiй i також задовольняє корекурентному

рiвнянню (Ляпунова-Беллмана).

Функцiя Ляпунова та її оптимальний аналог розглядаються як

пiдмножини Банахового простору обмежених функцiй iз вiдповiдною

нормою. Доведено теорему про iснування єдиної нерухомої точки

вiдображень, що вiдповiдають функцiї Ляпунова i її оптимальному

аналогу.

Як наступний крок, переходимо до методiв он-лайн навчання з

пiдкрiпленням. Використовуючи рiвняння Ляпунова-Беллмана,

формулюємо рiвняння для обчислення похибки часової рiзницi, а також

функцiю Ляпунова апроксимуємо за допомогою нейронної мережi.

Оскiльки рiвняння похибки часової рiзницi є рiвнянням з фiксованою

точкою, для його розв’язання можна використовувати рiзноманiтнi

iтерацiйнi процедури, якi дозволяють поступово уточнювати значення
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функцiї вартостi або вдосконалювати стратегiю керування. У роздiлi

розглядаються алгоритми навчання з пiдкрiпленням, якi базуються на

iтерацiях за стратегiями та значеннями функцiї вартостi, для

знаходження оптимальної стратегiї керування. Кожен з цих алгоритмiв

складається з трьох етапiв: iнiцiалiзацiя початкової стратегiї керування,

етап оцiнки стратегiї та етап удосконалення стратегiї.

Четвертий роздiл присвячено численним експериментам,

спрямованим на вивчення впливу рiзних керуючих параметрiв на процеси

регенерацiї печiнки пiсля часткової гепатектомiї (70% PHx) та у випадках

алкогольного ураження. Основну увагу придiлено аналiзу ключових

механiзмiв, таких як гiперплазiя, реплiкацiя, утворення i подiл

двоядерних гепатоцитiв, полiплоїднiсть i контрольований апоптоз.

В умовах часткової гепатектомiї (70% PHx) було перевiрено декiлька

гiпотез.

1) Вiдсутнiсть контрольованого апоптозу (𝜔(𝑡) = 0). За умов, коли

апоптоз вiдсутнiй, регенерацiя призводить до накопичення

гiпертрофованих клiтин, що не оновлюються. Це свiдчить про вирiшальне

значення апоптозу для пiдтримання оптимального клiтинного складу

печiнки та її довгострокової функцiональностi.

2) Випадковий апоптоз (експоненцiйний розподiл). Неконтрольований

апоптоз iз випадковою iнтенсивнiстю суттєво знижує ефективнiсть

регенерацiї порiвняно з її регульованим варiантом, що пiдкреслює

важливiсть точного управлiння цим процесом.

3) Постiйна полiплоїднiсть (𝑏(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Стабiльний сигнал на

утворення полiплоїдних клiтин призводить до значного збiльшення їх

частки, що перевищує норму за умов динамiчного регулювання. Це

свiдчить про важливiсть балансування полiплоїдностi для пiдтримки

адаптацiйного потенцiалу печiнки.

4) Постiйний подiл двоядерних клiтин (𝑎2𝑗(𝑡) = 0.2). Постiйний сигнал

для подiлу двоядерних гепатоцитiв сприяє росту кiлькостi мононуклеарних

клiтин, однак це повнiстю зменшує кiлькiсть двоядерних клiтин.
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5) Постiйне утворення двоядерних клiтин (𝑏2𝑗(𝑡) = 0.2). Стабiльний

сигнал на утворення двоядерних клiтин збiльшує їхню частку пiсля

завершення регенерацiї, що пiдтверджує їх роль у резервних механiзмах

адаптацiї органа.

Чисельнi експерименти демонструють, що апоптоз гiпертрофованих

клiтин є критичним для оновлення клiтинного складу печiнки та

забезпечення її адаптацiї до майбутнiх стресiв. Ефективна регенерацiя

можлива лише за умов динамiчного регулювання полiплоїдностi.

Постiйний рiвень полiплоїдностi сприяє стабiльностi функцiонування,

однак зменшує адаптацiйний резерв органа. Баланс мiж утворенням i

подiлом двоядерних клiтин є важливим для збереження оптимального

клiтинного складу i функцiональностi печiнки в довгостроковiй

перспективi.

Чисельний експеримент для алкогольного ураження печiнки було

проведено для надмiрного споживання етанолу протягом двох тижнiв.

Отриманi стратегiї регенерацiї пiдтверджують вiдомi бiологiчнi данi, що

пiсля припинення токсичного впливу навiть значно пошкоджена печiнка

здатна до вiдновлення своїх функцiй.

Ключовi слова: математичне моделювання, комп’ютерне

моделювання, регенерацiя печiнки, дискретна система, динамiчне

програмування, адаптивне керування, оптимальне керування, навчання з

пiдкрiпленням
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ABSTRACT

Karieva V. V. The Problem of Finding an Upper Optimality

Estimate for Liver Regeneration Strategies Using Adaptive

Dynamic Programming Methods. – Qualification scientific work is as a

manuscript.

А thesis on the degree of Doctor of Philosophy (PhD) in the Specialty 113

Applied Mathematics (Mathematics and statistics). – V.N.Karazin Kharkiv

National University, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv,

2025.

The thesis is devoted to the mathematical modeling of liver regeneration

processes in the form of generalized Lotka-Volterra equations and determining

optimality criteria for finding liver recovery strategies. It considers adaptive

dynamic programming methods for solving the problem of finding an upper

optimality estimate for liver regeneration strategies.

The first chapter is dedicated to the history of the study of the topics

discussed in the dissertation. It provides a brief description of the

state-of-the-art projects focused on liver research and the associated

mathematical model development. Well-known methods of modeling biological

processes are formulated, and examples from the aforementioned projects are

provided. Possible approaches to the optimization problem that are used

further are also discussed.

In the second chapter, a detailed analysis of the key processes that

ensure liver regeneration under moderate toxic exposure and partial

hepatectomy is provided. These processes include cell replication, hyperplasia,

polyploidy, activation of anti-stress mechanisms, apoptosis, and necrosis. Each

of these processes plays a crucial role in the restoration of liver tissue,

ensuring adaptation to damage and maintaining the functionality of the

organ.

Based on these processes, mathematical equations have been developed to

describe the dynamics of various liver cell populations. Specifically, the
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dynamics of normal hepatocytes (2.2), polyploid cells (2.3), binuclear

hepatocytes (2.4), hypertrophic cells (2.5), as well as hepatocytes in a state of

anti-stress (2.6), apoptosis (2.7), and necrosis (2.8) have been modeled.

Additionally, mathematical models have been created to describe the

detoxification processes in the organism, related to exogenous (2.10) and

endogenous toxins (2.11).

All of these equations were combined into a generalized mathematical model

2.12, which is presented as a system of equations. This system is an extension of

well-known population dynamics models, such as Volterra integral-differential

equations, generalized Lotka-Volterra equations, and their modifications with

delayed arguments. As a result, the model accounts for the complex interaction

of cell populations and the impact of external and internal factors.

To verify the correctness of the proposed model, it was validated both for

each process individually and for their combination, specifically in the case of

partial hepatectomy. This allowed for the evaluation of the model’s accuracy and

its ability to reproduce the dynamics of liver regeneration under real conditions.

The third chapter is dedicated to adapting methods of adaptive dynamic

programming to the problem of evaluating liver regeneration mechanisms.

In practice, adaptive dynamic programming tasks often employ stationary

control strategies, where control actions depend on the state of the system.

Such systems are a particular case of systems with nonstationary control.

Since the control strategy described in Chapter Two is nonstationary, the

methods of adaptive dynamic programming have been adapted to this

problem. To achieve this, several assumptions were made. First, the liver

regeneration process is considered within a finite time interval, consistent with

its biological context (a limited organism lifespan). However, formally, the

system of equations describing liver regeneration processes can be extended to

an infinite time axis. Second, the cost function is assumed to be bounded,

which is natural for biological systems.

For a given control strategy, the possible path is defined as a sequence of

state transitions under the influence of control actions. This path can be
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visualized as a series of transitions, where each state is linked to the

corresponding control action. The total cost of the path is defined as the limit

of the partial sums of the cost over an infinite time horizon.

The concept of a "tail"of a path, representing the continuation of the path

from a specific moment in time, was introduced. Based on this concept, a

Lyapunov function was formulated as a function of the total cost of the

"tails."This function satisfies a co-recursive equation that links its values at

consecutive points in time.

Optimal control strategies were defined as those that minimize the total

cost of the corresponding "tails."The optimal Lyapunov function describes the

cost for such strategies and also satisfies the co-recursive equation (Lyapunov-

Bellman).

The Lyapunov function and its optimal counterpart are considered as

subsets of a Banach space of bounded functions with an appropriate norm. A

theorem was proven on the existence of a unique fixed point of the mappings

corresponding to the Lyapunov function and its optimal counterpart.

As the next step, we transition to online reinforcement learning methods.

Using the Lyapunov-Bellman equation, an equation for calculating the temporal

difference error is formulated, and the Lyapunov function is approximated using

a neural network.

Since the temporal difference error equation is a fixed-point equation, it

can be solved using various iterative procedures that progressively refine the

cost function values or improve the control strategy. The chapter discusses

reinforcement learning algorithms based on policy and value iteration methods

to determine the optimal control strategy. Each of these algorithms consists

of three stages: initialization of the initial control strategy, a policy evaluation

stage, and a policy improvement stage.

The chapter also discusses online reinforcement learning algorithms for

iteration based on strategies and value function values.

The fourth chapter is dedicated to numerical experiments aimed at

studying the impact of various control parameters on liver regeneration
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processes after partial hepatectomy (70% PHx) and in cases of alcoholic liver

injury. The main focus is on analyzing key mechanisms such as hyperplasia,

replication, the formation and division of binuclear hepatocytes, polyploidy,

and controlled apoptosis.

Several hypotheses were tested under the conditions of partial hepatectomy

(70% PHx).

1) The absence of controlled apoptosis (𝜔(𝑡) = 0). Under conditions where

apoptosis is absent, regeneration leads to the accumulation of hypertrophic

cells that do not renew. This highlights the crucial importance of apoptosis

in maintaining the optimal cellular composition of the liver and its long-term

functionality.

2) Random apoptosis (exponential distribution). Uncontrolled apoptosis

with random intensity significantly reduces the effectiveness of regeneration

compared to its regulated counterpart, highlighting the importance of precise

control over this process.

3) Constant polyploidy (𝑏(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). A stable signal for the formation

of polyploid cells leads to a significant increase in their proportion, exceeding

the normal levels under dynamic regulation conditions. This underscores the

importance of balancing polyploidy to maintain the liver’s adaptive potential.

4) Constant division of binuclear cells (𝑎2𝑗(𝑡) = 0.2). A constant signal for

the division of binuclear hepatocytes promotes the growth of mononuclear cells,

but this completely reduces the number of binuclear cells.

5) Constant formation of binuclear cells (𝑏2𝑗(𝑡) = 0.2). A stable signal for

the formation of binuclear cells increases their proportion after the completion

of regeneration, confirming their role in the reserve mechanisms of organ

adaptation.

Numerical experiments demonstrate that apoptosis of hypertrophic cells is

critical for renewing the cellular composition of the liver and ensuring its

adaptation to future stresses. Effective regeneration is only possible under

conditions of dynamic regulation of polyploidy. A constant level of polyploidy

promotes the stability of functioning, but reduces the organ’s adaptive
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reserve. The balance between the formation and division of binuclear cells is

essential for maintaining the optimal cellular composition and functionality of

the liver in the long term.

A numerical experiment for alcoholic liver injury was conducted for

excessive ethanol consumption over two weeks. The obtained regeneration

strategies confirm well-known biological data that, after the cessation of toxic

exposure, even significantly damaged liver tissue can recover its functions.

Key words: mathematical modeling, computer simulation, liver

regeneration, discrete system, dynamic programming, adaptive control,

optimal control, reinforcement learning
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Застосування

математичних методiв i математичне моделювання набуває все бiльш

важливого значення в бiологiї й медицинi. Вони забезпечують дослiдника

потужним iнструментарiєм аналiзу даних i пояснення спостережуваних

явищ, прогнозування поведiнки бiологiчних систем i передбачення нових

явищ у бiологiчних системах.

Однiєю з невирiшених фундаментальних проблем бiологiї й медицини

є визначення принципiв, правил i механiзмiв, що керують бiологiчними

процесами пiдтримки та вiдновлення функцiональностi(регенерацiї)

органiв i тканин органiзму пiд час його розвитку й старiння (життєвого

циклу).

Печiнка є одним з найважливiших органiв органiзму. Вона, в порiвняннi

з iншими органами, володiє унiкальними можливостями до регенерацiї.

З цiєї точки зору печiнка є досить цiкавим модельним об’єктом для

розробки адекватних математичних моделей, що надалi

застосовуватимуться як для вирiшення фундаментальних задач бiологiї,

так i для вирiшення практичних задач регенеративної медицини.

Наразi розроблена достатня кiлькiсть математичних моделей, що

описують процес функцiонування й регенерацiї печiнки на рiзних рiвнях

їх деталiзацiї.

Основна частина таких моделей були розробленi в рамках наступних

спiльних флагманських проєктiв: Нiмеччини, Францiї та Європейського

Союзу.

2004-2009 роки. Проєкт HepatoSys/HepatoSys2. Консорцiум 69

дослiдницьких груп з бiльш нiж 250 вченими.

2010-2015 роки. Проєкт ”Virtual liver” i мережа 39 проектiв з бiльш нiж

200 вченими [72].

2016 - 2020 роки. Проєкт ”LiSyM” - дослiдницька мережа в областi

18



19

системної медицини печiнки. Чотири спiльнi проекти, в яких беруть

участь 22 дослiдницькi групи [40].

Основна проблема розроблених математичних моделей полягає в тому,

що в них правила й механiзми регуляцiї процесiв регенерацiї печiнки

моделюються лише частково. Це вiдбувається у зв’язку з тим, що на

нинiшньому рiвнi розвитку бiологiчного експерименту багато ключових

молекулярних процесiв, що вiдбуваються в клiтинах печiнки в ходi

регенерацiї, ми не спостерiгаємо.

Внаслiдок цього при побудовi математичних моделей доводиться

робити велику кiлькiсть гiпотетичних припущень, якi ще тiльки

належить пiдтвердити в експериментах.

Один з можливих пiдходiв до вирiшення задачi побудови математичної

моделi процесiв регенерацiї печiнки ґрунтується на гiпотезi, що правила й

механiзми регуляцiї цих процесiв сформувалися в ходi еволюцiї на основi

розв’язання деякої задачi оптимiзацiї.

Саме цими питаннями i зумовлений вибiр теми дисертацiї. Дана

дисертацiйна робота присвячена дослiдженню та розвитку засад

математичного i комп’ютерного моделювання динамiки клiтинного

складу печiнки, та розробцi на основi отриманих результатiв системи

комп’ютерного моделювання з використанням методiв адаптивного

динамiчного програмування.

Мета i завдання дослiдження. Метою даної дисертацiї є

моделювання процесiв регенерацiї печiнки i дослiдження методiв

знаходження оптимальних стратегiй регенерацiї печiнки.

Об’єкт дослiдження – правила й механiзми регуляцiї процесiв

регенерацiї печiнки, моделювання даних процесiв.

Предмет дослiдження – критерiй оптимальностi стратегiї процесiв

регенерацiї печiнки.

Завдання дослiдження:

– побудувати математичну модель процесiв регенерацiї печiнки, яка
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достатньо точно вiдображає процеси динамiчного гомеостазу

печiнки в бiологiчних експериментах;

– визначити критерiй оптимальностi стратегiї процесiв регенерацiї

печiнки;

– описати методи адаптивного динамiчного програмування для розв’я -

зання задачi пошуку верхньої оцiнки оптимальностi стратегiї процесiв

регенерацiї печiнки;

– написати програмне забезпечення, що розв’язує задачу пошуку

верхньої оцiнки оптимальностi стратегiї процесiв регенерацiї печiнки

методами адаптивного динамiчного програмування;

– порiвняти отриманi результати чисельних розрахункiв з вiдомими

результатами бiологiчних експериментiв.

Методи дослiдження. У роботi використовуються сучаснi методи

глибокого машинного навчання, зокрема навчання з пiдкрiпленням

(адаптивне динамiчне програмування), яке було застосовано для

розв’язання задач оптимiзацiї. Крiм того, залучалися класичнi

обчислювальнi пiдходи, такi як методи дискретної математики для

побудови математичної моделi процесiв регенерацiї печiнки,

алгоритмiзацiя i моделювання для створення програмного коду, а також

методи комп’ютерного експерименту для емпiричної перевiрки й

пiдтвердження адекватностi отриманих результатiв. Поєднання сучасних

технологiй штучного iнтелекту з традицiйними математичними й

обчислювальними методами забезпечило комплексний пiдхiд до аналiзу i

моделювання процесiв регенерацiї печiнки.

Наукова новизна одержаних результатiв. У цiй дисертацiї

розроблено вдосконалену математичну модель, яка враховує динамiку

практично всiх типiв клiтин печiнки, що дозволяє бiльш точно описати

процеси регенерацiї органа. На вiдмiну вiд попереднiх моделей, якi

переважно подiляли клiтини лише на функцiональнi й нефункцiональнi,

запропонована модель деталiзує їхню поведiнку та взаємодiю, враховуючи
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рiзноманiтнi клiтиннi стани, такi як гiперплазiя, полiплоїднiсть,

бiнуклеацiя, некроз та апоптоз.

На основi цiєї моделi була сформульована задача оптимiзацiї, що

базується на гiпотезi про те, що регуляцiя процесiв пiдтримки та

вiдновлення динамiчного гомеостазу печiнки забезпечується за

принципами самоорганiзацiї, якi формуються протягом еволюцiї

органiзму. Припускається, що цi процеси пiдпорядковуються

оптимальним критерiям, якi мiнiмiзують витрати органiзму та

максимiзують ефективнiсть його функцiонування в умовах адаптацiї до

зовнiшнiх i внутрiшнiх змiн.

Для розв’язання цiєї задачi були використанi методи адаптивного

динамiчного програмування. Цей пiдхiд був спецiально адаптований i

розширений для застосування до нестацiонарних систем iз обмеженою

функцiєю вартостi, що дозволило врахувати складну динамiку клiтинних

процесiв печiнки в умовах мiнливого токсичного впливу. Отриманi

результати продемонстрували ефективнiсть розробленої моделi для

аналiзу регенерацiйних процесiв та пiдтвердили адекватнiсть гiпотези про

оптимiзацiю регуляцiї на основi еволюцiйно сформованих критерiїв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi прикладної математики

факультету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики

прiоритетних дослiджень кафедри та в рамках Науково дослiдної роботи

”Оптимальне керування, стiйкiсть i стабiлiзацiя динамiчних систем

складної природи”. (№ держреєстрацiї 0119 U 002530)

Практичне значення отриманих результатiв. Результати

дослiдження мають значне практичне значення для вирiшення низки

прикладних завдань у галузi бiологiї, медицини та обчислювального

моделювання, а саме:

– Удосконалення медичних пiдходiв до регенерацiї печiнки.
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Розроблена математична модель, яка враховує динамiку майже всiх

типiв клiтин печiнки, може бути використана для прогнозування

процесiв вiдновлення органа пiсля часткової резекцiї, трансплантацiї

або токсичного пошкодження. Це дозволяє оптимiзувати

терапевтичнi стратегiї, зокрема щодо дозування та часу введення

препаратiв, якi стимулюють регенерацiю.

– Моделювання та оцiнка впливу токсичних речовин. Модель

дозволяє оцiнити вплив зовнiшнiх (екзотоксичних) i внутрiшнiх

(ендотоксичних) факторiв на регенерацiйнi процеси. Це може бути

корисним для розробки безпечних доз лiкiв або оцiнки ризикiв

токсичних впливiв на печiнку у фармакологiчних i токсикологiчних

дослiдженнях.

– Адаптацiя моделi до iнших органiв i систем. Використаний пiдхiд

може бути адаптований для моделювання регенерацiйних процесiв у

iнших органах (наприклад, у нирках або легенях), що вiдкриває

можливостi для розширення сфери застосування результатiв

дослiдження.

– Розробка програмних засобiв. Отриманi результати, реалiзованi у

виглядi алгоритмiв та програмного забезпечення, можуть бути

використанi в навчальних i дослiдницьких цiлях для моделювання

регенерацiї органiв у реальному часi.

Таким чином, результати цього дослiдження сприяють розвитку

теоретичних i практичних пiдходiв до вивчення та оптимiзацiї процесiв

регенерацiї печiнки, що має велике значення для сучасної медицини та

бiологiї.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що ввiйшли до

дисертацiї, були отриманi авторкою особисто, але постiйно

обговорювалися з Львовим С.В., науковим спiвробiтником

науково-дослiдницького iнституту бiологiї Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна.
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В роботi [32] здобувачевi належить побудова математичної моделi.

Було розроблено рiвняння динамiки рiзних функцiональних клiтин

печiнки на основi рiвняння Лотки-Вольтерра. У статтях [31] i [1]

здобувачцi належить розробка програмного забезпечення для реалiзацiї

побудованої математичної моделi, критерiю оптимiзацiї, а також

реалiзацiя програмного коду i чисельнi експерименти. У статтi [2]

здобувачкою було зроблено модифiкацiю алгоритмiв навчання з

пiдкрiпленням для побудованої нестацiонарної системи: за стратегiями

керування та за значеннями. Результати, що належать iншим вченим,

згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та супроводжуються

вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї

доповiдалися й обговорювалися на наступних конференцiях та семiнарах:

1. XII Мiжнародна наукова конференцiя студентiв та молодих вчених

«Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих

науках та iнформацiйних технологiях», Харкiв, Україна, 25–26

квiтня, 2017. (Форма участi у конференцiї: очна.)

2. XIII Мiжнародна наукова конференцiя студентiв та молодих вчених

«Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих

науках та iнформацiйних технологiях», Харкiв, Україна, 16–17

березня, 2018. (Форма участi у конференцiї: очна.)

3. The 3-rd International Conference ”Differential Equations and Control

Theory” (DECT 2018), Kharkiv, Ukraine, September 25-27, 2018.

(Форма участi у конференцiї: очна.)

4. The 5-th International Conference ”Differential Equations and Control

Theory” (DECT 2021), Kharkiv, Ukraine, September 27-29, 2021.

(Форма участi у конференцiї: онлайн.)

5. XVIII Мiжнародна наукова конференцiя студентiв та молодих

вчених «Сучаснi проблеми математики та її застосування в
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природничих науках та iнформацiйних технологiях», Харкiв,

Україна, 10–11 травня, 2024. (Форма участi у конференцiї: онлайн.)

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи опублiкованi у фахових

журналах, пройшли апробацiю на наукових конференцiях i семiнарах.

Результати дисертацiї мiстяться у дев’ятьох наукових публiкацiях, у тому

числi в чотирьох статтях [32, 31, 1, 2] у спецiалiзованих фахових

журналах, а також в тезах доповiдей [3, 4, 33, 34, 5] на 5 конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, перелiку використаних

джерел та двох додаткiв. Повний обсяг роботи – 146 сторiнок. Обсяг

основної частини дисертацiї – 111 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду

лiтератури, займає 19 сторiнок. Робота iлюстрована 28 рисунками.

Список використаних джерел мiстить 76 найменувань.



РОЗДIЛ 1. СУЧАСНИЙ СТАН ДОСЛIДЖЕНЬ I

МЕТОДИ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ

РЕГЕНЕРАЦIЇ ПЕЧIНКИ

Однiєю фундаментальних та практично важливих проблем

теоретичної та математичної бiологiї є розробка математичних моделей

динамiки складних клiтинних систем, що володiють задовiльною

пояснювальною та передбачувальною силою.

Зокрема, до таких складних клiтинних систем, що викликають

найбiльший практичний iнтерес, належать органи та тканини органiзму,

та їх штучнi аналоги – органоїди та органи на чiпi.

Печiнка має найбiльшу пластичнiсть i найбiльший набiр можливих

стратегiй регенерацiї в порiвняннi з iншими органами та тканинами. Крiм

того, є великий набiр модельних систем регенерацiї печiнки in vivo та

експериментальних даних, що дозволяють розробляти математичнi

моделi та вивчати процеси регенерацiї печiнки in silico.

Захворювання печiнки є важливою медичною проблемою. Знання про

правила та механiзми регенерацiї печiнки органiзму є основою для

розробки нових ефективних лiкарських препаратiв та вибору

рацiональних стратегiй терапiї захворювань печiнки в медицинi.

Як правило, математичнi моделi таких складних клiтинних систем

представляють динамiчнi мережi взаємодiючих агентiв-клiтин вищих

порядкiв, в яких протiкають множиннi внутрiшньоклiтиннi процеси i

процеси мiжклiтинних взаємодiй. Такi мережi можуть мiстити сотнi

мiльйонiв клiтин рiзних типiв i набагато бiльше множинних мiжклiтинних

взаємодiй. Їх динамiка може протiкати в рiзних характеристичних

масштабах часу i може включати мiграцiю агентiв-клiтин, змiни типiв

агент-клiтин, їх народження i смерть; змiни типiв множинних взаємодiй

мiж агентами-клiтинами, виникнення нових взаємодiй та їх зникнення.

25
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Такi нелiнiйнi динамiчнi мережi дуже складнi. Навiть якiсно їх динамiка

може мати практично необмежений набiр своєї фазової органiзацiї: рiзнi

типи статичних та/або динамiчних фазових переходiв та химерних станiв;

глобальнi та/або локальнi бiфуркацiї.

З iншого боку, ми спостерiгаємо лише обмежену кiлькiсть якiсних

стратегiй клiтинної системи та в iндивiдуальному експериментi

спостерiгаємо лише один «справжнiй шлях» її динамiки.

Можна припустити, що динамiка клiтинних систем пiдпорядковується

певним правилам цiлеспрямованої регуляцiї (керування), що зводить

величезну складнiсть їх динамiки лише до певної обмеженої кiлькостi

якiсних стратегiй.

Очевидно, що без явного уявлення принципiв, правил i механiзмiв

цiлеспрямованої регуляцiї (керування) у клiтинних системах будь-яка

їхня математична модель дасть нам лише неосяжний набiр потенцiйних

можливостей, серед яких є справжня динамiка, що спостерiгається нами в

експериментi.

Iдентифiкацiя об’єктивних принципiв i правил регуляцiї «клiтинної

системи», що визначає серед усiх можливостей саме «справжнiй шлях» її

динамiки, яку ми спостерiгаємо в експериментi/спостереженнi, є

необхiдною умовою розробки математичних моделей iз задовiльною

пояснювальною та передбачуваною силою.

Один з перспективних пiдходiв до розв’язання цiєї задачi ґрунтується на

гiпотезi, що правила регуляцiї бiологiчних процесiв пiдпорядкованi деяким

об’єктивним принципам, критерiям (суб)оптимальностi [15].

В силу об’єктивностi даних принципiв i критерiїв оптимальностi,

правила регуляцiї, якi їм задовольняють, будуть справедливi для

будь-якого рiвня деталiзацiї опису бiологiчної системи, в тому числi i для

процесiв, якi ми не спостерiгаємо в експериментi або не можемо описати

через їхню надзвичайну складнiсть.
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1.1. Флагманськi проєкти дослiдження i моделювання

печiнки

1.1.1. Проєкт HepatoSys/HepatoSys2

Проєкти HepatoSys (2004–2008) та його продовження HepatoSys2

(2008–2012) є частиною нацiональної програми Нiмеччини з розвитку

системної бiологiї. Головною метою було моделювання функцiй i

регуляторних механiзмiв клiтин печiнки для кращого розумiння їхнього

внеску у процеси регенерацiї. Проєкти фiнансувалися Федеральним

мiнiстерством освiти i наукових дослiджень Нiмеччини (BMBF) i

об’єднали багатопрофiльнi команди з бiологiї, медицини, математики та

iнформатики.

HepatoSys i HepatoSys2 були спрямованi на створення математичних

моделей, що пояснюють поведiнку окремих гепатоцитiв i механiзми їхнього

функцiонального вiдновлення пiсля пошкодження.

У межах цих проєктiв дослiджувалась клiтинна сигналiзацiя.

Зосередження на основних сигнальних шляхах, якi регулюють клiтинну

пролiферацiю, апоптоз i метаболiзм, таких як:

– Wnt/𝛽-catenin – вiдповiдає за регуляцiю регенерацiї;

– TGF-𝛽 – впливає на контроль апоптозу;

– HGF (гепатоцитарний фактор росту) – ключовий стимулятор

пролiферацiї.

На основi даних дослiджень моделювалась клiтинна динамiка,

створювались математичнi моделi, якi вiдображають вiдповiдь

гепатоцитiв на зовнiшнi стимули, зокрема пiсля часткової гепатектомiї.

Також вiдбувалась валiдацiя моделей, математичнi прогнози перевiрялись

на експериментальних даних, отриманих у лабораторiях.

Пiд час роботи над проєктами використовувались наступнi методи i

пiдходи: молекулярно-орiєнтоване моделювання (використання
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кiнетичних рiвнянь для опису сигнальних шляхiв, таких як MAPK та

PI3K/Akt), моделювання одноклiтинних систем (вивчення поведiнки

окремих гепатоцитiв у змодельованих середовищах), мультиагентнi

моделi (iмiтацiя взаємодiї великої кiлькостi клiтин, що дає змогу вивчати

вплив клiтинної архiтектури на регенерацiю), просторово-часове

моделювання (аналiз змiн концентрацiї факторiв росту та цитокiнiв у

тканинах печiнки).

Внаслiдок проєктiв HepatoSys/HepatoSys2 було змодельовано

регенерацiю пiсля часткової гепатектомiї; створенi моделi апоптозу i

визначенi умови, за яких клiтини обирають мiж виживанням i апоптозом;

виконано мультиагентнi симуляцiї i виявлено, як клiтинна взаємодiя

впливає на рiвномiрнiсть росту тканин; експериментально пiдтверджено

результати, прогнози математичних моделей пiдтверджувалися

лабораторними експериментами, що зробило моделi унiверсальними для

подальших дослiджень. Отже, проєкт заклав основи для iнтеграцiї

математичних моделей у дослiдження регенерацiї органiв. Його

результати використовувалися у токсикологiї, фармакологiї, а також для

тестування гiпотез про механiзми регенерацiї.

1.1.2. Проєкт Virtual Liver Network

Проєкт Virtual Liver Network [72] (2010–2015) є масштабною

iнiцiативою федерального уряду Нiмеччини для створення цифрової

"вiртуальної печiнки". Метою проєкту було моделювання функцiй

печiнки на рiзних рiвнях органiзацiї – вiд молекулярного до тканинного

та органного рiвнiв. Бюджет проєкту становив понад 50 мiльйонiв євро, а

до реалiзацiї долучилося понад 70 наукових установ.

Цей проєкт мав на метi зiбрати i об’єднати експериментальнi, клiнiчнi

i математичнi данi у єдину платформу. Науковцi прагнули змоделювати

метаболiчних процесiв, тобто створити моделi, якi пояснюють обмiн

речовин у печiнцi, зокрема метаболiзм лiкарських препаратiв, а також
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побудувати багаторiвневi моделi: вiд молекулярної кiнетики до органних

функцiй. Цi моделi передбачалося використовувати для розумiння

наслiдкiв пошкодження органу або впливу токсичних речовин.

Методи, якi було обрано для реалiзацiї даного проєкту, це: побудова

молекулярних моделей, використання кiнетичних рiвнянь для опису

ферментативних реакцiй у гепатоцитах; обчислювальна гiдродинамiка

(CFD), яку використовували для моделювання кровообiгу та транспорту

речовин у печiнцi; мережевий пiдхiд, а саме побудова графiв для аналiзу

метаболiчних шляхiв i взаємодiї генiв.

Таким чином, проєкт Virtual Liver Network створив моделi

токсичностi, якi стали основою для прогнозування гепатотоксичностi

лiкiв, i цифрову печiнкову часточку, що стала першою моделлю, яка

враховувала циркуляцiю кровi, транспорт речовин i клiтинний

метаболiзм. Цей проєкт заклав основу для персоналiзованої медицини,

забезпечивши новi пiдходи до дiагностики, лiкування та розробки лiкiв.

1.1.3. Проєкт Liver Systems Medicine (LiSyM)

Liver Systems Medicine (LiSyM) [40] (2016–2021) є масштабним

продовженням i розвитком iдеї "вiртуальної печiнкищо має на метi

iнтегрувати сучаснi науковi досягнення у вивчення печiнки та перенести

їх у клiнiчну практику. Ця мiждисциплiнарна дослiдницька мережа

об’єднала молекулярних i клiтинних бiологiв, клiнiчних дослiдникiв,

фармакологiв, експертiв iз математичного моделювання та фахiвцiв у

сферi обчислювальних наук, що дозволило здiйснювати комплекснi

дослiдження функцiонування печiнки як системи.

Основна мета проєкту полягала у впровадженнi математичних моделей

у клiнiчну практику. У фокусi проєкту – патологiчнi стани печiнки, як-от

цироз, жировий гепатоз i рак печiнки (гепатоцелюлярна карцинома).

LiSyM прагнув вiдповiсти на питання про походження та прогресування

метаболiчної хвороби печiнки - неалкогольної жирової хвороби печiнки.
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Що iнiцiює цю хворобу? Як воно розвивається? Як ми можемо покращити

дiагностику та лiкування?

Саме на цьому запитаннi i були зосередженi дослiдження цього

проєкту. Було зроблено аналiз багатофакторних моделей для вивчення

взаємодiї молекулярних i клiтинних рiвнiв, використано данi МРТ i КТ

для калiбрування моделей, iдентифiковано новi маркери захворювань на

основi моделювання.

Протягом п’яти рокiв iснування LiSyM досяг значних успiхiв у

вивченнi метаболiчних захворювань печiнки. Моделi використовувалися

для оцiнки вiдповiдi пацiєнтiв на певнi лiкарськi препарати, що

допомогло пiдвищити iндивiдуалiзацiю терапiї. Данi бiопсiй i зображень

печiнки стали основою для створення високоточних моделей, якi

враховують iндивiдуальнi характеристики пацiєнтiв. Було детально

вивчено механiзми прогресування фiброзу, що є ключовою ланкою в

розвитку цирозу та раку печiнки.

Пiсля завершення LiSyM було запропоновано новий напрям

дослiджень – створення мережi LiSyM-Cancer, яка зосереджена на

ранньому виявленнi та профiлактицi раку печiнки. Ця мережа продовжує

працювати, застосовуючи пiдходи системної медицини для подальшого

розвитку моделей i вдосконалення методiв лiкування.

Проєкт LiSyM став важливим кроком у розвитку системної медицини,

об’єднавши новiтнi досягнення в науцi, технологiях та клiнiчнiй практицi

для розв’язання актуальних проблем, пов’язаних iз печiнкою. Його

результати створили базу для майбутнiх дослiджень i заклали основу для

iнновацiй у лiкуваннi захворювань печiнки.
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1.2. Методи моделювання процесiв регенерацiї печiнки

1.2.1. Диференцiальнi рiвняння

Як уже зазначалось вище, динамiка бiосистеми печiнки, що створенi

штучно (змодельованi програмно чи роботизованi механiзми), тiсно

пов’язана з рiзними самоорганiзацiйними процесами, що в них

протiкають, а структура складається з декiлькох функцiональних рiвнiв.

Як правило, бiоподiбнi системи характеризуються вiдкритiстю,

нелiнiйнiстю i дисипативнiстю, оскiльки вони обмiнюються енергiєю,

речовиною та iнформацiєю з навколишнiм середовищем. Цi системи

зазвичай далекi вiд стану термодинамiчної рiвноваги, що дозволяє їм

демонструвати складну динамiку, зокрема автоколивання, хаос,

самоорганiзацiю тощо. Неперервнi методи, якi використовуються для

аналiзу таких систем, ґрунтуються на математичних описах, якi

дозволяють виявляти їхню динамiку, що може моделюватися звичайними

диференцiальними рiвняннями (ODE), диференцiальними рiвняннями у

частинних похiдних, чи системами диференцiальних рiвнянь, тощо.

Математична модель Фiшера-Колмогорова-Петровського-Пiскунова

[20, 37] є одним iз перших прикладiв математичного опису

самоорганiзацiйних процесiв у системах, якi далекi вiд рiвноваги. Ця

модель базується на диференцiальному рiвняннi з частинними похiдними

i описує поширення хвилi густини популяцiї у просторi.

У випадку моделювання бiосистеми печiнки диференцiальнi рiвняння

можна використати, наприклад, для опису змiн концентрацiй молекул або

станiв клiтин у часi[16].

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑘1 · [𝐹 ]− 𝑘2 · 𝐶, (1.1)

де 𝐶 – концентрацiя молекули, [𝐹 ] – концентрацiя фактора росту, 𝑘1, 𝑘2 –

константи.

Така модель може використовуватись для опису регуляцiї гепатоцитiв

гепатоцитарним фактором росту (HGF) у проєктi 1.1.1.. HGF стимулює
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пролiферацiю гепатоцитiв. Модель ODE може описувати, як концентрацiя

HGF змiнює кiлькiсть клiтин, що вступають у цикл подiлу.

Диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних (PDEs)

використовуються для врахування просторових змiн i транспорту

речовин. Наприклад, модель дифузiї кисню в печiнкових часточках [16].

PDE описує, як кисень транспортується з кровоносних судин до

гепатоцитiв, враховуючи його споживання клiтинами.

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝐷 · ∇2𝐶 − 𝑘 · 𝐶, (1.2)

де 𝐷 – коефiцiєнт дифузiї, ∇2 – лапласiан, 𝑘 – швидкiсть споживання

речовини.

Системи диференцiальних рiвнянь поєднують кiлька ODE або PDE для

моделювання взаємодiй мiж сигналами, клiтинами та факторами росту.

Мiжклiтиннi взаємодiї у печiнцi пiсля часткової гепатектомiї можуть бути

описанi системою диференцiальних рiвнянь.

Для опису змiни кiлькостi клiтинних популяцiй (гепатоцитiв,

купферiвських клiтин, стромальних клiтин) у часi зазвичай

використовують логiстичне рiвняння [18, 16]:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟 ·𝑁 ·

(︂
1− 𝑁

𝐾

)︂
, (1.3)

де 𝑁 – кiлькiсть клiтин, 𝑟 – швидкiсть росту, 𝐾 – мiсткiсть середовища.

Таке рiвняння моделює вiдновлення кiлькостi гепатоцитiв пiсля

пошкодження. Воно також враховує обмеження на максимальну кiлькiсть

клiтин у печiнцi.

1.2.2. Дискретнi методи моделювання

Дискретнi методи враховують факт, що моделювання бiологiчних

процесiв передбачає використання обчислювальних можливостей

комп’ютерних систем, якi оперують лише дискретними даними. Тому

неминуче, що в процесi розробки програмних комплексiв будь-яка



33

неперервна модель апроксимується до дискретного стану. Дискретнi

методи моделювання, на вiдмiну вiд вище розглянутих неперервних, не

мiстять проблем, пов’язаних з чисельним розв’язком диференцiальних

рiвнянь. Крiм того, механiзми росту i дiлення бiологiчних клiтин

(зокрема, у печiнцi) бiльшою мiрою визначаються не рiвняннями, а

сукупнiстю певних правил [16]. Дискретнi моделi дозволяють отримувати

не тiльки кiлькiснi, але i якiснi характеристики процесу чи структури, що

моделюються, та детальну вiзуалiзацiю цих характеристик.

Також для моделювання бiологiчних процесiв широко використовується

агентний пiдхiд – метод обчислювального моделювання, який базується на

правилах та взаємодiях мiж окремими компонентами чи агентами системи

[22].

Такий метод моделювання має на метi видiлити значимi компоненти

системи та змоделювати їх взаємодiю у вiртуальному свiтi. Агентнi моделi

зосереджуються на правилах поведiнки i в процесi моделювання

вiдбувається реконструкцiя цих правил у процесах, якi дослiджуються

[59]. Моделi на основi агентiв мають ряд переваг, важливих для

бiологiчних дослiджень:

– Поведiнка моделi визначається правилами її агентiв. Iснуючi правила

можуть бути модифiкованi або можна додати нових агентiв без змiни

всiєї моделi;

– Агентнi моделi є абстрактними. Вони можуть бути побудованi за

вiдсутностi повних знань про дослiджувану систему. Це дозволяє

моделi бути максимально простою i узгодженою;

– Бiологiчнi системи проявляють поведiнку, яка здається випадковою.

Ймовiрнiсть певної поведiнки може бути визначена для системи в

цiлому i потiм переведена в правила для окремих агентiв.
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1.3. Принципи оптимальностi

Принципи оптимальностi в бiологiї мають довгу iсторiю використання,

оскiльки вони забезпечують фундаментальну основу для розумiння

органiзацiї живих систем. Iдея оптимальної конструкцiї органiзму була

формалiзована Рашевським [61], а пiзнiше розширена Розеном [62]. Згiдно

з цим принципом, бiологiчнi структури, необхiднi для виконання певної

функцiї, мають бути максимально простими та економними з точки зору

енергетичних i ресурсних витрат. Цей пiдхiд дозволяє пояснити, чому

еволюцiйно сформованi системи демонструють ефективнiсть i стiйкiсть,

необхiднi для адаптацiї та виживання.

Дослiдження показують, що принципи оптимальностi узгоджуються з

феноменами живої речовини на рiзних рiвнях органiзацiї, починаючи вiд

молекулярних i клiтинних процесiв i закiнчуючи рiвнями органiв,

iндивiдуумiв, популяцiй i навiть екосистем [64, 70, 69, 71, 63, 56].

Наприклад, на молекулярному рiвнi це спостерiгається у мiнiмiзацiї

енергетичних витрат на синтез бiлкiв чи транспорт речовин. На рiвнi

органiв оптимiзацiя виявляється у забезпеченнi балансу мiж

функцiональною ефективнiстю та анатомiчною простотою, як-от у

конструкцiї судинних чи нервових мереж.

Сьогоднi принципи оптимальностi знаходять успiшне застосування в

дослiдженнях малих бiофiзичних i бiохiмiчних систем. У цьому контекстi

використовуються iнструменти статистичної фiзики, нерiвноважної

термодинамiки та фiзики конденсованих середовищ, якi дозволяють

моделювати системи з високою точнiстю [75, 11, 57]. Однак, коли справа

доходить до складних бiологiчних систем, таких як органи та тканини,

пряме застосування цих принципiв стає проблематичним. Причини цього

криються у багаторiвневiй iєрархiчнiй органiзацiї живих систем, значнiй

кiлькостi невiдомих параметрiв, а також складностi взаємодiї рiзних

компонентiв.

Для опису регуляцiї процесiв пiдтримки i вiдновлення динамiчного
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гомеостазу органiв i тканин органiзму природнiше припустити, що цi

процеси пiдпорядковуються еволюцiйно сформованим критерiям

субоптимальностi. Вони виникли внаслiдок природного добору та є

результатом тривалого адаптивного вдосконалення системи щодо

критерiю ефективностi й стiйкостi (fitness) [63, 56]. Такi критерiї часто

проявляються у формах компромiсу мiж короткостроковою ефективнiстю

та довгостроковою стабiльнiстю.

Механiзм еволюцiйного вiдбору можна умовно порiвняти iз процесом

навчання з пiдкрiпленням, де адаптацiя регуляторних механiзмiв

вiдбувається на основi попереднього досвiду. У випадку бiологiчних

систем цю адаптацiю можна описати через еволюцiйнi алгоритми, якi

використовують генетичну iнформацiю, накопичену протягом тривалого

часу [41]. Наприклад, правила регуляцiї можуть бути представленi у

виглядi динамiчної моделi, що вiдображає процес оптимiзацiї

функцiональних властивостей системи з урахуванням змiнних умов.

Водночас вирiшення подiбних задач залишається надзвичайно

складним через кiлька основних причин. По-перше, невизначенiсть

еволюцiйного шляху. Процеси, якi призвели до формування сучасних

бiологiчних структур i механiзмiв, залишаються значною мiрою

невiдомими. Це ускладнює створення достовiрних моделей, що описують

їхню поведiнку. По-друге, зовнiшнi фактори, якi впливали на еволюцiю

систем, могли змiнюватися непередбачувано, створюючи рiзноманiтнi

адаптивнi виклики. По-третє, навiть у спрощенiй формi моделювання

таких процесiв вимагає значних обчислювальних ресурсiв, оскiльки

передбачає врахування численних змiнних i нелiнiйних взаємодiй.

Попри цi труднощi, дослiдження в цьому напрямi є надзвичайно

перспективними. Розумiння оптимiзацiйних принципiв може значно

розширити можливостi моделювання складних бiологiчних систем i

знайти застосування в медицинi, зокрема для розробки нових

терапевтичних стратегiй.
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1.4. Методи адаптивного динамiчного програмування

Модифiкацiю дiй на основi взаємодiї з навколишнiм середовищем

називають навчанням з пiдкрiпленням (reinforcement learning, RL) [45].

Iснує багато типiв навчання, включаючи контрольоване навчання,

неконтрольоване навчання тощо. Навчання з пiдкрiпленням стосується

агента, який взаємодiє зi своїм середовищем i змiнює свої дiї або

стратегiю керування на основi стимулiв, отриманих у вiдповiдь на його

дiї. Це базується на оцiночнiй iнформацiї з навколишнього середовища i

може називатися навчанням, заснованим на дiях. RL передбачає

причинно-наслiдковий зв’язок мiж дiями та винагородою чи покаранням.

Алгоритми RL побудованi на iдеї, що успiшнi контрольнi рiшення слiд

запам’ятовувати за допомогою сигналу пiдкрiплення, щоб вони з бiльшою

ймовiрнiстю були використанi вдруге. RL тiсно пов’язаний з теоретичної

точки зору з прямими та непрямими адаптивними методами

оптимального керування. Адаптивне динамiчне програмування (АДП) та

навчання з пiдкрiпленням, крiм «оф-лайн» методiв передбачає «он-лайн»

методи, що працюють у реальному режимi часу i якi, зрештою, не

вимагають знання рiвнянь динамiки системи – методи, що базуються на

даних, у тому числi методiв, якi обробляють данi, що надходять у

реальному масштабi часу [39].

Межi, в яких органiзми можуть виживати, часто досить вузькi, а

ресурси, доступнi бiльшостi видiв, мiзернi. Тому бiльшiсть органiзмiв

дiють оптимальним чином, щоб зберегти ресурси, але досягають своїх

цiлей. Оптимальнi дiї можуть базуватися на принципах мiнiмального

палива, мiнiмальної енергiї, мiнiмального ризику, максимальної

винагороди тощо [48, 14]. У випадку оптимальних алгоритмiв RL процес

навчання перемiщується на вищий рiвень, об’єктом iнтересу якого є не

деталi динамiки системи, а iндекс продуктивностi, який кiлькiсно

визначає, наскiльки близько до оптимальностi працює система керування

замкнутим циклом. У такiй схемi навчання з пiдкрiпленням є засобом
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навчання оптимальнiй поведiнцi шляхом спостереження за реакцiєю

оточення на неоптимальну стратегiю керування.

Теорiя керування зi зворотним зв’язком — це дослiдження методiв

розробки засобiв керування для систем, створених людиною, щоб надати

їм гарантовану продуктивнiсть i безпеку.

Основна частина дослiджень у галузi АДП була проведена для систем,

якi працюють у дискретному часi [39]. Спочатку розглянемо нелiнiйнi

системи DT i окреслюємо оптимальне керування, розвиваючи деякi

поняття обчислювального iнтелекту.

Iснують стандартнi методи вибiрки або дискретизацiї нелiнiйних

звичайних диференцiальних рiвнянь у просторi станiв неперервного часу

для отримання форм вибiркових даних, зручних для комп’ютерного

керування [39]. Отриманi системи розгортаються в дискретному часi i, як

правило, мають форму простору станiв

𝑥𝑡+1 = 𝐹 (𝑥𝑡, 𝜆𝑡), (1.4)

з 𝑡 iндексом дискретного часу, 𝑥𝑡 ⊆ R𝑛, 𝜆𝑡 ∈ R𝑚. Цi системи задовольняють

однокроковiй властивостi Маркова, оскiльки їх стан у момент часу 𝑡 + 1

залежить лише вiд стану та вхiдних даних у попереднiй момент часу 𝑡.

Для полегшення аналiзу часто розглядають клас систем з дискретним

часом, що описуються нелiнiйною динамiкою у формi рiзницевого рiвняння

афiнного простору станiв:

𝑥𝑡+1 = 𝑔1(𝑥𝑡) + 𝑔2(𝑥𝑡)𝜆𝑡. (1.5)

Такий пiдхiд є зручним для аналiзу та може бути поширений на загальнi

вибiрки даних, що мають подiбну структуру (1.4).

Стратегiя керування є функцiя з простору станiв до простору керування

𝜆(.) : R𝑛 → R𝑚. Визначається керуюча дiя 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡).

Такi вiдображення також вiдомi як контролери зi зворотним зв’язком.

У спiльнотi засобiв керування зi зворотним зв’язком стратегiю керування

зi зворотним зв’язком можна розробити за допомогою багатьох методiв,
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включаючи оптимальне керування за допомогою розв’язку рiвняння

Рiккатi, адаптивне керування, керування 𝐻∞, класичне керування в

частотнiй областi тощо [14]. У навчаннi з пiдкрiпленням стратегiя

керування вивчається в режимi реального часу на основi стимулiв,

отриманих iз навколишнього середовища [65].

1.4.1. Цiлеспрямована оптимальна продуктивнiсть

Поняття цiлеспрямованої оптимальної поведiнки фiксується шляхом

визначення показника продуктивностi або функцiї витрат

𝑉𝜆(𝑥𝑡) =
∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖), (1.6)

0 < 𝛾 ≤ 1 - коефiцiєнт дисконтування. Це вiдоме як собiвартiсть i є сумою

дисконтованих майбутнiх витрат вiд поточного часу 𝑡 до нескiнченного

горизонту майбутнього. Коефiцiєнт дисконтування вiдображає той факт,

що ми менше турбуємося про витрати, якi будемо мати в майбутньому.

Функцiя 𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡), вiдома як кориснiсть (utility) i є мiрою вартостi

керування за один крок.

Припускаємо, що система є стабiлiзованою на деякiй множинi Ω ⊂ R𝑛,

тобто iснує стратегiя керування 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) така, що замкнута система

(1.5) є асимптотично стiйкою на Ω. Стратегiя керування 𝜆𝑡 називається

допустимою, якщо вона є стабiлiзуючою i дає кiнцеву вартiсть 𝑉𝜆(𝑥𝑡).

Для будь-якої допустимої стратегiї 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) називаємо 𝑉𝜆(𝑥𝑡) її

вартiстю. Стратегiї з меншими значеннями вважаються кращими за iншi.

Важливо вiдзначити, що для будь-якої допустимої стратегiї її значення

можна визначити шляхом оцiнки нескiнченної суми (1.6). У деяких

випадках це можна зробити шляхом явного обчислення, або шляхом

моделювання за допомогою цифрового комп’ютера, або шляхом

фактичної оцiнки в реальному часi шляхом спостереження за

траєкторiями замкнутої системи.
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Метою теорiї оптимального керування є вибiр стратегiї, яка мiнiмiзує

собiвартiсть:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
, (1.7)

яка вiдома як оптимальна вартiсть. Тодi оптимальна стратегiя керування

визначається як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
. (1.8)

Недалекоглядний або короткозорий планувальник буде стурбований

лише мiнiмiзацiєю витрат або корисностi одного кроку 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡). Однак

проблема полягає в тому, щоб мiнiмiзувати не просто вартiсть одного

кроку, а суму всiх дисконтованих витрат, або собiвартiсть.

Зауважимо, що в обчислювальному iнтелектi (1.6) часто

iнтерпретується як винагорода, а метою є її максимiзацiя.

1.4.2. Принцип оптимальностi Беллмана та динамiчне програмування

Запишемо вираз (1.6) у виглядi:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾

∞∑︁
𝑖=𝑡+1

𝛾𝑖−𝑡−1𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖). (1.9)

видно, що рiзницеве рiвняння еквiвалентне заданому:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1), 𝑉𝜆(𝑥0) = 0. (1.10)

Тобто замiсть оцiнки нескiнченної суми (1.6) можна розв’язати рiзнеценве

рiвняння, щоб отримати значення за допомогою поточної стратегiї.

Це нелiнiйне рiвняння Ляпунова, вiдоме як рiвняння Беллмана. Як ми

побачимо, оцiнка цiнностi поточної стратегiї за допомогою рiвняння

Беллмана є першою ключовою концепцiєю в розробцi методiв навчання з

пiдкрiпленням.

Дискретний гамiльтонiан можна визначити як

𝐻(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡),△𝑉𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) +△𝑉𝑡, (1.11)
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де △𝑉𝑡 = 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1) − 𝑉𝜆(𝑥𝑡) - рiзницевий оператор, який виражає змiни

дисконтованої вартостi вперед пiд час переходу зi стану 𝑥𝑘 у стан 𝑥𝑘+1, у

результатi керуючої дiї 𝜆(𝑥𝑘). Рiвняння Беллмана вимагає, щоб

гамiльтонiан дорiвнював нулю для значення, пов’язаного iз встановленою

стратегiєю.

Оптимальне значення можна записати за допомогою рiвняння

Беллмана як

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)) . (1.12)

Цю задачу оптимiзацiї все ще важко вирiшити.

Принцип Беллмана є основою оптимального керування, i вiн стверджує,

що "незважаючи на те, якими були попереднi рiшення (тобто керування),

необхiдно вибрати такий варiант керування, щоб собiвартiсть на цьому та

всiх наступних кроках були мiнiмальними"[13]. З точки зору рiвнянь, це

означає, що:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (1.13)

Рiвняння (1.13) вiдоме як рiвняння оптимальностi Беллмана або рiвняння

Гамiльтона-Якобi-Белмана (HJB) з дискретним часом. Тодi оптимальна

стратегiя виглядає як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (1.14)

Визначення оптимального керування за допомогою цих рiвнянь значно

легше, нiж за (1.12), оскiльки вони мiстять оптимальне значення всерединi

аргументу мiнiмiзацiї.

Оскiльки необхiдно знати оптимальну стратегiю в момент часу 𝑡 + 1

для (1.13), щоб визначити оптимальну стратегiю в момент часу 𝑡,

принцип Беллмана дає зворотну в часi процедуру для вирiшення

проблеми оптимального керування. Це основа для алгоритмiв

динамiчного програмування, якi широко використовуються в теорiї

систем керування, дослiдженнi операцiй тощо. За своєю природою це

офлайновi методи планування. Методи динамiчного програмування

зазвичай вимагають повного знання динамiчних рiвнянь системи (1.5).
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1.4.3. Навчання з пiдкрiпленням, АДП i адаптивне керування

Оптимальне керування на основi динамiчного програмування

реалiзується через процедуру зворотного руху в часi, яка дозволяє

поступово визначати оптимальнi стратегiї на кожному етапi, починаючи з

кiнцевого стану системи i повертаючись назад до початкового. Такий

пiдхiд, хоч i ефективний у теоретичному сенсi, може бути обчислювально

затратним i складним для реалiзацiї в системах iз високою розмiрнiстю

чи невизначеностями.

Для вирiшення цих проблем широко використовуються методи

он-лайн навчання з пiдкрiпленням, якi працюють у реальному часi. Цi

методи вiдомi як адаптивне динамiчне програмування (АДП) або

нейродинамiчне програмування (НДП) [14]. Вони забезпечують

ефективне розв’язання задач оптимального керування навiть у тих

випадках, де пряме застосування традицiйних методiв динамiчного

програмування є неможливим через високi обчислювальнi витрати.

Оптимальне керування на основi динамiчного програмування

реалiзується через процедуру зворотного руху в часi, що дозволяє

поступово визначати оптимальнi стратегiї на кожному етапi. Методи

он-лайн навчання з пiдкрiпленням працюють у реальному часi для

вирiшення задачi оптимального керування [65, 39]. Цi пiдходи широко

вiдомi як адаптивне динамiчне програмування (АДП) або нейродинамiчне

програмування (НДП) [14] i забезпечують ефективне вирiшення задач, у

яких пряме використання традицiйних методiв динамiчного

програмування є обчислювально складним.

Методи АДП базуються на двох ключових компонентах: похибцi

часової рiзницi i апроксимацiї функцiї вартостi, якi разом забезпечують

обчислювальну ефективнiсть i здатнiсть працювати в реальному часi.

Похибка часової рiзницi (Temporal Difference, TD). Визначається на

основi рiвняння Беллмана (1.10), яке є фундаментом для оцiнки

оптимальної вартостi керування
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𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)− 𝑉𝜆(𝑥𝑡). (1.15)

Зазначимо, що права частина виразу (1.15) є гамiльтоновою функцiєю

(1.11). Тому при виконаннi рiвняння Беллмана, похибка часової рiзницi

дорiвнює нулю.

Використовуючи це рiвняння, ми формулюємо рiвняння похибки

часової рiзницi, яке визначає рiзницю мiж поточною оцiнкою функцiї

вартостi та її оцiнкою на основi очiкуваного значення майбутнiх станiв.

Цей пiдхiд дозволяє адаптивно оновлювати оцiнку вартостi та коригувати

стратегiю керування в режимi реального часу.

Ключовою особливiстю рiвняння похибки часової рiзницi є те, що вона

не вимагає знання явних рiвнянь динамiки системи. Справдi, якщо ми

маємо такi данi: траєкторiя системи, що спостерiгається, на основi

вимiрювань 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ...; функцiя вартостi кроку 𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡); деяке

передбачуване керування 𝜆(.) або деяка передбачувана оцiнка вартостi

𝑉 (𝑥𝑡), тодi, вiдповiдно до рiвняння (1.4), ми можемо послiдовно

обчислити її похибку часової рiзницi.

Апроксимацiя функцiї вартостi (Value Function Approximation). Для

обчислення оптимального керування у складних системах, де функцiя

вартостi має складну або високовимiрну структуру, використовуються

методи апроксимацiї. Найпоширенiшими пiдходами є використання

базових функцiй, таких як полiноми, сплайни або радiальнi базиснi

функцiї, якi забезпечують компактне представлення функцiї вартостi, або

застосування нейронних мереж, якi є потужним iнструментом для

апроксимацiї складних нелiнiйних функцiй завдяки своїй здатностi

навчатися на основi даних.

Цi методи дозволяють зосередитися на ключових особливостях

функцiї вартостi, водночас значно скорочуючи час i ресурси, необхiднi

для її обчислення.

Завдяки використанню цих компонентiв методи АДП дозволяють
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розв’язувати задачi оптимального керування навiть для нестацiонарних,

нелiнiйних систем iз великим простором станiв. У цьому контекстi, як

буде показано в наступних роздiлах, вони особливо ефективнi для

моделювання регенерацiйних процесiв у печiнцi, оптимiзацiї її

функцiональностi та розробки терапевтичних стратегiй для забезпечення

її довготривалого здоров’я.

Висновки до роздiлу 1

В даному роздiлi проведено огляд проєктiв, якi займалися

дослiдженням i моделюванням печiнки, висвiтлено методи моделювання

бiологiчних процесiв, переваги та недолiки.

Описано основнi методи моделювання бiологiчних процесiв та

структур, а також наведено їх порiвняльну характеристику. Дискретнi

методи виявилися найбiльш ефективними в порiвняннi з неперервними,

якi мають наступнi недолiки: похибка при чисельних методах

знаходження розв’язкiв диференцiальних рiвнянь; складнiсть опису

бiльшостi бiологiчних систем засобами диференцiальних рiвнянь;

неузгодженiсть неперервної у часi динамiки модельованого простору iз

дискретними часовими характеристиками комп’ютера.

Було розглянуто методи адаптивного динамiчного програмування, а

також обґрунтовано можливiсть їх використання для бiологiчних систем.

Надано основнi положення i означення даних методiв.

Виходячи з проведеного огляду, було обрано дискретний метод

будування математичної моделi процесiв регенерацiї печiнки. Також

вирiшено обрати методи адаптивно динамiчного програмування для

розв’язання задачi оптимiзацiї.



РОЗДIЛ 2. МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

ПРОЦЕСIВ РЕГЕНЕРАЦIЇ ПЕЧIНКИ

Як було зазначено у роздiлi 1 процеси регенерацiї печiнки та їх

математичнi моделi дослiджувалися в багатьох мiждисциплiнарних

проектах [72, 40].

Незважаючи на досягнення в галузi моделювання процесiв регенерацiї

печiнки, залишається ще достатньо «важких» проблем, якi потребують

нових iдей, пiдходiв i методiв обґрунтування та розробки математичних

моделей.

Математичнi моделi регенерацiї печiнки можна розглядати як

динамiчнi мережi внутрiшньоклiтинних процесiв i процесiв мiжклiтинної

комунiкацiї. Такi нелiнiйнi динамiчнi мережi надзвичайно складнi.

Вiдповiдно до однiєї з найбiльш загальних гiпотез теоретичної бiологiї

регуляцiя процесiв пiдтримки та вiдновлення динамiчного гомеостазу

реалiзується за рахунок феномену появи самоорганiзацiї в складнiй

динамiчнiй мережi взаємодiючих клiтин печiнки [19]. Але загальнi

правила та механiзми самоорганiзацiї та регуляцiї регенерацiї печiнки

спостерiгаються в експериментi невiдомi.

Математична клiтинна бiологiя в даний час є емпiричною дисциплiною.

Вона представлена набором експериментальних даних, знань i правил, якi

виводяться з експерименту i визначають властивостi системи та її можливу

динамiку.

За допомогою сучасних бiологiчних експериментальних технологiй ми

не можемо спостерiгати багато найважливiших молекулярних процесiв,

якi вiдбуваються в клiтинi пiд час регенерацiї печiнки. Отже,

математичнi моделi регенерацiї печiнки припускають велику кiлькiсть

гiпотез щодо законiв регуляцiї. Перевiрка цих гiпотез вимагає проведення

великої кiлькостi дослiдiв з високою вартiстю.
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Можливим шляхом вирiшення проблем, пов’язаних зi складнiстю i

неспостережуванiстю бiологiчних процесiв регенерацiї печiнки, базується

на наступному припущеннi [73].

Основна гiпотеза. Регуляцiя процесiв пiдтримки/вiдновлення

динамiчного гомеостазу печiнки на основi виниклої самоорганiзацiї

забезпечується за деякими принципами, оптимальними критерiями,

якi формуються в процесi еволюцiї органiзму.

Цi принципи та критерiї справедливi для будь-якого рiвня детальностi

опису процесiв регенерацiї печiнки. Регуляцiя процесiв, якi ми не

спостерiгаємо в експериментi або не можемо охарактеризувати через їх

надзвичайну складнiсть, є вiдповiдно до цих принципiв i критерiїв.

Одним з основних пiдходiв до розробки математичних моделей є

агентна модель, згадана у роздiлi 1.2.2., яка ґрунтується на емпiричних

правилах [27].

У цьому пiдходi агент представляє деяку модель «вхiд-стан-вихiд»

комiрки (групи комiрок). Мережа взаємодiї мiж агентами визначається як

карти, якi з’єднують виходи та входи агентiв. Цi карти визначають

колективну динамiку мережi в залежностi вiд стану агентiв.

Навiть на узагальненому рiвнi опису процесу такi мережi мiстять сотнi

тисяч параметрiв. За допомогою таких моделей неможливо вирiшити

проблеми перевiрки рiзноманiтних гiпотез про принципи та критерiї

регулювання.

Таким чином, для пiдтвердження гiпотез потрiбнi простi («iграшковi»)

моделi в явнiй залежностi вiд керуючих параметрiв.

2.1. Феноменологiчний опис процесiв регенерацiї печiнки

Печiнка є центральним органом обмiну речовин хребетних. По-перше,

печiнка пiдтримує концентрацiю численних сполук плазми, таких як

амiнокислоти, жирнi кислоти, нуклеозиди, бiлки плазми та лiпопротеїни,

у вузькому дiапазонi концентрацiй у рiзних фiзiологiчних умовах
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(наприклад, голодування або фiзичнi вправи), щоб забезпечити майже

постiйний метаболiчний процес. середовище для не печiнкових тканин. Ця

гомеостатична функцiя включає тимчасове зберiгання в печiнцi

вуглеводiв i лiпiдiв. По-друге, печiнка забезпечує видiлення жовчi.

Вироблення жовчi в печiнцi необхiдне для ефективного кишкового

перетравлення лiпiдiв i служить шляхом виведення продуктiв

метаболiзму, багатьох ксенобiотикiв, а також холестерину. Нарештi,

найважливiшою функцiєю печiнки є детоксикацiя ендогенних i

екзогенних сполук i видалення патогенiв [25].

Бiльшiсть метаболiчних функцiй виконується паренхiматозними

клiтинами (гепатоцитами та холангiоцитами), якi складають приблизно

двi третини клiтинної популяцiї органу та мають найрiзноманiтнiшу

метаболiчну функцiю з усiх типiв клiтин людини. Видалення патогенiв i

антигенiв здiйснюється переважно печiнковими ендотелiальними

клiтинами i макрофагами печiнки (печiнковi клiтини Купфера).

Печiнковi зiрчастi клiтини беруть участь у формуваннi сполучної

тканини печiнки i активно сприяють фiброзу печiнки пiсля пошкодження

або травми органу. Резидентнi стовбуровi клiтини можна трансформувати

практично в будь-який тип клiтин печiнки [28]. Стовбуровi

клiтини/клiтини-попередники є одними з найбiльш стiйких клiтин по

вiдношенню до рiзних ушкоджувальних факторiв i вiдiграють основну

роль у процесах регенерацiї [29, 30] .

Найменшим структурним вiддiлом печiнки є печiнкова часточка. Має

форму приблизно шестикутної призми розмiром 1-2 𝜇 м i складається з

усiх типiв клiтин печiнки. Кiлькiсть часточок у печiнцi може коливатися

вiд сотень тисяч до мiльйона, залежно вiд органiзму.

Сучаснi дослiдження визначають два основнi типи регенерацiї печiнки,

залежно вiд характеру пошкодження та впливу токсичних факторiв [6]:

1. Регенерацiя при значному пошкодженнi або сильному токсичному

впливi. У випадках серйозного ураження печiнки чи дiї високих рiвнiв

токсичних факторiв процеси регенерацiї активуються завдяки реплiкацiї
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стовбурових клiтин, клiтин-попередникiв та зiрчастих клiтин.

Стовбуровi клiтини здатнi диференцiюватися в клiтини паренхiми

печiнки, включаючи гепатоцити, та епiтелiальнi клiтини жовчних

протокiв. Це дозволяє вiдновлювати не лише функцiональну тканину

органа, але й забезпечувати структурну цiлiснiсть печiнки [7, 76]. Зiрчастi

клiтини активуються у вiдповiдь на пошкодження, iнiцiюючи фiбрознi

процеси для репарацiї тканин. Хоча фiброз у довгостроковiй перспективi

може призвести до патологiчних змiн, вiн є важливим елементом

короткострокового виживання органа пiд час серйозного стресу [66].

2. Регенерацiя при помiрних ушкодженнях. У випадку часткової

гепатектомiї (видалення до 70% печiнки) або дiї помiрних токсичних

факторiв, регенерацiя печiнки вiдбувається без участi стовбурових клiтин

або процесiв фiброзу [50, 43].

Цей тип регенерацiї базується на наступних процесах:

– Гiперплазiї. Збiльшення розмiрiв i функцiональної активностi клiтин

без їх подiлу.

– Реплiкацiї: Подiл iснуючих клiтин для створення нових повноцiнних

клiтин.

– Подiлi двоядерних гепатоцитiв: Перетворення їх на мононуклеарнi

клiтини, що сприяє збiльшенню кiлькостi функцiонально активних

гепатоцитiв.

Всi перерахованi вище процеси спрямованi на пiдвищення

функцiональної активностi печiнки. В якостi основних функцiональних

клiтин ми розглядаємо тiльки гепатоцити рiзних типiв. Кожен iз рiзних

типiв гепатоцитiв у часточцi має свiй власний показник

функцiональностi. Цей коефiцiєнт визначає, наскiльки ефективно клiтина

виконує свої функцiї. Процес гiперплазiї пiдвищує функцiональнiсть

печiнки за рахунок збiльшення бiлкових комплексiв. Полiплоїднi та

двоядернi гепатоцити функцiонують ефективнiше за рахунок збiльшення
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кiлькостi хромосом. В результатi процесу реплiкацiї утворюються двi

повноцiнно функцiонуючi клiтини.

Кожен iз цих процесiв має свiй характерний час. В iдеальних умовах

реплiкацiя триває 24 години, перехiд до полiплоїдiї - 12 годин, гiперплазiя

- 6 годин, подiл двоядерних гепатоцитiв - 1 година. Основнi процеси

регенерацiї печiнки вiдбуваються в неоднорiдних умовах зовнiшнього

стресу, що призводить до значного збiльшення їх характерних часiв.

Також рiзнi типи гепатоцитiв мають рiзнi показники стiйкостi до

токсичних факторiв i швидкiсть пiдвищення їх функцiональностi

внаслiдок гiперплазiї. Наприклад, завдяки бiльшiй кiлькостi хромосом

полiплоїднi та двоядернi гепатоцити бiльш стiйкi до токсичних факторiв.

2.2. Побудова математичної моделi процесiв регенерацiї

Для моделювання другого типу регенерацiї печiнки (резекцiя або

вплив малих токсичних факторiв) ми розробляємо математичну модель,

яка враховує клiтинну структуру печiнкової часточки як основний

функцiональний елемент органа.

Печiнкова часточка є функцiональною одиницею печiнки, у якiй

реалiзуються всi основнi метаболiчнi та регенерацiйнi процеси. Загальна

кiлькiсть часточок у печiнцi становить приблизно мiльйон.

У моделi передбачається, що клiтинна будова часточок однакова в

просторi, що дозволяє застосувати припущення про однорiднiсть

середовища.

Умовно вважається, що токсичнi фактори рiвномiрно розподiляються

по клiтинах печiнки. Це припущення спрощує аналiз, оскiльки дозволяє

уникнути моделювання складних градiєнтiв концентрацiї токсичних

речовин у просторi.

Процеси, що вiдбуваються в рiзних клiтинах печiнки, моделюються як

незалежнi. Це означає, що кожна клiтина функцiонує автономно, без

прямого впливу з боку сусiднiх.
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Незалежнiсть i однорiднiсть є коректним наближенням для аналiзу

середнiх характеристик регенерацiї в масштабах всiєї печiнки.

Припущення про однорiднiсть середовища i незалежнiсть процесiв

спрощують обчислення та дозволяють отримувати узагальненi

результати. У середньому це наближення забезпечує адекватне

вiдображення основних динамiчних характеристик системи.

У нашiй моделi клiтинна структура печiнки в кожен момент часу

описується такими параметрами:

� Γ(𝑡) - кiлькiсть нормальних гепатоцитiв в момент часу 𝑡;

� Γ2(𝑡) - кiлькiсть чотириплоїдних гепатоцитiв в момент часу 𝑡;

� Γ4(𝑡) - кiлькiсть восьмиплоїдних гепатоцитiв в момент часу 𝑡;

� Γ[2](𝑡) - кiлькiсть двоядерних гепатоцитiв в момент часу 𝑡;

� Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡) - кiлькiсть гепатоцитiв в станi гiперплазiї в момент часу 𝑡;

� 𝐴𝑠(𝑡) - кiлькiсть гепатоцитiв в станi антистресу в момент часу 𝑡;

� 𝐴𝑝(𝑡) - кiлькiсть гепатоцитiв в станi апоптозу в момент часу 𝑡;

� 𝑁(𝑡) - кiлькiсть гепатоцитiв в станi некрозу в момент часу 𝑡.

Фактор токсичностi – 𝑇𝑜𝑥(𝑡):

� 𝜏(𝑡) - зовнiшня токсичнiсть (екзотоксичнiсть) в момент часу 𝑡;

� 𝐷𝑃 (𝑡) - токсичнiсть, що виникає за рахунок продуктiв некрозу

(ендотоксичнiсть) в момент часу 𝑡.

Динамiка змiни клiтинного складу печiнки визначається параметрами

переходу:

� 𝑎(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, якi iнiцiюються для входження

в цикл реплiкацiї;
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� 𝑏(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, якi iнiцiюються в полiплоїдiю;

� 𝑏2𝑗(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, якi iнiцiюються в двоядернi;

� 𝑎2𝑗(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, якi iнiцiюються з двоядерних

гепатоцитiв на розподiл;

� 𝑔(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, що почали процес гiперплазiї;

� 𝜔(𝑡) - вiдносна кiлькiсть гепатоцитiв, якi iнiцiюються на

контрольований апоптоз.

Враховуючи, що основнi регенерацiйнi процеси печiнки (гiперплазiя,

реплiкацiя, полiплоїдiя, подiл клiтин тощо) мають суттєво рiзнi

характернi часи, а також залежать вiд зовнiшнiх нестацiонарних

токсичних факторiв, кожен iз цих процесiв слiд моделювати окремо.

Такий пiдхiд дозволяє бiльш точно врахувати специфiку динамiки

кожного процесу, а також їхнiй взаємозв’язок у рамках загальної системи

регенерацiї.

Припустимо, що всi змодельованi процеси є циклiчними за своєю

природою. Це означає, що кожен процес проходить через набiр

визначених етапiв, якi повторюються в ходi його виконання. Наприклад,

процес реплiкацiї включає iнiцiацiю, синтез ДНК, завершення та

пiдготовку до подiлу; полiплоїдiя вiдображає поступовий перехiд клiтини

до стану з вищою кiлькiстю хромосом; гiперплазiя моделюється як

циклiчний прирiст функцiональних компонентiв клiтини, таких як бiлковi

комплекси.

Перехiд до нового циклу, вихiд iз поточного циклу або iнiцiацiя нового

процесу визначаються керуючими параметрами, якi залежать вiд рiвня

функцiональностi клiтини або кiлькостi наявних ресурсiв; токсичних

факторiв, рiвня стресу; тощо.

Керуючi параметри дозволяють адаптувати модель до змiнних умов

i вiдображати залежнiсть процесiв регенерацiї вiд динамiки зовнiшнього

середовища.
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Для моделювання процесiв регенерацiї використовується дискретний

простiр станiв, який описує можливi етапи кожного процесу. Цей простiр

є набором станiв (1, 2, ..., 𝑛), де 𝑛 – кiлькiсть станiв, яка залежить вiд

характерного часу процесу в iдеальних умовах та обраного дискретного

iнтервалу часу ∆𝑡. Кожен стан 𝑖 вiдповiдає конкретному етапу циклу або

виконанню певної частини процесу.

Рис. 2.1. Дискретний простiр станiв процесу

Кiлькiсть станiв 𝑛 визначається за формулою:

𝑛 =
𝑇𝑐ℎ𝑎𝑟

∆𝑡
,

де 𝑇𝑐ℎ𝑎𝑟 – характерний час для завершення процесу в iдеальних умовах,

а ∆𝑡 – дискретний iнтервал часу, що встановлюється залежно вiд вимог

точностi моделювання.

Наприклад, для процесу реплiкацiї з 𝑇𝑐ℎ𝑎𝑟 = 24 години i при ∆𝑡 = 1

година, кiлькiсть станiв 𝑛 = 24.

Конкуренцiя в моделi враховується у виглядi:

𝑘(𝑡) = 1− 1

Ω

(︁
Γ(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ4(𝑡) + Γ[2](𝑡) + Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡)

)︁
, (2.1)

де Ω - ємнiсть середовища.

До переваг такого пiдходу у моделюваннi можна вiднести: гнучкiсть

(окреме моделювання процесiв дозволяє адаптувати модель до рiзних

сценарiїв пошкодження печiнки та умов середовища); точнiсть

(дискретизацiя станiв дає змогу бiльш детально описувати динамiку
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кожного процесу, враховуючи його часовi особливостi); адаптивнiсть

(керуючi параметри дозволяють вiдобразити динамiку регенерацiйних

процесiв залежно вiд змiнних зовнiшнiх умов); iнтегрованiсть (рiзнi

процеси можуть бути включенi у загальну модель регенерацiї, що

забезпечує її комплекснiсть).

2.2.1. Процес реплiкацiї i процеси переходiв в ходi реплiкацiї

Процес реплiкацiї в нормальних умовах триває 24–32 години, залежно

вiд типу клiтини та впливу зовнiшнiх факторiв.

Наша модель враховує, що в процесi реплiкацiї можливi такi основнi

подiї: подвоєння клiтини (успiшне завершення клiтинного циклу з

утворенням двох дочiрнiх клiтин), перехiд до полiплоїдiї (клiтини можуть

виходити з циклу подiлу у фазi 𝑆 i продовжувати функцiонувати як

полiплоїднi клiтини, що мають пiдвищену функцiональнiсть i стiйкiсть до

токсичних факторiв), перехiд до двоядерних клiтин (у серединi 𝑀 -фази

клiтини можуть завершити мiтоз без подiлу цитоплазми, утворюючи

двоядернi клiтини), подiл двоядерних клiтин(двоядернi клiтини можуть

завершити цикл i утворити двi мононуклеарнi клiтини).

Процес реплiкацiї i зазначенi переходи властивi нормальним

гепатоцитам, чотириплоїдним гепатоцитам i гепатоцитам у станi

гiперплазiї.

Клiтинний цикл включає строго детермiнований ряд послiдовних

процесiв [26]:

1) пiдготовча фаза до подiлу клiтини - «iнтерфаза», що складається з

фази 𝐺1, 𝑆 i 𝐺2,

2) перiод подiлу клiтин - «мiтоз» (phase 𝑀).

Зазвичай iнтерфаза займає не менше 90 % часу всього клiтинного циклу

(фаза 𝑀 триває 1-2 години).

Перiод iнтерфази, коли вiдбувається реплiкацiя ДНК клiтинного ядра,

був названий ”фаза 𝑆”. Перiод мiж фазою i початком фази 𝑆 позначений
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Рис. 2.2. Клiтинний цикл у еукарiот

(By Richard Wheeler (Zephyris), 2006)

як фаза 𝐺1 (вiд слова gap - промiжок), а перiод мiж кiнцем фази 𝑆 i

подальшої фазою - як фаза 𝐺2.

В результатi 𝑆-фази молекул ДНК в кожнiй хромосомi виявляється

вдвiчi бiльше, нiж було до 𝑆-перiоду, тобто кiлькiсть ДНК у диплоїдних

клiтинах вiдповiдає тетраплоїдному набору.

Перiод клiтинного дiлення (фаза ) включає двi стадiї: мiтоз (подiл

клiтинного ядра) i цитокинез (подiл цитоплазми). У свою чергу, мiтоз

дiлиться на п’ять стадiй: профаза, прометафаза, метафаза, анафаза,

телофаза. В результатi мiтозу з однiєї клiтини виникають двi дочiрнi з

тим самим набором хромосом.

Пiд час циклу подiлу клiтина проходить так званi «звiряльнi точки»

(checkpoints). Контрольнi точки запобiгають прогресуванню клiтинного

циклу в певних точках, дозволяючи перевiрити необхiднi фазовi процеси

та вiдновити пошкодження ДНК. У разi непроходження контрольної

точки клiтина вiдправляється на апоптоз. Є три найважливiшi точки:
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контрольна точка 𝐺1 (обмеження), контрольна точка 𝐺2 (пошкодження

ДНК) i контрольна точка мiтозу (веретена) [10]. У разi виявлення

порушень клiтина може перейти до апоптозу або активувати механiзми

репарацiї.

Рис. 2.3. Процес реплiкацiї i процеси переходiв в ходi реплiкацiї

Пiд дiєю керуючого сигнала 𝑏(𝑡) деякi клiтини виходять з клiтинного

циклу i повертаються до функцiонування як полiплоїднi клiтини. Такий

перехiд може вiдбутися в 𝑆 фазi клiтинного циклу.

У серединi мiтозу деякi клiтини виходять з клiтинного циклу пiд дiєю

керуючого сигналу 𝑏2𝑗(𝑡) i перетворюються на двоядернi клiтини, якi

виконують нормальнi функцiї гепатоцита. Двоядернi гепатоцити

внаслiдок керуючого сигналу 𝑎2𝑗(𝑡) завершують клiтинний цикл i

утворюють двi нормальнi клiтини.

У нашiй моделi процесу реплiкацiї також враховується, що при

токсичному впливi процес дiлення iстотно сповiльнюється. Також при

високих коефiцiєнтах токсичностi клiтина може пiти в апоптоз або некроз

i пiдвищується ймовiрнiсть негативного результату проходження

контрольних точок.

Отже, динамiки популяцiї нормальних гепатоцитiв, полiплоїдних
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гепатоцитiв i двоядерних гепатоцитiв виглядають наступним чином:

Γ(𝑡+ 1) = Γ(𝑡)− 𝑎(𝑡)𝑘(𝑡)Γ(𝑡) + 2𝜇(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ(𝑡) + 𝑎2𝑗(𝑡)Γ
[2](𝑡)−

− 𝑔(𝑡)Γ(𝑡)− 𝜔(𝑡)Γ(𝑡)− 𝑘(𝑡)𝑏(𝑡)Γ(𝑡)− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ(𝑡) + 𝐴𝑠(𝑡). (2.2)

Γ2(𝑡+ 1) = Γ2(𝑡)− 𝑎(𝑡)𝑘(𝑡)Γ2(𝑡) + 2𝜇(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ2(𝑡) + 𝑘(𝑡)𝑏(𝑡)Γ(𝑡)−

− 𝑔(𝑡)Γ2(𝑡)− 𝑘(𝑡)𝑏(𝑡)Γ2(𝑡)− 𝜔(𝑡)Γ2(𝑡)− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ2(𝑡) + 𝐴𝑠(𝑡). (2.3)

Γ[2](𝑡+ 1) = Γ[2](𝑡) + 𝑏2𝑗(𝑡)Γ(𝑡)− 𝑎2𝑗(𝑡)Γ
[2](𝑡)− 𝑔(𝑡)Γ[2](𝑡)−

− 𝜔(𝑡)Γ[2](𝑡)− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ[2](𝑡) + 𝐴𝑠(𝑡). (2.4)

де: 𝜇(𝑇𝑜𝑥(𝑡)) - параметр циклу, який вiдповiдає за реакцiю процесу на

токсичний вплив; 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡)) - параметр, який посилає клiтини до некрозу

пiд впливом високої токсичностi.

2.2.2. Процес гiперплазiї

Процес гiперплазiї, що характеризується збiльшенням кiлькостi клiтин

у тканинi чи органi, є важливим бiологiчним явищем, яке вiдiграє

ключову роль як у нормальних фiзiологiчних процесах, так i в

патологiчних станах. Наприклад, фiзiологiчна гiперплазiя спостерiгається

при регенерацiї тканин, а патологiчна — у випадках онкологiчних

захворювань.

Гiперплазiя є додатковою експресiєю внутрiшньоклiтинних

молекулярних комплексiв i структур, що забезпечують пiдвищення її

функцiональної активностi [43].

Нарощення молекулярних структур у клiтинi вiдбувається циклiчно.

У кожному циклi здiйснюється експресiя бiлка, i в клiтинi збiльшується

кiлькiсть бiлкових комплексiв. Один цикл гiперплазiї триває близько

години. Слiд зазначити, що для полiплоїдних i двоядерних гепатоцитiв

процес гiперплазiї вiдбувається швидше за рахунок бiльшої кiлькостi

ДНК.
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Рис. 2.4. Процес гiперплазiї

Процес гiперплазiї розповсюджений для всiх типiв клiтин.

Iнiцiалiзацiя процесу гiперплазiї контролюється параметром 𝑔(𝑡), який

визначає вiдносну кiлькiсть гепатоцитiв для гiперплазiї.

Рiвняння динамiки для гепатоцитiв у станi гiперплазiї:

Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡+ 1) = Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡) + 𝑔(𝑡)
(︁
Γ(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ4(𝑡) + Γ[2](𝑡)

)︁
−

− 𝜔(𝑡)Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡)− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡) + 𝐴𝑠(𝑡) (2.5)

2.2.3. Процес клiтинної антистресової вiдповiдi

Антистресова програма клiтини є критично важливим механiзмом

виживання у вiдповiдь на дiю токсичних факторiв. Ця програма

активується у разi виникнення пошкоджень клiтини та має на метi

нейтралiзацiю токсичних впливiв шляхом експресiї специфiчних бiлкових

комплексiв [21].

Кожен цикл антистресової програми триває близько 15 хвилин. У

нашiй математичнiй моделi передбачається, що антистресова програма

має найвищий прiоритет i скасовує всi iншi процеси.

Зазначимо, що гепатоцити в 𝑆, 𝑀 фазi клiтинного циклу не можуть

запустити антистресову програму, оскiльки в цих фазах ДНК клiтини не

функцiонує. Програма активується у фазах 𝐺1 або 𝐺2 клiтинного циклу

за умови, що 𝑇𝑜𝑥(𝑡) > 𝑇𝑜𝑥𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙.

Якщо пiсля одного циклу антистресової програми дiя токсичних

факторiв на клiтину зменшилася, клiтина завершує антистресовий процес
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i повертається до перерваного процесу. Однак, якщо дiя токсичних

факторiв на клiтину залишається незмiнною, клiтина переходить на

новий цикл антистресової програми. У раз збою цiєї програми клiтина

переходить або в апоптоз, або в некроз залежно вiд рiвня токсичних

факторiв [21].

Рiвняння динамiки для гепатоцитiв у станi антистресу:

𝐴𝑠(𝑡+ 1) = 𝐴𝑠(𝑡) + 𝜇(𝑇𝑜𝑥(𝑡))
(︁
Γ(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ4(𝑡) + Γ[2](𝑡) + Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡)

)︁
−

− 𝜔(𝑡)𝐴𝑠(𝑡)− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))𝐴𝑠(𝑡)− 𝐴𝑠(𝑡). (2.6)

2.2.4. Апоптоз

Апоптоз — це запрограмована загибель клiтини, природний процес,

який вiдiграє ключову роль у пiдтриманнi гомеостазу органiзму [21]. Його

можна розглядати як своєрiдне ”клiтинне самогубство”, яке дозволяє

органiзму ефективно й безпечно позбавлятися непотрiбних, старих,

пошкоджених або потенцiйно небезпечних клiтин. Вiдмiнною рисою

апоптозу є те, що цей процес вiдбувається в контрольованому режимi, не

завдаючи шкоди навколишнiм тканинам.

Рис. 2.5. Схема подiй пiд час процесiв апоптозу i некрозу клiтин

(Пiдручник з Бiологiї i екологiї (рiвень стандарту), 10 клас)
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Механiзми апоптозу активуються, коли рiвень токсичних впливiв

недостатнiй, щоб викликати некроз, який супроводжується появою

продуктiв розпаду клiтини й запаленням. На вiдмiну вiд некрозу, апоптоз

забезпечує збереження цiлiсностi тканин: продукти розпаду клiтини пiд

час апоптозу швидко утилiзуються резидентними макрофагами. Це

запобiгає їхньому накопиченню та виключає токсичний вплив на сусiднi

клiтини.

Апоптоз є досить тривалим процесом, який у середньому займає

бiльше 24 годин. Його тривалiсть залежить вiд типу клiтини,

iнтенсивностi сигналу апоптозу й стану навколишнього середовища.

Одна з найважливiших властивостей органiзму — здатнiсть

цiлеспрямовано регулювати чисельнiсть клiтинної популяцiї через

контрольований апоптоз. Це дозволяє органiзму ефективно адаптувати

клiтинний склад до змiн умов, наприклад, зменшувати кiлькiсть

пошкоджених або нефункцiональних клiтин, звiльняючи мiсце для

новоутворених здорових клiтин. Контрольований апоптоз забезпечує

баланс мiж гiперплазiєю та реплiкацiєю, пiдтримуючи оптимальний

функцiональний стан тканин.

У запропонованiй моделi регенерацiї печiнки контрольований апоптоз

моделюється через керуючий сигнал 𝜔(𝑡), який визначає вiдносну частку

гепатоцитiв, iнiцiйованих до апоптозу. Сигнал 𝜔(𝑡) є динамiчним

параметром, який залежить вiд поточного стану клiтинного складу та

необхiдностi регуляцiї клiтинної маси. Цей механiзм дозволяє ефективно

коригувати клiтинний склад печiнки, видаляючи гiпертрофованi,

пошкодженi або зайвi клiтини, i створює оптимальнi умови для адаптацiї

органу до стресiв або подальших змiн.

Контрольований апоптоз є невiд’ємним компонентом регенерацiйних

процесiв, оскiльки саме вiн забезпечує клiтинну самоорганiзацiю та

довгострокову стабiльнiсть функцiонування печiнки. У моделi регенерацiї

його роль полягає не лише у пiдтриманнi клiтинного балансу, але й у

забезпеченнi можливостi адаптацiї органiзму до нових умов, таких як
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стрес або пошкодження.

Рiвняння для клiтин у станi апоптозу виглядає так:

𝐴𝑝(𝑡+ 1) = 𝐴𝑝(𝑡) + 𝜔(𝑡)
(︀
Γ(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ4(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡)

)︀
−

− 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))𝐴𝑠(𝑡). (2.7)

2.2.5. Некроз

Некроз — це форма неконтрольованої загибелi клiтин, яка виникає пiд

впливом зовнiшнiх факторiв, таких як фiзичнi травми, iнфекцiї,

недостатнє кровопостачання (iшемiя) або вплив токсинiв. На вiдмiну вiд

апоптозу, що є природним i регульованим процесом, некроз носить

патологiчний характер i часто супроводжується гострим запаленням,

пошкодженням сусiднiх тканин та значним порушенням функцiй печiнки.

У ходi некрозу клiтини руйнуються, їхнi мембрани втрачають

цiлiснiсть, а внутрiшнiй вмiст виходить у мiжклiтинний простiр,

спричиняючи токсичний вплив на навколишнi клiтини. Цей процес

супроводжується появою продуктiв розпаду некрозу (𝐷𝑃 (𝑡)), якi є

сильними ендотоксинами. Вони не лише пiдвищують внутрiшню

токсичнiсть середовища, але й створюють умови для запуску ”каскадного

ефекту”, коли некроз поширюється на здоровi клiтини навколо.

Продукти розпаду некротичних клiтин негативно впливають на

ключовi процеси регенерацiї. Вони сприяють гальмуванню апоптозу. У

токсичних умовах клiтини не переходять у фазу контрольованого

апоптозу, що порушує оновлення клiтинного складу органа. Також

продукти розпаду некрозу перешкоджають регенерацiї. Некроз може

повнiстю зупинити процеси гiперплазiї та реплiкацiї клiтин, необхiднi для

вiдновлення функцiональної маси печiнки.

Некроз характеризується швидким протiканням. Зазвичай процес

некротичного пошкодження клiтини завершується протягом години, що

значно швидше порiвняно з апоптозом. Швидкiсть i масштаб поширення
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некрозу залежать вiд локалiзацiї пошкодження, концентрацiї токсинiв i

здатностi органа до компенсацiї.

Зважаючи на локальний характер некротичних ушкоджень, для

точного опису цього процесу потрiбнi просторово-часовi математичнi

моделi, якi враховують розташування некротичних клiтин i дифузiю

токсинiв у тканинах. Однак для спрощення аналiзу в цiй роботi було

прийнято припущення про однорiднiсть середовища, тобто токсичний

вплив продуктiв некрозу рiвномiрно розподiляється на всi клiтини органа

незалежно вiд їхньої просторової локалiзацiї.

Зокрема, передбачається, що кожна некротична клiтина вражає певну

кiлькiсть здорових клiтин за одиницю часу, що створює детермiнований

внесок у динамiку системи. Це спрощення дозволяє оцiнити загальний

вплив некрозу на регенерацiю без ускладнень, пов’язаних iз розв’язанням

рiвнянь просторової динамiки.

Хоча некроз є патологiчним i шкiдливим процесом, його детальне

моделювання й аналiз можуть сприяти розробцi ефективних пiдходiв до

лiкування й регенерацiї уражених органiв.

𝑁(𝑡+ 1) = 𝑁(𝑡) + 𝑟(𝑇𝑜𝑥(𝑡))(Γ(𝑡) + Γ2(𝑡) + Γ4(𝑡) + Γ[2](𝑡)+

+ Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡) + 𝐴𝑠(𝑡) + 𝐴𝑝(𝑡)). (2.8)

2.2.6. Токсичнiсть

Як зазначалося на початку роздiлу 2.2., загальна токсичнiсть є

результатом взаємодiї двох ключових компонентiв: зовнiшньої

токсичностi, що описується як функцiя, залежна вiд зовнiшнiх факторiв,

та внутрiшньої токсичностi, яка виникає через продукти розпаду тканин

унаслiдок некрозу. Це можна математично виразити через рiвняння:

𝑇𝑜𝑥(𝑡) = 𝐷𝑃 (𝑡) + 𝜏(𝑡). (2.9)

Оскiльки печiнка виконує роль основного детоксикацiйного органа в

органiзмi, її функцiонування критично залежить вiд активностi
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гепатоцитiв i фагоцитiв. Основнi етапи детоксикацiї включають:

перетворення токсинiв (ферменти печiнки забезпечують метаболiчну

активацiю токсичних речовин, переводячи їх у бiльш реактивнi форми),

кон’югацiя токсичних метаболiтiв (печiнка сприяє зв’язуванню токсинiв iз

молекулами, такими як глюкуронова кислота, глутатiон та сульфати, що

полегшує їхнє виведення з органiзму).

Цей процес базується на злагодженiй роботi двох типiв клiтин:

гепатоцити виконують функцiї хiмiчної модифiкацiї токсинiв,

пiдготовлюючи їх до виведення; фагоцити (зокрема, купферiвськi

клiтини) вiдповiдають за фагоцитарне поглинання i нейтралiзацiю

продуктiв розпаду.

Змiна зовнiшньої токсичностi описується рiвнянням:

𝜏(𝑡+ 1) = 𝜏(𝑡)− 𝜏(𝑡)𝑥(𝑡)− 𝜏(𝑡)𝑒1, (2.10)

де 𝑥(𝑡) =
∑︀

𝑘 𝑐𝑘Γ(𝑡) – коефiцiєнт зниження токсичностi завдяки

функцiональнiй активностi гепатоцитiв, який залежить вiд кiлькостi

активних клiтин i їхньої функцiональностi, 𝑒1 – коефiцiєнт зниження

токсичностi, що визначається ефективнiстю кровотоку, який сприяє

швидкому розподiлу i видаленню токсинiв.

Внутрiшня токсичнiсть, яка є наслiдком некрозу тканин, моделюється

таким чином:

𝐷𝑃 (𝑡+ 1) = 𝐷𝑃 (𝑡)−𝐷𝑃 (𝑡)𝐹 −𝐷𝑃 (𝑡)𝑒2, (2.11)

де 𝐹 – коефiцiєнт зниження токсичностi, що вiдображає фагоцитарну

активнiсть клiтин (наприклад, купферiвських клiтин), 𝑒2 – коефiцiєнт, що

описує зниження токсичностi за рахунок кровотоку.

Зауваження 2.1. 1. Продукти розпаду некрозу дiють локально.

Згiдно з умовою 𝑒2 << 𝑒1, продукти розпаду клiтин переважно дiють

локально, впливаючи на прилеглi дiлянки. Водночас зовнiшня

токсичнiсть має ширший радiус впливу, поширюючись завдяки

кровообiгу.
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2. Значення кровотоку. Коефiцiєнти 𝑒1 та 𝑒2 показують

важливiсть пiдтримання ефективного кровотоку, який забезпечує

своєчасне видалення токсинiв, як зовнiшнiх, так i внутрiшнiх.

Поєднання зовнiшньої та внутрiшньої токсичностi визначає загальне

токсичне навантаження на органiзм. Завдяки моделюванню стає

можливим оцiнити ефективнiсть рiзних механiзмiв детоксикацiї печiнки.

Це також дозволяє прогнозувати наслiдки порушень у роботi гепатоцитiв,

фагоцитiв або кровотоку. Такi пiдходи можуть бути корисними для

розробки терапевтичних стратегiй, спрямованих на пiдтримання

функцiонального стану печiнки та оптимiзацiю її роботи в умовах

пiдвищеного токсичного навантаження.

2.2.7. Узагальнена математична модель процесiв регенерацiї печiнки

Отже, розроблено модель процесiв регенерацiї печiнки [32] в

припущеннях помiрного токсичного впливу; однорiдного наближення;

незалежностi бiологiчних процесiв. У цьому роздiлi змодельовано

процеси, якi беруть участь в регенерацiї печiнки: процес реплiкацiї,

гiперплазiї, полiплодiї, дiлення двоядерних гепатоцитiв та

контрольованого апоптозу. Важливою особливiстю розробленої моделi є

те, що печiнка, обмежена за об’ємом, тому вона може вмiстити лише

певну кiлькiсть клiтин. Через це пiд час регенерацiї виникає мiжклiтинна

конкуренцiя за ємнiсть печiнки (2.1).

Також зауважимо, що для врахування iстотно рiзних

характеристичних часiв протiкання основних процесiв, якi водночас

залежать вiд нестацiонарного токсичного впливу, кожен такий процес

моделюється окремо.

Математична модель [32], яка описує процеси

пiдтримання/вiдновлення динамiчного гомеостазу печiнки, є

узагальненням таких вiдомих моделей популяцiйної динамiки, як
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iнтегро-диференцiальнi рiвняння Вольтерра, узагальненi рiвняння

Лотки-Вольтерра, рiвняння Лотки-Вольтерра з запiзнiлими аргументами.

Нехай узагальненi рiвняння, що описують динамiки популяцiй рiзних

типiв клiтин печiнки (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), записанi у

виглядi:

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡), 0 ≤ 𝜆𝑡 ≤ 1, 𝑥0 = 𝑥0, 𝑥𝑡 ∈ 𝑋,𝜆𝑡 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ N, (2.12)

де 𝑥𝑡 = (Γ(𝑡),Γ2(𝑡),Γ4(𝑡),Γ
[2](𝑡),Γ𝑔𝑖𝑝(𝑡), 𝐴𝑠(𝑡), 𝐴𝑝(𝑡), 𝑁(𝑡)) - типи

функцiональних клiтин печiнки в момент часу 𝑡; 𝑋 ⊆ R𝑛 - простiр станiв

системи; 𝑥0 ∈ 𝑋 - заданий початковий розподiл функцiональних клiтин

печiнки; 𝜆𝑡 = (𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑏2𝑗(𝑡), 𝑎2𝑗(𝑡), 𝑔(𝑡), 𝜔(𝑡)) - керуючi параметри,

𝑈 ⊆ R𝑚 - простiр керуючих дiй; 𝜏𝑡 - задана функцiя зовнiшньої

токсичностi.

Маємо автономну, керовану, детермiновану, динамiчну систему

𝒮(𝑋,𝑈, 𝑓) у термiнах iндексiв дискретних часiв t, для якої функцiя

𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡) задана у явному виглядi для моделi регенерацiї печiнки [32].

Така система задовольняє однокроковiй властивостi Маркова та для

спрощення аналiзу може бути зведена до форми (1.5).

Передбачається, що кожен тип гепатоцитiв має власний рiвень

функцiональностi, який визначає ефективнiсть виконання клiтиною своїх

завдань. Процес гiперплазiї сприяє пiдвищенню функцiональностi печiнки

за рахунок збiльшення кiлькостi бiлкових комплексiв. Полiплоїднi та

двоядернi гепатоцити демонструють вищу функцiональнiсть завдяки

збiльшенiй кiлькостi хромосом. У процесi реплiкацiї утворюються двi

клiтини, кожна з яких зберiгає повну функцiональнiсть.

Загальний рiвень функцiональностi печiнки в певний момент часу

визначається як

Φ(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖(𝑡). (2.13)
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2.3. Верифiкацiя математичної моделi

Печiнка здатна до регенерацiї пiсля впливу токсинiв. Фармакологiчна

модель виявляється зручнiшою для досягнення бiльшої клiнiчної

значущостi, оскiльки вона спричиняє некротичнi ураження, що iмiтують

певнi захворювання печiнки. Цi особливостi зробили таку модель

прийнятним iнструментом для вивчення процесу регенерацiї печiнки.

Проте пiдвищення концентрацiї токсину може викликати гостре

ураження печiнки, а його повторне введення — призвести до розвитку

цирозу. Системнi та локальнi ефекти токсину залежать вiд дози, виду

тварин тощо [54, 60].

У запропонованiй математичнiй моделi регенерацiя печiнки описується

через процеси реплiкацiї, гiперплазiї, полiплоїдiї, подiлу двоядерних клiтин

i контрольованого апоптозу. Усi цi механiзми є необхiдними для точного

вiдтворення процесу регенерацiї печiнки.

Наприклад, разовий та хронiчний вплив токсичних агентiв

демонструють, що вищезгаданi механiзми можуть бути неспроможними

ефективно протидiяти токсинам, якi накопичуються в органiзмi.

Вiдновлення функцiонального стану печiнки потребує складної та добре

продуманої стратегiї регенерацiї.

Для перевiрки та верифiкацiї створеної моделi передбачається

самостiйно задавати параметри керування та рiвень токсичного впливу на

систему. Це дозволить вiдстежувати, як рiзнi сценарiї впливають на

функцiональнiсть печiнки, а також оцiнити адекватнiсть i точнiсть моделi

в прогнозуваннi її регенеративної здатностi.

Зокрема, буде моделюватися реакцiя печiнки на змiну умов, таких як

iнтенсивнiсть токсичного впливу, частота введення токсинiв i стратегiя

пiдтримуючого керування. Основна увага зосередиться на визначеннi

функцiональних показникiв, таких як рiвень метаболiчної активностi,

швидкiсть регенерацiї клiтин та ефективнiсть виконання печiнкою її

основних фiзiологiчних функцiй.
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Цей пiдхiд дозволить виявити слабкi мiсця моделi, уточнити параметри

та пiдвищити її надiйнiсть для подальшого використання в дослiдженнях

регенерацiї печiнки.

На початку розглянемо процес реплiкацiї гепатоцитiв у таких сценарiях:

(A) 𝑇𝑜𝑥(0) = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑇𝑜𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 = 1, 2, . . .

(B) 𝑇𝑜𝑥(𝑡) = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑡 = 0, 1, 2, . . .

Рис. 2.6. Вiдновлення функцiональностi печiнки за рахунок процесу реплiкацiї

у випадках одноразового (А) i постiйного (B) токсичного впливу

Як показано на рисунку 2.6 (А), вiдновлення функцiональностi

органiзму завдяки реплiкацiї клiтин печiнки триває приблизно вiд 32 до

48 годин. На рисунку 2.6 (B) можна побачити поступове зниження

функцiональних можливостей органiзму пiд впливом токсичних факторiв.

Важливо зазначити, що через 30–40 годин процес сповiльнюється,

оскiльки гепатоцити завершують цикл реплiкацiї. Проте, як iлюструє

рисунок 2.6 (B), реплiкацiя клiтин печiнки не здатна компенсувати

зростаючий токсичний вплив. Крiм того, на клiтини печiнки негативно

впливають продукти розпаду, якi виникають унаслiдок некрозу.

Рисунки 2.7 (А) i 2.7 (B) демонструють, як процес гiперплазiї реагує

на одноразовий i тривалий токсичний вплив. Завдяки тому, що

гiперплазiя триває близько однiєї години, у випадку одноразового

токсичного впливу (рисунок 2.7 (А)) вiдновлення функцiональностi

органiзму вiдбувається майже миттєво. Водночас рисунок 2.7 (B) показує,
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що гiперплазiя не справляється з тривалим токсичним навантаженням.

Це пояснюється тим, що клiтина має обмеженi можливостi для зростання.

Пiсля вичерпання свого ресурсу клiтини печiнки поступово втрачають

життєздатнiсть, що призводить до зниження загальної функцiональностi

органу.

Рис. 2.7. Вiдновлення функцiональностi печiнки за рахунок процесу гiперплазiї

у випадках одноразового (А) i постiйного (B) токсичного впливу

Далi розглянемо процес регенерацiї печiнки за рахунок подiлу

двоядерних клiтин. На малюнку 2.8 (А) видно, що через 6-10 годин

працездатнiсть органiзму вiдновлюється. Однак кiлькiсть двоядерних

клiтин у печiнцi обмежена; як тiльки всi двоядернi клiтини

вiдокремляться, печiнка не зможе регенерувати. Таким чином, вона

руйнується пiд впливом токсинiв.

Процес полiплодiї подiбний до процесу реплiкацiї. Так що висновки

можна зробити аналогiчнi. Вiдновлення функцiональностi внаслiдок

процесу полiплодiї показано на малюнках 2.9 (А) та 2.9 (B).

Показано, що процес регенерацiї печiнки є складним складовим

процесом.

Регенерацiя печiнки пiсля видалення двох третин органу є

найпоширенiшою експериментальною моделлю гризунiв, яка

використовується для вивчення цього видатного явища [24]. Щоб

побудувати математичну модель регуляцiї регенерацiї печiнки пiсля
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Рис. 2.8. Вiдновлення функцiональностi печiнки за рахунок подiлу двоядених

гепатоцитiв у випадках одноразового (А) i постiйного (B) токсичного впливу

Рис. 2.9. Вiдновлення функцiональностi печiнки за рахунок процесу полiплодiї

у випадках одноразового (А) i постiйного (B) токсичного впливу

часткової гепатектомiї, потрiбнi деякi основнi специфiкацiї та абстракцiї

бiологiчного сценарiю.

Пiсля резекцiї печiнкова тканина, що залишилася, пролiферує та

збiльшується в розмiрi, щоб зберегти початкову масу з п’яти часток

протягом 5–7 днiв. Пiк пролiферацiї припадає на 24 години у щурiв, тодi

як у мишей — вiд 36 до 48 годин [42, 46]. Останнє дослiдження показує,

що рiст печiнки обумовлений ростом часточок, а не змiною кiлькостi

часточок [55]. На пiзнiшiй фазi ремоделювання частки печiнки

реорганiзуються в часточки нормального розмiру шляхом
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реструктуризацiї [47].

Рис. 2.10. Вiдновлення функцiональностi печiнки пiсля часткової гепатектомiї

Для верифiкацiї побудованої моделi змодельовано регенерацiю печiнки

пiсля 70 % гепатектомiї. Було задано три регенерацiйнi режими вiдповiдi на

гепатектомiю (рис. 2.10): сповiльнений, пригнiчений i посилений. Отриманi

розрахунки вiдповiдають процесу бiологiчної регенерацiї [17].

Результати проведених чисельних експериментiв показали, що окремо

процеси регенерацiї не в змозi впоратися з токсичними факторами, якi

накопичуються в органiзмi. Процес вiдновлення функцiонального стану

органiзму вимагає нетривiальної стратегiї регенерацiї печiнки. Числовi

розрахунки показали, що математична модель вiдповiдає бiологiчним

процесам для рiзних стратегiй регенерацiї печiнки. На пiдставi

розрахункiв у випадку часткової гапатектомiї зроблено висновок про

необхiднiсть використання змiшаної стратегiї регенерацiї для процесу

регенерацiї. Отже, потрiбно шукати методи знаходження таких стратегiй.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi ми розглядали рiзнi бiологiчнi процеси, якi беруть

участь у вiдновленнi динамiчного гомеостазу печiнки. Будували рiвняння,
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що описують динамiку змiни клiтинного складу органу. Ми провели

верифiкацiю побудованої моделi для випадкiв рiзного токсичного впливу,

а також у випадку часткової 70 % гапатектомiї.

Основнi результати роздiлу:

� Розглянуто основнi процеси, за рахунок яких вiдбувається

регенерацiя печiнки у випадках помiрного токсичного впливу i

печiнкової гапатектомiї: процес реплiкацiї, гiперплазiї, полiплодiї,

антистресової програми, апоптозу i некрозу.

� Змодельовано математичнi рiвняння, якi враховують вище згаданi

процеси i задають динамiку популяцiї рiзних клiтин печiнки, а саме

(2.2) – динамiка нормальних гепатоцитiв печiнки, (2.3) –

полiплоїдних гепатоцитiв, (2.4) – двоядерних гепатоцитiв, 2.5 –

гiпертрофованих гепатоцитiв, 2.6 – гепатоцитiв у станi антистресу,

(2.7) – у станi апоптозу, (2.8) – некрозу. Також було змодельовано

рiвняння, якi описують процес детоксикацiї печiнки (2.10), (2.11).

� Змодельованi рiвняння були узагальненi в одну математичну модель

(2.12). Ця модель є узагальненням таких вiдомих моделей

популяцiйної динамiки, як iнтегро-диференцiальнi рiвняння

Вольтерра, узагальненi рiвняння Лотки-Вольтерра, рiвняння

Лотки-Вольтерра з запiзнiлими аргументами.

� Проведено верифiкацiю моделi для кожного з процесiв окремо i для

їх сукупностi (часткова гапатектомiя).

Розроблена математична модель може бути модифiкована i доповнена

для випадку високих токсичних впливiв шляхом додавання бiльшої

кiлькостi клiтин печiнки – стовбурових / клiтин-попередникiв,

макрофагiв, фiброзу, тощо.

Результати роздiлу були надрукованi в [32, 3]. Верифiкацiя моделi

опублiкована в [31, 4].



РОЗДIЛ 3. МЕТОДИ АДАПТИВНОГО

ДИНАМIЧНОГО ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ

ЗНАХОДЖЕННЯ ВЕРХНЬОЇ ОЦIНКИ

ОПТИМАЛЬНОСТI СТРАТЕГIЙ РЕГЕНЕРАЦIЇ

ПЕЧIНКИ

Розробка математичних моделей, здатних точно описувати динамiку

складних клiтинних систем iз задовiльними пояснювальними та

передбачувальними властивостями, залишається однiєю з центральних

проблем математичної бiологiї. Без чiткого розумiння принципiв, правил i

механiзмiв, якi керують регуляцiєю таких систем, будь-яка модель може

лише запропонувати широкий спектр потенцiйних сценарiїв, серед яких

iстинна динамiка, що вiдповiдає спостереженням у бiологiчному

експериментi, може залишитися нерозпiзнаною.

Ключовим завданням є iдентифiкацiя фундаментальних принципiв i

правил, якi визначають специфiчну динамiку клiтинної системи серед

усiх можливих варiантiв. Лише на основi такого розумiння можливо

створити моделi, якi б не тiльки пояснювали, але й передбачали

поведiнку системи. Перспективним пiдходом до цiєї проблеми є гiпотеза,

що регуляцiя бiологiчних процесiв пiдпорядковується певним об’єктивним

принципам i критерiям оптимальностi. Ця iдея базується на припущеннi,

що природний вiдбiр пiд час еволюцiї органiзму оптимiзував механiзми

регуляцiї процесiв вiдновлення динамiчного гомеостазу в органах i

тканинах вiдповiдно до певних критерiїв [63, 56].

Однак розв’язання цiєї задачi навiть у спрощенiй формi стикається з

численними труднощами, зокрема через недостатнє розумiння

еволюцiйних механiзмiв, динамiки змiн зовнiшнiх умов та високу

обчислювальну складнiсть. Тому дослiдження значно спрощують,

70
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зосереджуючись на верхнiй оцiнцi оптимальностi, яка дозволяє

аналiзувати регуляторнi стратегiї, що є гарантовано кращими або

еквiвалентними спостережуваним у реальних системах.

Задача пошуку такої оцiнки дозволяє дослiджувати особливостi

регуляцiї процесiв регенерацiї у сценарiях, якi важко реалiзувати в

бiологiчних експериментах, або у випадках, де спостереження

технологiчно недоступнi. Цей пiдхiд також надає можливiсть перевiряти

гiпотези щодо регуляторних механiзмiв регенерацiї печiнки до їхньої

експериментальної перевiрки.

Як зазначено у роботах [32, 31], регенерацiя печiнки охоплює процеси

з рiзними часовими масштабами, причому короткочаснi процеси можуть

мати ключове значення. Часовий горизонт розгляду регенерацiї

варiюється вiд тижнiв до мiсяцiв, що значно ускладнює завдання

моделювання через експоненцiальну складнiсть обчислень, пов’язану з

великою кiлькiстю часових точок переходу мiж станами системи.

Для розв’язання цiєї складної задачi ефективними є методи

адаптивного динамiчного програмування (АДП) та навчання з

пiдкрiпленням (RL). Навчання з пiдкрiпленням дозволяє агенту

взаємодiяти з середовищем i змiнювати свої стратегiї регуляцiї на основi

стимулiв, якi вiн отримує, що сприяє оптимiзацiї дiй [45]. Алгоритми RL

запам’ятовують успiшнi стратегiї через сигнали пiдкрiплення, що

дозволяє покращити ефективнiсть ухвалення рiшень у майбутньому.

RL тiсно пов’язаний iз адаптивними методами оптимального

керування, як у теорiї, так i на практицi. У сучасних дослiдженнях

використовуються як офлайн, так i онлайн методи, що працюють у

реальному часi та не вимагають знання рiвнянь динамiки системи. Такi

методи, заснованi на обробцi даних, є особливо перспективними для

аналiзу регенерацiйних процесiв у бiологiї [39].

Для знаходження верхньої оцiнки оптимальностi для стратегiй

регенерацiї печiнки зосередимося на онлайн методах вирiшення задачi у

контекстi адаптивного динамiчного програмування, що вiдкриває новi
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перспективи для вивчення механiзмiв регуляцiї регенерацiї печiнки.

3.1. Постановка задачi АДП визначення стратегiї верхньої

оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки органiзму

Означення 3.1. Абстрактна шкала координат є природно

впорядкована множина натуральних чисел
−→
N , що кодує послiдовнiсть

спрямованих переходiв системи з попереднього стану безпосередньо у

наступне.

У роздiлi 2.2.7. ми визначили автономну, керовану, детермiновану,

динамiчну систему 𝒮(𝑋,𝑈, 𝑓) у термiнах iндексiв дискретних часiв 𝑡, для

якої функцiя 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡) задана у явному виглядi для моделi регенерацiї

печiнки [32]. Далi для вивчення математичної моделi введемо бiльш точне

означення дискретної, керованої, динамiчної системи.

Означення 3.2. Дискретна, детермiнована, керована динамiчна

система є четвiрка 𝒮(𝑋,𝑈, 𝑓,Λ), де:

𝑋 ⊆ R𝑛 – множина станiв системи;

𝑈 ⊆ R𝑚 – множина керуючих дiй у системi;

𝑓 : 𝑋 × 𝑈 → 𝑋 – вiдображення, що визначає можливi переходи системи

зi стану 𝑥 ∈ 𝑋 безпосередньо у наступний стан 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝜆) в

результатi застосування керуючої дiї 𝜆 ∈ 𝑈 ;

Λ ⊆ 𝑈
−→
N – множина допустимих стратегiй керуючих дiй на

абстрактнiй шкалi координат
−→
N , 𝜆 :

−→
N → 𝑈, 𝜆 ∈ Λ;

𝑥0 ∈ 𝑋 - заданий початковий стан системи.

Зауваження 3.1. На практицi при постановцi задачi АДП часто

розглядають стацiонарнi стратегiї керування, де вибiр керуючої дiї

залежить вiд стану системи 𝜆′ : 𝑋 → 𝑈, 𝜆′ ∈ Λ′ ⊆ 𝑈𝑋 . Не важко

бачити, що динамiчна система зi стацiонарними стратегiями

керування 𝑆 (𝑋,𝑈, 𝑓,Λ′) є окремим випадком динамiчної системи з
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нестацiонарними керуваннями 𝑆(𝑋,𝑈, 𝑓,Λ). Справдi,

∀𝜆′ : 𝑋 → 𝑈, 𝜆′ ∈ Λ′ ми завжди можемо визначити таку

нестацiонарну стратегiю керування 𝜆 :
−→
N → 𝑈 , що: 𝜆(0) = 𝜆′ (𝑥0),

𝑥0 = 𝑥0, 𝜆(𝑖) = 𝜆′ (𝑥𝑖) , 𝑥𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝜆
′ (𝑥𝑖−1)) , 𝑖− 1 ∈

−→
N .

Наведене вище визначення, задає динамiчну систему локально, за

допомогою функцiї переходу 𝑓 : 𝑋 × 𝑈 → 𝑋, яка визначає переходи

системи з деякого стану 𝑥 ∈ 𝑋 безпосередньо у наступний стан

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑢) в результатi застосування керуючої дiї 𝜆 ∈ 𝑈 .

Розглянемо динамiчну систему з глобальної точки зору, що представляє

її поведiнку по всiй шкалi координат
−→
N .

Означення 3.3. Для заданої довiльної стратегiї керування

𝜆 :
−→
N → 𝑈, 𝜆 ∈ 𝑈

−→
N потенцiйно можливий шлях на шкалi координат

−→
N є iндексована послiдовнiсть переходiв з попереднього стану

безпосередньо у наступний пiд дiєю керування, що визначається

вiдображенням:

path𝜆𝑥 :
−→
N → 𝑋,

де path𝜆𝑥(0) = 𝑥0 – початковий стан шляху i

path𝜆𝑥(𝑖+ 1) = 𝑓
(︀
path𝜆𝑥(𝑖), 𝜆

(︀
path𝜆𝑥(𝑖)

)︀)︀
, 𝜆 ∈ 𝑈

−→
N , 𝑖 ∈

−→
N .

Наочно шлях можна уявити графiчно у виглядi послiдовностi помiчених

стрiлок переходiв

path𝜆𝑥 : 𝑥0
𝜆1−→ 𝑥1

𝜆2−→ 𝑥2
𝜆3−→ 𝑥3 . . .

𝜆𝑘−→ 𝑥𝑘
𝜆𝑘+1−−→ . . . , path𝜆𝑥(0) = 𝑥 = 𝑥0,

path𝜆𝑥(𝑖) = 𝑥𝑖, 𝑖 ∈
−→
N ,

𝜆𝑖 = 𝜆 (𝑥𝑖−1) , 𝜆 ∈ 𝑈
−→
N або 𝜆 ∈ Λ, 𝑖 ∈

−→
N .

Очевидно, для детермiнованої системи завдання початкового стану 𝑥0 ∈
𝑋 i стратегiї керування 𝜆 ∈ 𝑈

−→
N однозначно визначає шлях path𝜆𝑥0

.
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Позначимо символами Path i PathΛ множини усiх потенцiйно можливих

шляхiв, що визначаються довiльними стратегiями керування i множину

шляхiв, що визначаються допустимими стратегiями керування, вiдповiдно:

Path =
{︁
path𝜆𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ 𝑈

−→
N
}︁
,

PathΛ =
{︀
path𝜆𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ Λ

}︀
.

Означення 3.4. Динамiчна система 𝒮 на абстрактнiй шкалi

координат
−→
N є пiдмножиною шляхiв 𝒮 ⊂ PathΛ, множини допустимих

шляхiв PathΛ, що виходять з видiленого початкового стану 𝑥0 ∈ Λ:

𝒮 =
{︀
path𝜆𝑥 | path𝜆𝑥(0) = 𝑥0, path𝜆𝑥 ∈ PathΛ

}︀
.

Очевидно, що 𝒮 ⊂ PathΛ ⊆ Path.

Зауваження 3.2. Задача знаходження стратегiї регенерацiї печiнки

має фiзичний змiст для скiнченного iнтервалу часу (життєвий цикл

органiзму скiнченний). Але формально систему рiвнянь, що описують

процеси регенерацiї печiнки, можна продовжити на нескiнченну вiсь 𝑡 ∈
−→
N .

3.2. Задача адаптивного динамiчного програмування

Нехай на множинi станiв 𝑋 динамiчної системи (2.12) задана функцiя

вартостi:

𝑟 : 𝑋 → R, 𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡).

Далi будемо припускати, що функцiя вартостi 𝑟(.) обмежена.

∃ const > 0,∀𝑥 ∈ 𝑋, |𝑟(𝑥)| ≤ const

Принаймнi для бiологiчних систем припущення, що кориснiсть,

ефективнiсть, вартiсть стану не можуть бути необмежено великими,

природно [74].

Припущення про обмеженiсть функцiї вартостi дозволяє зробити

кiлька важливих висновкiв, якi мають теоретичне та практичне значення.
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По-перше, обмеженiсть функцiї вартостi гарантує стабiльнiсть системи,

оскiльки забезпечує контрольоване зростання значень функцiї навiть у

тривалих часових iнтервалах. Це важливо для аналiзу динамiки систем,

де необхiдно уникати неконтрольованого накопичення помилок чи витрат.

По-друге, дане припущення обмежує простiр допустимих стратегiй,

звужуючи його до таких, якi забезпечують досягнення мети за

оптимальних умов. Це дозволяє зменшити складнiсть обчислювальних

процедур, що використовуються для пошуку оптимального рiшення.

По-третє, обмеженiсть функцiї вартостi є основою для доведення

iснування оптимальної стратегiї керування. У математичних моделях, де

функцiя вартостi необмежена, оптимальнi стратегiї можуть не iснувати

або бути недосяжними у практичних умовах.

Нарештi, це припущення сприяє формуванню теоретичних рамок для

дослiдження поведiнки систем у граничних випадках. Наприклад, аналiз

асимптотичних властивостей системи стає можливим завдяки тому, що

функцiя вартостi залишається обмеженою незалежно вiд початкових

умов або зовнiшнiх впливiв.

Введемо поняття показника продуктивностi по типу (1.6) для

нестацiонарної системи (2.12).

Означення 3.5. Поточна дисконтована вартiсть 𝑐path𝜆
𝑥0

шляху

path𝜆𝑥 ∈ 𝒮 динамiчної системи 𝒮 є функцiя:

𝑐path𝜆
𝑥0
:
−→
N → R,

така що:

𝑐path𝜆
𝑥0
(𝑖) = 𝛾𝑖𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
, 𝑖 ∈

−→
N ,

де 𝛾 – показник дисконту, 0 < 𝛾 < 1

Простiр функцiй поточних дисконтованих вартостей шляхiв динамiчної

системи 𝒮 позначимо символом 𝑐𝒮 :

𝑐𝒮 =
{︁
𝑐path𝜆

𝑥0
| path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮

}︁
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Означення 3.6. Сумарна вартiсть 𝐶path𝜆𝑥
шляху path𝜆𝑥 ∈ 𝒮, є

величина, що дорiвнює границi часткових сум його поточної

дисконтованої вартостi:

𝐶path𝜆𝑥
= lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐path𝜆(𝑖) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑐path𝜆(𝑖)

Позначимо 𝐶𝒮 ⊂ R множину значень сумарних вартостей шляхiв

динамiчної системи 𝒮:

𝐶𝒮 =
{︁
𝐶path𝜆𝑥

| path𝜆𝑥 ∈ 𝒮
}︁

Наслiдком припущення про обмеженiсть функцiї вартостi стали

наступнi твердження.

Наслiдок 3.1. Простiр поточних дисконтованих вартостей шляхiв

𝑐𝒮 динамiчної системи 𝒮 визначається як простiр функцiй, якi

експоненцiйно спадають на нескiнченностi. Це означає, що для будь-якої

функцiї 𝑐 ∈ 𝑐𝒮 iснують додатнi константи 𝑀 i 𝛼, такi що для всiх 𝑡

виконується нерiвнiсть:

|𝑐(𝑡)| ≤ 𝑀 exp−𝛼𝑡 .

Такий пiдхiд забезпечує обмеженiсть внеску майбутнiх значень у

загальну вартiсть, що вiдповiдає стандартним вимогам для

дисконтованих функцiоналiв у задачах оптимального керування та

аналiзу динамiчних систем.

Наслiдок 3.2. Для будь-якого шляху path𝜆𝑥 ∈ 𝒮 динамiчної системи

𝒮 його сумарна вартiсть 𝐶path𝜆𝑥
визначена (границя iснує).

Наслiдок 3.3. Множина сумарних вартостей шляхiв 𝐶𝒮 динамiчної

системи 𝒮 обмежена:

∃ const > 0, ∀𝐶path𝜆𝑥
∈ 𝐶𝒮 ,

⃒⃒⃒
𝐶path𝜆𝑥

⃒⃒⃒
≤ const

Дамо постановку задачi адаптивного динамiчного програмування для

динамiчної системи 𝒮 (2.12).
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Означення 3.7. Задача АДП для динамiчної системи 𝒮 полягає у

знаходженнi оптимальної стратегiї керування 𝜆* ∈ Λ, що визначає

шлях path𝜆
*

𝑥0 ∈ 𝒮, сумарна вартiсть якого 𝐶path𝜆
*

𝑥0
доставляє мiнiмум

сумарних вартостей шляхiв 𝐶𝒮 системи, якщо такий iснує:

𝜆*(.) = argmin
𝜆∈Λ

𝐶path𝜆
𝑥0

де 𝐶* = 𝐶path𝜆
*

𝑥0
– мiнiмальна вартiсть шляхiв динамiчної системи.

Динамiчна система 𝒮 (2.12), яку ми змоделювали, має такi властивостi,

що задача адаптивного динамiчного програмування, а також пов’язанi з

нею частковi задачi мiнiмiзацiї, що ми розглянемо нижче, мають розв’язки,

при цьому мiнiмум завжди досягається.

Це означає, що функцiя вартостi, яка оптимiзується в задачах АДП,

є обмеженою та неперервною у вiдповiдному просторi станiв i керувань

системи 𝒮. Крiм того, припускається, що простiр допустимих стратегiй є

компактним, що забезпечує iснування оптимального розв’язку.

Для конкретних задач мiнiмiзацiї, що виникають у процесi побудови

оптимальних стратегiй керування, також виконуються умови регулярностi.

Наприклад, функцiї вартостi та обмежень є достатньо гладкими.

Досягнення мiнiмуму забезпечує стiйкiсть системи та оптимальне

керування в контекстi задач довгострокового планування або сценарiїв з

обмеженим часом. Цей результат є важливим для практичної реалiзацiї

алгоритмiв АДП, оскiльки гарантує, що оптимальнi стратегiї можуть

бути не лише теоретично визначенi, але й реалiзованi в реальних умовах.

3.2.1. Рiвняння Ляпунова та Ляпунова-Беллмана

Розглянемо рiвняння Ляпунова та Ляпунова-Беллмана, що лежать в

основi розв’язання задачi АДП.

Нехай заданий певний шлях path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної системи.
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Означення 3.8. «Хвiст» tail𝑖 path𝜆𝑥0 шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 для 𝑖 – ого

вiдлiку шкали координат
−→
N є шлях tail𝑖 path𝜆𝑥0 :

−→
N → 𝑋 такий що:

tail𝑖 path𝜆𝑥0(𝑘) = path𝜆𝑥0(𝑘 + 𝑖), 𝑘 ∈
−→
N

Зауваження 3.3. Загалом хвости шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної

системи i вiдповiдно керуючi стратегiї, що їх визначають, можуть не

належати до множини шляхiв динамiчної системи 𝒮 i навiть не

належать до множини допустимих шляхiв PathΛ, але належать

множини всiх можливих шляхiв tail𝑖 path𝜆𝑥0 ∈ Path.

Розглянемо сiмейство функцiй 𝑐tail𝑖 path𝜆
𝑥0
, 𝑖 ∈

−→
N поточних

дисконтованих вартостей хвостiв tail𝑖 path𝜆𝑥0 шляху path𝜆𝑥0 i, вiдповiдно, їх

сумарних вартостей 𝐶tail𝑖 path𝜆
𝑥0
, 𝑖 ∈

−→
N .

Визначимо рiвняння Ляпунова (1.9) як:

Означення 3.9. Функцiя Ляпунова 𝐿path𝜆
𝑥0

шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮
динамiчної системи 𝒮 є функцiя поточних сумарних вартостей його

«хвостiв» 𝐿path𝜆
𝑥0
:
−→
N → R,

𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑖) = 𝐶tail𝑖 path𝜆

𝑥0
, 𝑖 ∈

−→
N .

Очевидно, що значення функцiї Ляпунова шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 в нулi є

сумарна вартiсть цього шляху:

𝐿path𝜆
𝑥0
(0) = 𝐶path𝜆

𝑥0

Лема 3.1. Функцiя Ляпунова 𝐿path𝜆
𝑥0

шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної

системи 𝒮 задовольняє корекурентному рiвнянню Ляпунова:

𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑖) = 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑖+ 1), 𝑖 ∈

−→
N . (3.1)
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Доведення. Для ∀𝑖 ∈
−→
N маємо наступнi рiвностi

𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑖) = 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 1)

)︀
+ 𝛾2𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 2)

)︀
+

· · ·+ 𝛾𝑘𝑟
(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 𝑘)

)︀
+ · · · = 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾

(︀
𝑟
(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 1)

)︀
+

𝛾1𝑟
(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 2)

)︀
+ · · · 𝛾𝑘−1𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖+ 𝑘)

)︀
+ · · · = 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+

𝛾
∞∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑟
(︀
tail𝑖+1 path𝜆𝑥0

)︀
= 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾𝐶tail𝑖+1 path𝜆

𝑥0
= 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+

𝛾𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑖+ 1)

■

Розглянемо деякий шлях path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної системи.

Визначимо множину «хвостiв» Tail𝑖 path𝜆𝑥0 шляху path𝜆𝑥0 для 𝑖-ого

вiдлiку шкали координат
−→
N , як таку множину шляхiв path𝜆̂𝑥0 ∈ Path,

𝑥𝑖 = path𝜆̂𝑥0(𝑖), 𝜆̂ ∈ 𝑈
−→
N , що:

path𝜆̂𝑥𝑖
∈ Tail𝑖 path𝜆𝑥0 ⇔ ∃ path𝜆̆𝑥0 ∈ 𝒮,

path𝜆̆𝑥0(𝑘) =

⎧⎪⎨⎪⎩path𝜆𝑥0(𝑘), 𝑘 < 𝑖, 𝑘 ∈
−→
N ,

path𝜆̆𝑥0(𝑘) = path
̂︀𝜆
𝑥(𝑘 − 𝑖), 𝑘 ≥ 𝑖, 𝑘 ∈

−→
N

Позначимо символом ΛTail𝑖 path𝜆
𝑥0

⊂ 𝑈
−→
N , 𝑖 ∈

−→
N множину стратегiй

керування, що визначають шляхи множини «хвостiв» Tail𝑖 path𝜆𝑥0, що

виходять з початкового стану 𝑥𝑖 = path𝜆𝑥0(𝑖) :

ΛTail𝑖 path𝜆
𝑥0
=
{︁
𝜆̂ ∈ 𝑈

−→
N | patĥ︀𝜆𝑥𝑖

∈ Tail𝑖 path𝜆𝑥0, 𝑥𝑖 = path𝜆𝑥0(𝑖)
}︁

Зауваження 3.4. У загальному випадку шлях path
̂︀𝜆
𝑥𝑖

∈ Tail𝑖 path𝜆𝑥0

шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної системи i вiдповiдно керуючi стратегiї, що

їх визначають, можуть не належати до множини шляхiв динамiчної

системи 𝒮 i навiть не належать до множини допустимих шляхiв PathΛ,

але належать до множини усiх можливих шляхiв tail𝑖 path𝜆𝑥0 ∈ Path.

Нехай 𝐶Tail𝑖 path𝜆
𝑥0

⊂ R – множина значень сумарних вартостей 𝑖-их

«хвостiв» path
̂︀𝜆
𝑥 ∈ Tail𝑖 path𝜆𝑥0, 𝑖 ∈

−→
N , path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮.

𝐶Tail𝑖 path𝜆
𝑥0
=
{︁
𝐶

path
̂︀𝜆
𝑥

| patĥ︀𝜆𝑥 ∈ Tail𝑖 path𝜆𝑥0

}︁
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Розглянемо сiмейство задач АДП для множини «хвостiв»

Tail𝑖 path𝜆𝑥0, 𝑖 ∈
−→
N , що складаються у знаходженнi оптимальних стратегiй

керування 𝜆*
𝑖 ∈ 𝑈

−→
N , якi визначають оптимальнi шляхи path𝜆

*

𝑥𝑖
∈ Path,

сумарна вартiсть яких визначає мiнiмум сумарних вартостей

𝐶Tail𝑖 path𝜆
𝑥0

𝑖-их «хвостiв» шляху path𝜆𝑥0:

𝜆*
𝑖 = arg min

𝜆∈Λ
Tail𝑖 path𝜆

𝑥0

(︁
𝐶Tail𝑖 path𝜆

𝑥0

)︁
, 𝑖 ∈

−→
N ,

де

𝐶*
𝑖 = 𝑐

path
𝜆*
𝑖

𝑥0

– оптимальна вартiсть «хвостiв» Tail𝑖 path𝜆𝑥0 .

Означення 3.10. Оптимальна функцiя Ляпунова 𝐿*
path𝜆

𝑥0
шляху

path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮 динамiчної системи 𝒮 є функцiя вартостi його оптимальних

«хвостiв»

𝐿*
path𝜆

𝑥0
:
−→
N → R,

𝐿*
path𝜆

𝑥0
(𝑖) = 𝑐

path
𝜆*
𝑖

𝑥0

, 𝑖 ∈
−→
N .

Зауваження 3.5. Задача АДП при 𝑖 = 0 є вихiдною задачею АДП

для динамiчної системи 𝒮 i, вiдповiдно, значення оптимальної функцiї

Ляпунова в нулi є мiнiмальною вартiстю шляхiв динамiчної системи

𝐿*
path𝜆

𝑥0
(0) = 𝐶* = 𝐶path𝜆

*
𝑥0
.

Лема 3.2. Оптимальна функцiя Ляпунова 𝐿*
path𝜆

𝑥0
шляху path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮

динамiчної системи 𝒮 задовольняє корекурентному рiвнянню Беллмана-

Ляпунова:

𝐿*
path𝜆

𝑥0
(𝑖) = min

path
̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝐶

tail𝑖+1 path
̂︀𝜆
𝑥

)︁
, 𝑖 ∈

−→
N .
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Доведення. Для ∀𝑖 ∈
−→
N маємо наступнi рiвностi

𝐿*
path𝜆

𝑥0
(𝑖) = min

path
̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝑟

(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 1)

)︁
+

𝛾2𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 2)

)︁
+ · · ·+ 𝛾𝑘𝑟

(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 𝑘)

)︁
+ · · ·

)︁
=

min
path

̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 1)

)︁
+

𝛾1𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 2)

)︁
+ · · · 𝛾𝑘−1𝑟

(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖+ 𝑘)

)︁
+ · · ·

)︁
=

min
path

̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝐶

tail𝑖+1 path
̂︀𝜆
𝑥

■

Неважко бачити, що згiдно з принципом оптимальностi Беллмана [13]

рiвняння Беллмана-Ляпунова набуває вигляду оптимального рiвняння

Беллмана-Ляпунова:

𝐿*
path𝜆

𝑥0
(𝑖) = min

path
̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝐿*

path𝜆
𝑥0
(𝑖+ 1)

)︁
, 𝑖 ∈

−→
N , (3.2)

де
𝐿*
path𝜆

𝑥0
(𝑖) = 𝐶

path
𝜆*
𝑖

𝑥0

, 𝑖 ∈
−→
N

𝜆*
𝑖 = arg min

𝜆∈Λ
Tail𝑖 path𝜆

𝑥0

(︁
𝐶Tail𝑖 path𝜆

𝑥0

)︁
, 𝑖 ∈

−→
N .

3.2.2. Метод розв’язання задачi АДП

Позначимо символами 𝐿𝒮 i 𝐿*
𝒮 множина функцiй Ляпунова та множина

оптимальних функцiй Ляпунова шляхiв динамiчної системи 𝒮 вiдповiдно:

𝐿𝒮 =
{︁
𝐿path𝜆

𝑥0
| path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮

}︁
𝐿*
𝒮 =

{︁
𝐿*
path𝜆

𝑥0
| path𝜆𝑥0 ∈ 𝒮

}︁
Розглянемо множини функцiй Ляпунова та оптимальних функцiй

Ляпунова динамiчної системи 𝒮 як пiдмножини Банахова простору

𝑙∞(
−→
N ) обмежених функцiй 𝑔 :

−→
N −→ R, 𝑔 ∈ 𝑙∞ (Z+) на шкалi координат

−→
N , з нормою ‖𝑔(.)‖∞ = sup

𝑖∈
−→
N |𝑔(𝑖)|.
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З огляду на рiвняння Ляпунова (3.1) i Беллмана-Ляпунова (3.2)

визначимо пару вiдображень 𝑇path𝜆
𝑥0
i 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
Банахова простору 𝑙∞(

−→
N ) в

себе:

𝑇path𝜆
𝑥0
: 𝑙∞(

−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ),

𝑇pathℎ
𝑥0
(𝑔(𝑖)) = 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾𝑔(𝑖+ 1), 𝑔 ∈ 𝑙∞(

−→
N ), 𝑖 ∈

−→
N , 0 < 𝛾 < 1

та

𝑇 *
path𝜆

𝑥0
: 𝑙∞(

−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ),

𝑇 *
path𝜆

𝑥0
(𝑔(𝑖)) = min

path
̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀𝜆
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝑔(𝑖+ 1)

)︁
,

𝑔 ∈ 𝑙∞(
−→
N ), 𝑖 ∈

−→
N , 0 < 𝛾 < 1.

Зауваження 3.6. В силу повноти простору 𝑙∞(
−→
N ) всi мiнiмуми у

визначеннi вiдображення 𝑇 *
path𝜆

𝑥0
досягаються.

Теорема 3.1. Вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0

: 𝑙∞(
−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ) i

𝑇 *
path𝜆

𝑥0
: 𝑙∞(

−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ) є стискаючими вiдображеннями у Банаховому

просторi 𝑙∞(
−→
N ):

∃𝛼, 0 < 𝛼 < 1 :

‖𝑓(.)− 𝑔(.)‖∞ ≥ 𝛼‖𝑇path𝜆
𝑥0
(𝑓(.))− 𝑇path𝜆

𝑥0
(𝑔(.))‖∞,∀𝑓(.), 𝑔(.) ∈ 𝑙∞(

−→
N )

та

‖𝑓(.)− 𝑔(.)‖∞ ≥ 𝛼‖𝑇 *
path𝜆

𝑥0
(𝑓(.))− 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
(𝑔(.))‖∞,∀𝑓(.), 𝑔(.) ∈ 𝑙∞(

−→
N )

Доведення. Випишемо у явному виглядi праву частину нерiвностi для

вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0
:

‖𝑇path𝜆
𝑥0
(𝑓(.))− 𝑇path𝜆

𝑥0
(𝑔(.))‖∞ =

= sup
𝑖∈N

⃒⃒
𝑟
(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
+ 𝛾𝑓(𝑖+ 1)− 𝑟

(︀
path𝜆𝑥0(𝑖)

)︀
− 𝛾𝑔(𝑖+ 1)

⃒⃒
=

sup
𝑖∈N

|𝛾𝑓(𝑖+ 1)− 𝛾𝑔(𝑖+ 1)| = 𝛾 sup
𝑖∈N

|𝑓(𝑖+ 1)− 𝑔(𝑖+ 1)|



83

Враховуючи, що sup𝑖∈N |𝑓(𝑖)− 𝑔(𝑖)| ≥ sup𝑖∈N |𝑓(𝑖+ 1)− 𝑔(𝑖+ 1)| i 0 <

𝛾 < 1 отримуємо справедливiсть нерiвностi, де 𝛼 = 𝛾.

Аналогiчно для вiдображення 𝑇 *
path𝜆

𝑥0
:

‖𝑇 *
path𝜆

𝑥0
(𝑓(.))− 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
(𝑔(.))‖∞ =

sup
𝑖∈N

⃒⃒⃒
min

path
̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀ℎ
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝑓(𝑖+ 1)

)︁
−

− min
path

̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀ℎ
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝑔(𝑖+ 1)

)︁ ⃒⃒⃒
= sup

𝑖∈N
|𝛾𝑓(𝑖+ 1)− 𝛾𝑔(𝑖+ 1)| =

= 𝛾 sup
𝑖∈N

|𝑓(𝑖+ 1)− 𝑔(𝑖+ 1)|

Враховуючи, що sup𝑖∈N |𝑓(𝑖)− 𝑔(𝑖)| ≥ sup𝑖∈N |𝑓(𝑖+ 1)− 𝑔(𝑖+ 1)| i 0 <

𝛾 < 1 отримуємо справедливiсть нерiвностi, де 𝛼 = 𝛾. ■

Теоретичною основою iтерацiйних алгоритмiв розв’язання задачi АДП

для динамiчної системи 𝒮 є наступне твердження.

Теорема 3.2. Вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0

: 𝑙∞(
−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ) i

𝑇 *
path𝜆

𝑥0
: 𝑙∞(

−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ) мають єдину нерухому точку i їх нерухомi

точки це функцiя Ляпунова 𝐿path𝜆
𝑥0

та оптимальна функцiя Ляпунова

𝐿*
path𝜆

𝑥0
вiдповiдно:

∃!𝑔̇ ∈ 𝑙∞(
−→
N ), 𝑇path𝜆

𝑥0
(𝑔̇) = 𝑔̇, 𝑔̇ = 𝐿path𝜆

𝑥0
,

∃!𝑓 ∈ 𝑙∞(
−→
N ), 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
(𝑓) = 𝑓, 𝑓 = 𝐿*

path𝜆
𝑥0
.

Доведення. Перша частина цiєї теореми є безпосереднiм наслiдком

теореми Банаха про нерухому точку. У силу того, що iтерацiйна

процедура, що використовується в доведеннi теореми Банаха, є основою

для виведення iтерацiйних алгоритмiв розв’язання задачi АДП, наведемо

її доведення для вiдображень 𝑇path𝜆
𝑥0
i 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
повнiстю.

Нехай вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(
−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ) представляє стискаючi

вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0
або 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
.

Нехай 𝜙 ∈ 𝑙∞(
−→
N ) є деякий довiльний елемент Банахова простору.
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Розглянемо послiдовнiсть елементiв простору 𝑙∞(
−→
N ), утворену шляхом

послiдовного застосування вiдображення 𝑇 до початкового елемента 𝜙 ∈
𝑙∞(

−→
N ):

𝑓0 = 𝑇 (𝜙), 𝑓1 = 𝑇 (𝑓0) , . . . , 𝑓𝑖 = 𝑇 (𝑓𝑖−1) , . . .

{𝑓𝑖}𝑖∈−→N =
{︁
𝑓𝑖 | 𝑓0 = 𝑇 (𝜙), 𝑓𝑖+1 = 𝑇 (𝑓𝑖) , 𝑖 ∈

−→
N
}︁
.

Покажемо, що послiдовнiсть є послiдовнiстю Кошi.

‖𝑓1 − 𝑓0‖∞ = ‖𝑇 (𝑓0)− 𝑇 (𝜙)‖∞ < 𝛾 ‖𝑓0 − 𝜙‖∞ = 𝛾‖𝑇 (𝜙)− 𝜙‖∞

‖𝑓2 − 𝑓1‖∞ = ‖𝑇 (𝑓1)− 𝑇 (𝑓0)‖∞ < 𝛾 ‖𝑓1 − 𝑓0‖∞ < 𝛾2‖𝑇 (𝜙)− 𝜙‖∞

. . .

‖𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛‖∞ = ‖𝑇 (𝑓𝑛)− 𝑇 (𝑓𝑛−1)‖∞ < 𝛾 ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛−1‖∞ < 𝛾𝑛+1‖𝑇 (𝜙)−

𝜙‖∞, 𝑛 ∈
−→
N

Для будь-яких 𝑛 ∈
−→
N i 𝑝 ∈

−→
N , згiдно з нерiвнiстю трикутника, маємо:

‖𝑓𝑛+𝑝 − 𝑓𝑛‖∞ ≤ ‖𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛‖∞ + ‖𝑓𝑛+2 − 𝑓𝑛‖∞ + · · ·+ ‖𝑓𝑛+𝑝 − 𝑓𝑛‖∞ <

< 𝛾𝑛
(︀
1 + 𝛾 + 𝛾2 + · · ·+ 𝛾𝑝

)︀
‖𝑇 (𝜙)− 𝜙‖∞ =

= 𝛾𝑛−𝛾𝑛+𝑝

1−𝛾 ‖𝑇 (𝜙)− 𝜙‖∞.

З умови 0 < 𝛾 < 1 випливає нерiвнiсть:

‖𝑓𝑛+𝑝 − 𝑓𝑛‖∞ < 𝛾𝑛

1−𝛾‖𝑇 (𝜙)− 𝜙‖∞
Звiдки маємо, що ∀𝑝 ∈

−→
N : lim𝑛→∞ ‖𝑓𝑛+𝑝 − 𝑓𝑛‖∞ = 0

Отже, послiдовнiсть {𝑓𝑖}𝑖∈−→N є послiдовнiстю Кошi в Банаховому

просторi 𝑙∞(
−→
N ) i, вiдповiдно, iснує єдиний елемент простору 𝑙∞(

−→
N ), який

є границею послiдовностi {𝑓𝑖}𝑖∈−→N .

∃!𝑤 ∈ 𝑙∞(
−→
N ), lim𝑖→∞ 𝑓𝑖 = 𝑤.

Покажемо, що границя 𝑤 = lim𝑖→∞ 𝑓𝑖 послiдовностi {𝑓𝑖}𝑖∈−→N є

нерухомою точкою 𝑇 (𝑤) = 𝑤 вiдображення 𝑇 .

Вiдповiдно до нерiвностi трикутника:

‖𝑇 (𝑤)−𝑤‖∞ ≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑤‖∞+ ‖𝑓𝑛 − 𝑇 (𝑤)‖∞ < ‖𝑓𝑛 − 𝑤‖∞+ 𝛾 ‖𝑓𝑛−1 − 𝑤‖∞ .

Оскiльки 𝑤 = lim𝑖→∞ 𝑓𝑖 то для будь-якого 𝜀 > 0, завжди знайдеться

досить велике 𝑛 ∈
−→
N , таке що: ‖𝑓𝑛 − 𝑤‖∞ < 𝜀

2 i ‖𝑓𝑛−1 − 𝑤‖∞ < 𝜀
2 . Через

довiльнiсть 𝜀 > 0, отримуємо, що ‖𝑇 (𝑤)− 𝑤‖∞ = 0, тобто 𝑇 (𝑤) = 𝑤.



85

Доведемо вiд протилежного єдинiсть нерухомої точки стискаючого

вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(
−→
N ) → 𝑙∞(

−→
N ).

Припустимо, що iснують два рiзнi елементи 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑙∞(
−→
N ), 𝑤 ̸= 𝑣

Банахова простору таких, що 𝑇 (𝑤) = 𝑤 i 𝑇 (𝑣) = 𝑣.

Тодi ‖𝑣 − 𝑤‖∞ = ‖𝑇 (𝑣)− 𝑇 (𝑤)‖∞ < 𝛾‖𝑣 − 𝑤‖∞.

Припустимо, що ‖𝑣−𝑤‖∞ > 0. Тодi, з цього припущення випливає, що

𝛾 ≥ 1. Але це суперечить умовi 0 < 𝛾 < 1. Тим самим, наше припущення,

що ‖𝑣 − 𝑤‖∞ > 0 не вiрне i, отже, 𝑤 = 𝑣.

Тим самим перша частина теореми для стискаючих вiдображень 𝑇path𝜆
𝑥0

i 𝑇 *
path𝜆

𝑥0
доведена.

Для другої частини твердження маємо наступне.

Функцiя Ляпунова 𝐿path𝜆
𝑥0
задовольняє рiвнянню Ляпунова (3.1).

З iншого боку, за визначенням вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0
його нерухома точка

задовольняє аналогiчному рiвнянню:

𝑔̇(𝑖) = 𝑟
(︀
path𝜆𝑥0

)︀
+ 𝛾𝑔̇(𝑖+ 1).

В силу єдиностi нерухомої точки вiдображення 𝑇path𝜆
𝑥0
випливає що: 𝑔̇ =

𝐿path𝜆
𝑥0
.

Для нерухомої точки 𝑓 ∈ 𝑙∞(
−→
N ), вiдображення 𝑇 *

path𝜆
𝑥0
(𝑓) аналогiчно.

Оптимальна функцiя Ляпунова 𝐿*
path𝜆

𝑥0
задовольняє оптимальному

рiвнянню Беллмана-Ляпунова (3.2).

За визначенням вiдображення 𝑇 *
path𝜆

𝑥0
його нерухома точка задовольняє

рiвнянню аналогiчному рiвнянню Беллмана-Ляпунова:

𝑓(𝑖) = min
path

̂︀𝜆
𝑥∈Tail

𝑖 path𝜆
𝑥0

(︁
𝑟
(︁
path

̂︀ℎ
𝑥(𝑖)
)︁
+ 𝛾𝑓(𝑖+ 1)

)︁
.

Iз властивостi єдиностi нерухомої точки вiдображення 𝑇 *
path𝜆

𝑥0
випливає,

що: 𝑓 = 𝐿*
path𝜆

𝑥0
. ■
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3.3. Алгоритми розв’язання задачi АДП

Iтеративний пiдхiд, заснований на застосуваннi стискаючих

вiдображень, що лежить в основi доведення теореми Банаха про нерухому

точку, слугує унiверсальним iнструментом для розробки алгоритмiв,

призначених для розв’язання рiвнянь Ляпунова (3.1) та

Беллмана-Ляпунова (3.2). Ця процедура дозволяє не лише довести

iснування єдиного розв’язку таких рiвнянь, але й забезпечує

конструктивний метод його побудови через послiдовне наближення.

Завдяки властивостям стискаючих вiдображень, кожна iтерацiя такого

алгоритму наближає поточне рiшення до нерухомої точки iз

гарантованою збiжнiстю. Це особливо важливо в задачах оптимального

керування та стабiлiзовностi динамiчних систем, де рiвняння Ляпунова та

Беллмана-Ляпунова вiдiграють центральну роль у формулюваннi

критерiїв оптимальностi та стiйкостi.

Далi ми розглянемо конкретнi приклади алгоритмiв, якi базуються на

цьому пiдходi, та проаналiзуємо їхнi властивостi, зокрема збiжнiсть,

швидкiсть виконання та придатнiсть до практичної реалiзацiї.

Перейдемо до методiв онлайнового навчання з пiдкрiпленням, якi

працюють у реальному часi та призначенi для розв’язання задач

оптимального керування [65, 39].

Похибка часової рiзницi. Використовуючи рiвняння Беллмана (3.1),

формулюємо рiвняння для обчислення похибки часової рiзницi (1.15), яке

дозволяє адаптивно оцiнювати ефективнiсть поточної стратегiї керування:

𝑒𝑡 = 𝑟(path𝜆𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑡+ 1)− 𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡), (3.3)

Варто зазначити, що права частина цього виразу вiдповiдає

гамiльтоновiй функцiї. Якщо рiвняння Беллмана виконується, то похибка

часової рiзницi дорiвнює нулю.

Головною перевагою рiвняння похибки часової рiзницi є те, що для

його використання не потрiбно знати явнi рiвняння динамiки системи.
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Замiсть цього достатньо мати доступ до таких даних: траєкторiї системи,

отриманої з вимiрювань 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ...; значень функцiї вартостi на

кожному кроцi 𝑟(path𝜆𝑥0(𝑡)); деякої передбаченої стратегiї керування 𝜆(.)

або оцiнки функцiї вартостi 𝐶path𝜆𝑥
. На основi цих даних, вiдповiдно до

рiвняння (2.12), похибку часової рiзницi можна обчислювати послiдовно

для кожного кроку.

Наступний крок – апроксимацiя функцiї вартостi. Для цього можуть

застосовуватися рiзнi методи, такi як лiнiйна регресiя, нейроннi мережi,

дерева рiшень, метод найближчих сусiдiв тощо. Уявiмо, що функцiя

вартостi може бути ефективно апроксимована нейронною мережею. Тодi

вона має вигляд: ̂︀𝐿path𝜆
𝑥0
= 𝑊 𝑇𝜑(𝑥), (3.4)

де 𝑊 - вектор параметрiв (вагових коефiцiєнтiв) нейронної мережi, 𝜑(.)

– базисна функцiя активацiї. Такий пiдхiд дозволяє будувати компактне

представлення функцiї вартостi, яке є достатньо гнучким для застосування

в задачах оптимального керування.

Апроксимацiя функцiї вартостi за допомогою нейронної мережi

передбачає використання її для побудови наближеного представлення цiєї

функцiї на основi даних. У контекстi нейронних мереж це означає

визначення параметрiв, таких як синаптичнi ваги та, за наявностi,

змiщення (bias).

Процес обчислення цих параметрiв називається навчанням нейронної

мережi. Навчання — це процедура, пiд час якої мережа ”вчиться” на

основi вхiдних даних i вiдповiдних вихiдних значень. Мета навчання —

мiнiмiзувати рiзницю мiж обчисленими (передбаченими) значеннями

функцiї вартостi та її реальними або еталонними даними.

Процедура навчання має наступнi ключовi аспекти:

1) Вхiднi данi. Нейронна мережа отримує набiр вхiдних даних 𝑥(𝑡), якi

представляють стан системи в момент часу 𝑡. Цi данi перетворюються на

вектори ознак 𝜑(𝑥), якi подаються на входи мережi.
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2) Функцiя активацiї. У кожному шарi мережi функцiї 𝜑(𝑥)

визначають, як обробляються данi. Вони можуть бути лiнiйними або

нелiнiйними (наприклад, ReLU, сигмоїда, тангенс гiперболiчний тощо).

Для нашої моделi вiзьмемо ReLU.

3) Параметри (ваговi коефiцiєнти) нейронної мережi. Синаптичнi ваги

(𝑊 ) визначають, наскiльки значущим є кожен вхiд у визначеннi виходу.

Змiщення (𝑏) дозволяють змiстити активацiйнi функцiї, покращуючи

здатнiсть мережi адаптуватися до складних залежностей у даних.

4) Функцiя втрат. Пiд час навчання нейронна мережа використовує

функцiю втрат, яка визначає, наскiльки поточна апроксимацiя функцiї

вартостi ̂︀𝐿path𝜆
𝑥0
(𝑖) вiдрiзняється вiд її реальних значень. Будемо

використовувати середньоквадратичну помилку:

ℒ =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑖)− ̂︀𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑖)
)︁2
,

де 𝑛 — кiлькiсть прикладiв у навчальному наборi.

5) Оптимiзацiя. Навчання мережi передбачає налаштування ваг 𝑊 i

змiщень 𝑏 для мiнiмiзацiї функцiї втрат. Для цього зазвичай

використовують методи оптимiзацiї, такi як градiєнтний спуск або його

модифiкацiї (наприклад, Adam, RMSprop тощо). Будемо використовувати

популярний метод Adam.

Навчена нейронна мережа дозволяє швидко оцiнювати значення

функцiї вартостi для рiзних станiв системи без необхiдностi обчислювати

її аналiтично. Це особливо важливо в задачах оптимального керування,

де обчислення значення функцiї вартостi в реальному часi має

вирiшальне значення для прийняття оперативних рiшень.

Для деякого керування 𝜆(.) похибка часової рiзницi (3.3) набуває

лiнiйного за параметрами 𝑊 вигляду:

𝑒𝑡 = 𝑟(path𝜆𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡+1)−𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡). (3.5)

Рiвняння 𝑒𝑡 = 0 є рiвнянням iз фiксованою точкою, що визначає стан

узгодженостi мiж функцiєю вартостi та поточною стратегiєю керування.
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Це рiвняння узгодженостi виконується для значення функцiї вартостi

𝐿
path

𝜆(.)

𝑥0
, яке вiдповiдає вибранiй стратегiї 𝜆(𝑡) у кожен момент часу 𝑡.

Воно забезпечує взаємозв’язок мiж оптимальнiстю стратегiї та

обчисленою вартiстю, що є основою адаптивного налаштування системи

керування.

Оскiльки це рiвняння з фiксованою точкою, для його розв’язання

можна використовувати рiзноманiтнi iтерацiйнi процедури, якi

дозволяють поступово уточнювати значення функцiї вартостi або

вдосконалювати стратегiю керування. Два основнi пiдходи до розв’язання

цього рiвняння включають:

� Iтерацiя за стратегiями. У цьому пiдходi на кожному кроцi

алгоритм аналiзує поточну стратегiю 𝜆(𝑡), порiвнює її з умовами

оптимальностi та коригує для наближення до кращого рiшення. Цей

метод базується на iтерацiйному вдосконаленнi стратегiї керування,

забезпечуючи поступове зменшення похибки.

� Iтерацiя за значеннями. Цей пiдхiд зосереджується на обчисленнi

функцiї вартостi 𝐿
path

𝜆(𝑡)

𝑥0
, поступово уточнюючи її значення на

основi рiвняння узгодженостi. Функцiя вартостi оновлюється до тих

пiр, поки похибка не зменшиться до прийнятного рiвня.

Обидва пiдходи можна реалiзувати як окремо, так i в комбiнацiї,

залежно вiд особливостей задачi. Застосування iтерацiйних процедур у

вирiшеннi рiвняння часових рiзниць дозволяє адаптивно налаштовувати

систему оптимального керування навiть для складних нелiнiйних i

нестацiонарних систем.

3.3.1. Алгоритм iтерацiї за стратегiями он-лайн

Алгоритм iтерацiї за стратегiями он-лайн (On-line policy iteration, PI).

Iнiцiалiзацiя. Вибрати будь-яку допустиму стратегiю керування 𝜆0(𝑡).
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Етап оцiнки стратегiї. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1(𝜑(𝑥𝑡)− 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1)) = 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡)). (3.6)

Зазначимо, що рiвняння форми (3.6) вiдповiдають рiвнянням, якi

розв’язуються за допомогою методу найменших квадратiв (least squares

method, LS). Цей метод дозволяє мiнiмiзувати рiзницю мiж

обчислюваними значеннями та спостережуваними даними, забезпечуючи

найкраще наближення у сенсi мiнiмуму квадратичної помилки. Завдяки

своїй гнучкостi метод найменших квадратiв може бути реалiзований у

режимi он-лайн, де вiн поступово оновлює параметри моделi на основi

нових вхiдних даних, досягаючи збiжностi до оптимального розв’язку.

У контекстi рiвнянь форми (3.6) метод найменших квадратiв

використовується для адаптивного навчання та коригування параметрiв

моделi, що визначають функцiю вартостi або стратегiю керування.

Запишемо (3.6) як:

𝑊 𝑇
𝑖+1Φ(𝑡) = 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡)). (3.7)

Φ(𝑡) = 𝜑(𝑥𝑡) − 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1) – це вектор регресiї, який описує змiну базисних

функцiй активацiї 𝜑(𝑥𝑡) у часi з урахуванням дисконтування 𝛾, що враховує

вплив майбутнiх станiв 𝑥𝑡+1. Вектор регресiї є основним елементом методу

найменших квадратiв, оскiльки вiн визначає, як саме модель коригує свої

параметри, щоб мiнiмiзувати похибку.

Для забезпечення коректної роботи алгоритму та збiжностi методу

найменших квадратiв необхiдно, щоб вектор регресiї Φ(𝑡) був коректно

визначений i стiйко збуджуючий (тобто його компоненти змiнювалися в

часi). Це має критичне значення, оскiльки дозволяє уникнути

виродженостi. Якщо вектор регресiї залишається незмiнним (або занадто

слабко змiнюється), матриця нормальних рiвнянь, що формується на

основi Φ(𝑡), може стати виродженою або погано обумовленою. Це

призводить до нестабiльностi алгоритму та неможливостi знайти

оптимальний розв’язок.
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Збудження вектора регресiї також забезпечує, що всi компоненти

простору ознак 𝜑(𝑥𝑡) поступово залучаються в процес корекцiї, що

дозволяє методу навчання знаходити оптимальнi параметри для всiєї

функцiї вартостi. А динамiчна змiна вектора регресiї дозволяє моделi

краще адаптуватися до змiн у системi та забезпечувати збiжнiсть до

оптимального рiшення навiть у випадках нестацiонарної динамiки.

Як забезпечити постiйне збудження вектора регресiї? Для того щоб

вектор регресiї був збудженний, необхiдно дотримуватись кiлькох умов:

рiзноманiтнiсть даних (вхiднi данi 𝑥𝑡 повиннi охоплювати рiзнi стани

системи, забезпечуючи достатню змiннiсть базисних функцiй 𝜑(𝑥𝑡));

дисконтування майбутнiх станiв (величина дисконтування 𝛾 повинна бути

правильно налаштована, щоб балансувати мiж впливом поточного стану

𝑥𝑡 та майбутнього стану 𝑥𝑡+1); модифiкацiя базисних функцiй.

Коли вектор регресiї стiйко збудженний, алгоритм навчання може

ефективно враховувати всi аспекти динамiки системи, що дозволяє

зменшувати похибку навчання швидше та стабiльнiше; забезпечувати

стiйкiсть отриманих параметрiв; адаптувати модель до змiнних умов i

розв’язувати задачi навiть за обмеженої кiлькостi даних.

Отже, динамiчнiсть i збудження вектора регресiї є фундаментальними

вимогами для успiшної роботи методу найменших квадратiв у задачах

оптимального керування та адаптивного навчання.

Таким чином, коли вектор регресiї стiйко збудженний, маємо:

𝑊 𝑇
𝑖+1 = 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡))Φ(𝑡)
−1, (3.8)

𝐿𝑆(𝑊 ) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡)− ̂︀𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡)
)︁2
, (3.9)

𝐿𝑆(𝑊 ) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡)− 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡))Φ(𝑡)
−1𝜑(𝑥𝑡)

)︁2
, (3.10)

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡)− 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡))Φ(𝑡)
−1𝜑(𝑥𝑡)

)︁2
. (3.11)
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Як альтернатива методу найменших квадратiв, особливо коли

нейронна мережа апроксимацiї є бiльш складною i нелiнiйною, може

використовуватися метод градiєнтного спуску та його численнi

модифiкацiї. Цей пiдхiд є ефективним для оптимiзацiї параметрiв (ваг i

змiщень) нейронної мережi, навiть у високовимiрних просторах, i широко

застосовується в задачах машинного навчання та нейродинамiчного

програмування [35].

Етап удосконалення стратегiї. Визначимо покращену стратегiю за

допомогою:

𝜆𝑖+1(𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(path𝜆𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (3.12)

3.3.2. Алгоритм iтерацiї за значеннями он-лайн

Аналогiчно, можна сформулювати онлайновий алгоритм навчання з

пiдкрiпленням, заснований на iтеративному оновленнi значень функцiї

вартостi (On-line value iteration, VI).

Iнiцiалiзацiя. Вибрати будь-яку стратегiю керування 𝜆0(𝑡), не

обов’язково допустиму або стабiлiзуючу.

Етап оновлення значення. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1𝜑(𝑥𝑡) = 𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇
𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1). (3.13)

Для знаходження параметрiв 𝑊𝑖+1 можна використовувати метод

найменших квадратiв так само як i в PI алгоритмi. Звернемо увагу, що

старi параметри ваг знаходяться в правiй частинi (3.13). Таким чином,

вектор регресiї тепер 𝜑(𝑥𝑡), який повинен збуджуватися для збiжностi

методу найменших квадратiв.

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝐿path𝜆

𝑥0
(𝑡)−

(︁
𝑟(path𝜆𝑖

𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇
𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1))𝜑(𝑥𝑡)

−1𝜑(𝑥𝑡)
)︁)︁2

.

Для розв’язання задач у режимi реального часу можна

використовувати рiзноманiтнi ефективнi методи, якi забезпечують
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швидке оновлення параметрiв моделi та адаптацiю до змiнних умов.

Пакетнi методи найменших квадратiв дозволяють перiодично оновлювати

параметри моделi на основi фiксованих наборiв даних (пакетiв),

мiнiмiзуючи сумарну похибку. Це забезпечує баланс мiж точнiстю оцiнок i

обчислювальною ефективнiстю. Рекурсивнi методи найменших квадратiв

(RLS) реалiзують покрокове оновлення параметрiв, використовуючи лише

поточнi й попереднi данi. Завдяки цьому вони ефективно враховують новi

спостереження без необхiдностi збереження великих обсягiв даних, що

робить їх iдеальними для режиму реального часу. Градiєнтнi методи та

його модифiкацiї дозволяють поступово мiнiмiзувати функцiю втрат

шляхом обчислення градiєнтiв i адаптивного оновлення параметрiв у

напрямку їх зменшення.

Використання цих пiдходiв у задачах реального часу забезпечує

швидку адаптацiю моделi до нових умов, високу обчислювальну

ефективнiсть i можливiсть застосування для задач рiзної складностi.

Етап удосконалення стратегiї. Визначимо покращену стратегiю за

допомогою:

𝜆𝑖+1(𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(path𝜆𝑥0(𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (3.14)

Форма цих алгоритмiв навчання з пiдкрiпленням представлена на

рисунку 3.1. Вони органiзованi за структурою Actor-Critic, яка

складається з двох основних компонентiв: критика, що оцiнює якiсть

поточної стратегiї, та актора, який коригує керуючi дiї на основi цiєї

оцiнки. У критичнiй частинi значення функцiї оцiнюється шляхом

розв’язання рiвнянь (3.6) або (3.13) за допомогою стандартних методiв

адаптивного керування, таких як метод рекурсивних найменших

квадратiв (RLS). Пiсля цього елемент керування оновлюється згiдно з

рiвнянням (3.12).

Навчання з пiдкрiпленням є прикладом непрямого адаптивного

керування, у якому спершу оцiнюються параметри функцiї значення

(3.4). Потiм керуюча дiя обчислюється на основi цих параметрiв.
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Рис. 3.1. Навчання з пiдкрiпленням зi структурою дiяч-критик (actor/critic)

Однiєю з основних переваг навчання з пiдкрiпленням є те, що воно

забезпечує адаптивне керування, яке здатне наближатися до оптимального.

Це новаторський пiдхiд у галузi систем керування, де адаптивнi контролери

традицiйно не забезпечують збiжностi до оптимальних рiшень.

Система навчання з пiдкрiпленням працює у режимi подвiйного

часового масштабу. У внутрiшньому циклi керуюча дiя виконується пiд

час кожної вибiрки, тодi як продуктивнiсть оцiнюється у зовнiшньому

циклi на бiльш тривалому часовому горизонтi, що вiдповiдає часу,

необхiдному для збiжностi RLS.

Рiвняння з фiксованою точкою можуть бути оцiненi онлайн уздовж

траєкторiй системи, використовуючи алгоритми навчання з

пiдкрiпленням. Це реалiзується шляхом збору наборiв даних, якi

включають поточний стан, наступний стан та отриману кориснiсть

𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1, 𝑟(path
𝜆𝑖

𝑥0(𝑡)). Такий пiдхiд дозволяє проводити навчання

оптимального керування онлайн через оцiнку продуктивностi

неоптимальних керувань, поступово наближаючись до оптимальних

рiшень.

Зауважимо, що втiлення (3.6) не може бути легко реалiзоване в
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нелiнiйному випадку, оскiльки воно є неявно в керуваннi, оскiльки 𝑥𝑡+1

залежить вiд 𝜆(.) i є аргументом нелiнiйної функцiї активацiї.

Цi проблеми вирiшуються введенням другої нейронної мережi для

стратегiї керування, вiдомої як нейронна мережа дiяча [48]. Тому введемо

структуру параметричного апроксиматора дiяча:

𝜆𝑡 = 𝜆(𝑡) = 𝑈𝑇𝜎(𝑥𝑡). (3.15)

𝜎(𝑥) : R𝑛 ×𝑈 → R𝑀 – вектор M функцiй активацiї i 𝑈 ∈ R𝑀×𝑚 – матриця

вагових коефiцiєнтiв або невiдомих параметрiв.

Реалiзацiя навчання з пiдкрiпленням з використанням двох нейронних

мереж, однiєї як критика, а iншої як дiяча, дає структуру Actor-Critic. У

цiй системi керування критик i дiяч налаштовуються послiдовно як в PI,

так i в VI. Тобто ваги однiєї нейронної мережi зберiгаються постiйними, а

ваги iншої налаштовуються до збiжностi. Ця процедура повторюється до

тих пiр, поки обидвi нейроннi мережi не зiйдуться. Таким чином, це

адаптивна система оптимального керування он-лайн, у якiй параметри

функцiї значення налаштовуються в режимi он-лайн, а збiжнiсть

вiдбувається до оптимального значення та керування. Збiжнiсть

нелiнiйної iтерацiї за значеннями з використанням двох нейронних мереж

була доведена в [8].

Висновки до роздiлу 3

Методи АДП продемонстрували свою ефективнiсть у задачi пошуку

оптимальних стратегiй регенерацiї печiнки. Завдяки здатностi працювати

з нестацiонарними, нелiнiйними системами й обробляти великi простори

станiв, цi методи забезпечують можливiсть врахування складної динамiки

клiтинних процесiв, таких як гiперплазiя, реплiкацiя, полiплоїднiсть i

апоптоз, а також вплив зовнiшнiх i внутрiшнiх токсичних факторiв.

Основнi результати роздiлу:

� Методи АДП дозволяють оновлювати стратегiї керування в режимi



96

реального часу, реагуючи на змiни в динамiцi регенерацiйних

процесiв. Це особливо важливо для моделювання складних

бiологiчних систем, таких як печiнка, де взаємодiя мiж клiтинами

та регуляторними сигналами постiйно змiнюється.

� Використання нейронних мереж значно знижує обчислювальну

складнiсть i дозволяє враховувати широкий спектр клiтинних станiв

i процесiв без втрати точностi.

� АДП забезпечує знаходження стратегiй, якi мiнiмiзують функцiю

вартостi, вiдображаючи енергетичнi й ресурснi витрати органiзму на

регенерацiю печiнки. Це дозволяє моделювати процеси

самоорганiзацiї, якi оптимально сформувалися в ходi еволюцiї.

� Застосування методiв АДП дозволить перевiрити рiзнi бiологiчнi

гiпотези, наприклад, роль контрольованого апоптозу, вплив рiвня

полiплоїдностi або важливiсть балансу мiж утворенням i подiлом

двоядерних клiтин.

Результати роздiлу були опублiкованi в [2, 33, 34, 5].



РОЗДIЛ 4. ЧИСЕЛЬНI ЕКСПЕРИМЕНТИ ДЛЯ

ЗАДАЧI ПОШУКУ ВЕРХНЬОЇ ОЦIНКИ

ОПТИМАЛЬНОСТI РЕГЕНЕРАЦIЇ ПЕЧIНКИ

В цьому роздiлi буде проведено чисельнi експерименти для задачi

пошуку верхньої оцiнки оптимальностi стратегiй регенерацiї печiнки.

Розроблена математична модель регенерацiї печiнки (2.12) дозволяє

описати складний процес вiдновлення динамiчного гомеостазу через

гiперплазiю (2.5), реплiкацiю (2.2), полiплоїдiю (2.3), подiл двоядерних

гепатоцитiв (2.4) i контрольований апоптоз (2.7). Зважаючи на обмежену

ємнiсть печiнки, модель враховує мiжклiтинну конкуренцiю за простiр

(2.1), а також вплив зовнiшньої (екзотоксичнiсть) i внутрiшньої

(ендотоксичнiсть) токсичностi (2.9). Кожен ключовий процес, залежно вiд

його характерного часу i зовнiшнього токсичного впливу, моделюється

окремо. У структурi моделi клiтинний склад печiнки представлено

рiзними типами гепатоцитiв, а їхнiй внесок у загальну функцiональнiсть

органа враховується через загальний показник ефективностi (2.13).

Особливо пiдкреслюється роль полiплоїдних i двоядерних клiтин, якi

демонструють пiдвищену функцiональнiсть, а також важливiсть

гiперплазiї для нарощування бiлкових комплексiв.

Для отримання практичних результатiв проведено чисельнi

експерименти, якi дозволять проаналiзувати поведiнку системи за рiзних

умов токсичного впливу та внутрiшньої динамiки клiтин. Як основний

метод розв’язання обрано адаптивне динамiчне програмування у роздiлi

3, що забезпечить ефективний пошук оптимальних стратегiй керування

клiтинними процесами. Це дозволить мiнiмiзувати витрати

функцiонування системи та забезпечити максимальну функцiональнiсть

печiнки пiд час регенерацiї.

97



98

4.1. Визначення верхньої оцiнки оптимальностi стратегiй

регенерацiї печiнки в умовах часткової гепатектомiї

(PHx)

Модель часткової гепатектомiї (PHx) є найпоширенiшою

експериментальною системою для дослiдження фiзiологiчної регенерацiї

печiнки. Вперше її описали Хiггiнс i Андерсон на моделi щурiв [24]. У цiй

методицi хiрургiчним шляхом видаляють близько двох третин печiнки,

що запускає негайний процес регенерацiї. Протягом 7–10 днiв орган

повнiстю вiдновлює свою масу, завдяки чому PHx стала еталонною

моделлю для вивчення вiдновлювальних процесiв [67, 52].

Головною перевагою цiєї моделi є те, що регенерацiя пiсля PHx не

супроводжується масивним некрозом або запальними реакцiями,

характерними для моделей токсичного пошкодження. Це дозволяє

зосередитися на дослiдженнi саме фiзiологiчних механiзмiв регенерацiї,

без впливу гострого запалення чи iнтоксикацiї. Такий пiдхiд особливо

цiнний для клiнiчних застосувань, де фiзiологiчна регенерацiя печiнки

має критичне значення. Зокрема, цей процес є надзвичайно важливим

для пацiєнтiв, якi перенесли часткову резекцiю печiнки, для донорiв i

реципiєнтiв пiсля трансплантацiї органа вiд живого донора, а також для

пацiєнтiв iз гострою печiнковою недостатнiстю.

Що нам вiдомо про процес резекцiї печiнки з експериментiв бiологiв?

Однiєю з перших реакцiй гепатоцитiв на втрату маси печiнки є

збiльшення їхнього розмiру, тобто гiперплазiя. Цей процес розпочинається

вже через кiлька годин пiсля видалення 70% печiнки i досягає свого пiку

приблизно через добу. Як зазначили Хiггiнс i Андерсон [24], гiперплазiя є

початковою вiдповiддю на втрату тканини ще до вступу клiтин у

клiтинний цикл. Починаючи з першого дня пiсля резекцiї, гепатоцити

поступово зменшуються в розмiрах, вступаючи у фазу реплiкацiї, що

триває до другого дня. Цей перехiдний перiод є ключовим етапом, коли
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клiтини переключаються вiд гiпертрофiї до активного подiлу.

Дослiдження також показують, що гiпертрофiя є унiверсальною

початковою реакцiєю печiнки, незалежно вiд ступеня резекцiї. Пiсля 30%

PHx вiдновлення маси печiнки вiдбувається виключно за рахунок

збiльшення розмiру гепатоцитiв, тодi як їхнiй подiл практично не

вiдбувається. Навпаки, при 70% PHx гiперплазiя слугує лише початковою

фазою, пiсля якої активується реплiкацiя клiтин. У цьому випадку майже

всi гепатоцити входять у 𝑆-фазу клiтинного циклу, але лише близько

половини з них завершують повний цикл реплiкацiї, що призводить до

подiлу клiтин i збiльшення їхньої кiлькостi. Таким чином, якщо

гiпертрофiї виявляється недостатньо для вiдновлення функцiональної

маси печiнки, орган компенсує це через iнiцiацiю реплiкацiї.

Ще одним важливим аспектом регенерацiї печiнки є явище полiплоїдiї.

Гепатоцити ссавцiв, зокрема гризунiв, зазвичай є полiплоїдними, причому

близько 70% дорослих гепатоцитiв мають восьмиплоїдний набiр хромосом

[51, 23]. Пiсля PHx плiднiсть клiтин зростає, але не всi гепатоцити

проходять повний цикл реплiкацiї, що призводить до збiльшення

плоїдностi клiтин, якi залишаються на промiжних етапах подiлу.

Бiнуклеацiя — ще одна характерна риса гепатоцитiв дорослих, яка

формується в неонатальному перiодi. За даними мiкроскопiчних

спостережень, кiлькiсть бiнуклеарних клiтин зменшується пiд час

регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx [12, 9]. У процесi подiлу хромосоми з

обох ядер у бiнуклеарних гепатоцитах розподiляються мiж новими

дочiрнiми клiтинами, утворюючи два мононуклеарнi гепатоцити. Цей

механiзм сприяє збiльшенню числа функцiональних клiтин i зменшенню

числа ядер.

Таким чином, регенерацiя печiнки пiсля PHx демонструє чiтку

фазнiсть. Пiсля невеликої резекцiї (30%) вiдновлення вiдбувається

виключно за рахунок гiпертрофiї, тодi як значнi пошкодження (70%)

вимагають активацiї як гiперплазiї, так i реплiкацiї. Цi механiзми

працюють у взаємодiї, забезпечуючи повне вiдновлення маси й



100

функцiональностi печiнки.

4.1.1. Визначення початкових умов

Оскiльки процес регенерацiї печiнки пiсля резекцiї триває приблизно

7–10 днiв, вибiр кроку дискретизацiї ∆𝑡 є критично важливим для

точного вiдтворення всiх динамiчних процесiв, що моделюються. Для

цього необхiдно врахувати характеристичний час перебiгу кожного з

основних бiологiчних процесiв. Наприклад, у нормальних умовах

реплiкацiя клiтин займає близько 24 годин, перехiд у полiплоїднiсть

триває приблизно 12 годин, гiперплазiя вiдбувається за 30–60 хвилин, а

подiл двоядерних гепатоцитiв — за 1–2 години.

З огляду на такi рiзнi часовi масштаби, крок дискретизацiї ∆𝑡 було

обрано рiвним 10 хвилинам. Це рiшення забезпечує достатню деталiзацiю

для коректного моделювання як тривалих, так i короткочасних процесiв.

Для моделювання регенерацiї печiнки пiсля часткової резекцiї (30%

PHx та 70% PHx) був заданий початковий розподiл клiтин 𝑥0, який

враховує пропорцiї основних типiв гепатоцитiв. Для випадку 30% PHx

розподiл клiтин виглядає наступним чином: 51% становлять нормальнi

гепатоцити, 7% — полiплоїднi, 4% — двоядернi, а 8% — гепатоцити в станi

гiперплазiї. У разi 70% PHx початковий розподiл клiтин значно

зменшений: 21% — нормальнi гепатоцити, 5% — полiплоїднi, 3% —

двоядернi, а лише 1% — гепатоцити в станi гiперплазiї.

Пiд час резекцiї печiнки, незалежно вiд об’єму видаленої тканини,

утворюється певна кiлькiсть некротичних клiтин, продукти розпаду яких

можуть впливати на регенерацiйнi процеси. Для обох сценарiїв (30% та

70% PHx) рiвень некротичних клiтин було встановлено на рiвнi 10%. Цей

показник вiдображає ступiнь пошкодження тканини i враховується в

моделi як фактор, що уповiльнює регенерацiю через вплив продуктiв

розпаду некрозу (2.11).

Для зосередження на фiзiологiчних процесах регенерацiї функцiя
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зовнiшньої токсичностi 𝜏(𝑡) приймається рiвною нулю, тобто вплив

екзотоксичних факторiв на систему в даному випадку вiдсутнiй. Такий

пiдхiд дозволяє сконцентрувати увагу на внутрiшнiх механiзмах

вiдновлення клiтинного складу печiнки саме пiсля травматичної резекцiї.

4.1.2. Результати чисельних розрахункiв для задачi пошуку верхньої

оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки пiсля 30% та 70% PHx

Рис. 4.1.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 30% PHx

Рис. 4.1.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 30% PHx
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Рис. 4.2.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx

Рис. 4.2.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx

При розв’язаннi задачi оптимiзацiї, спрямованої на максимальне

вiдновлення функцiонального стану печiнки пiсля часткової резекцiї, було

отримано такi стратегiї регенерацiї (Рис. 4.1, 4.2).Вони демонструють

оптимальний розподiл клiтин (Б) i регуляцiю ключових механiзмiв (А),

таких як гiперплазiя, реплiкацiя, полiплоїдiя, контрольований апоптоз та

подiл двоядерних гепатоцитiв.

Отриманi стратегiї дозволяють оцiнити, як саме рiзнi процеси

взаємодiють у часi для забезпечення ефективної регенерацiї печiнки.
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Наприклад, вони показують, на яких етапах активується гiперплазiя для

швидкого збiльшення функцiональної маси органа, а також коли

iнiцiюється реплiкацiя для вiдновлення клiтинного складу.

На графiках 4.1 i 4.2 можна помiтити, що в першi години пiсля

резекцiї процес регенерацiї фактично не розпочинається через вплив

внутрiшньої токсичностi, викликаної продуктами розпаду некротичних

клiтин. Лише пiсля зменшення токсичного навантаження активується

перша фаза регенерацiї — збiльшення розмiру гепатоцитiв (гiперплазiя),

яка керується параметром 𝑔(𝑡). Ця реакцiя є початковим захисним

механiзмом органiзму, спрямованим на швидке вiдновлення

функцiональностi печiнки. Паралельно з гiперплазiєю вiдбувається подiл

двоядерних гепатоцитiв (параметр 𝑎2𝑗(𝑡)), що є швидким i ефективним

процесом для пiдтримання функцiй печiнки.

Варто зазначити, що вже через добу пiсля резекцiї, як у випадку 70%

PHx, так i 30% PHx, гiперплазiя починає активно дiяти, що вiдповiдає

результатам бiологiчних експериментiв. Процес гiперплазiї досягає свого

пiку на другий день i є найбiльш ранньою реакцiєю серед усiх механiзмiв

регенерацiї. У перiод мiж другим i четвертим днем пiсля 70% PHx

гепатоцити переходять iз фази гiперплазiї у фазу реплiкацiї, активно

вступаючи в клiтинний цикл. Це керується параметром 𝑎(𝑡), що

вiдображає вiдносну частку гепатоцитiв, якi iнiцiюються до реплiкацiї. Як

видно з графiкiв, для випадку 30% PHx (Рис. 4.1(А)) цей параметр

значно менший, нiж для 70% PHx (Рис. 4.2(А)), що свiдчить про незначну

активнiсть подiлу клiтин у цьому сценарiї. Це цiлком узгоджується з

бiологiчними спостереженнями: при невеликих ушкодженнях печiнка

вiдновлює функцiї переважно за рахунок гiпертрофiї, а не подiлу клiтин

[49].

Окрему роль у регенерацiї вiдiграє процес контрольованого апоптозу,

що описується параметром 𝜔(𝑡). Вiн вiдповiдає за поступове позбавлення

вiд гiпертрофованих гепатоцитiв, звiльняючи простiр для новоутворених

клiтин, якi з’являються в результатi реплiкацiї. Це дозволяє оптимiзувати
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клiтинний склад печiнки та пiдготувати її до можливих майбутнiх

стресових впливiв. Таким чином, контрольований апоптоз виконує

важливу роль у пiдтриманнi балансу мiж гiпертрофованими й

нормальними клiтинами, сприяючи довготривалому вiдновленню

функцiональностi органа.

Вiдновлення функцiонального стану печiнки пiсля 30% PHx та 70% PHx

наведено на графiках (Рис. 4.3).

Рис. 4.3. Вiдновлення функцiонального стану печiнки

пiсля 30% PHx (А) або 70% PHx (Б)

Результати чисельних експериментiв, отриманi в рамках задачi

пошуку верхньої оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки пiсля 30% та

70% PHx, демонструють якiсну вiдповiднiсть ключовим процесам

регенерацiї печiнки, якi спостерiгаються пiд час бiологiчних

експериментiв. Модель успiшно вiдтворює основнi етапи регенерацiї,

зокрема гiперплазiю, реплiкацiю, бiнуклеацiю, контрольований апоптоз i

динамiку полiплоїдностi гепатоцитiв. Вiдповiднiсть мiж теоретичними

прогнозами та експериментальними спостереженнями свiдчить про те, що

запропонований пiдхiд є ефективним для аналiзу процесiв регенерацiї й

дозволяє не лише описати цi механiзми, але й оптимiзувати їх.
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4.1.3. Перевiрка гiпотез щодо процесiв регенерацiї печiнки

На сучасному етапi розвитку технологiй бiологiчного експерименту ми

стикаємося з обмеженнями у спостереженнях й вимiрюваннях багатьох

ключових молекулярних i клiтинних процесiв, що вiдбуваються пiд час

регенерацiї печiнки. Цi невидимi аспекти включають тонкi механiзми

клiтинної регуляцiї, динамiку сигналiв у межах клiтини та взаємодiї мiж

клiтинами. Через це математичнi моделi регенерацiї печiнки базуються на

численних гiпотезах щодо правил i закономiрностей, якi керують цими

процесами.

У зв’язку з цим для задачi верхньої оцiнки оптимальностi регенерацiї

печiнки пiсля 70% PHx ми пропонуємо оцiнити внесок кожного з керуючих

параметрiв у загальну стратегiю регенерацiї. Зокрема, перевiримо низку

важливих гiпотез.

Перевiримо, яку роль має контрольований апоптоз (𝜔(𝑡)) у процесах

регенерацiї печiнки. Для оцiнки його впливу ми порiвняємо сценарiї, в

яких апоптоз повнiстю вiдсутнiй або реалiзується випадковим чином. Це

дозволить зрозумiти, наскiльки ефективно апоптоз сприяє оптимiзацiї

клiтинного складу печiнки та її функцiонального вiдновлення.

Також подивимось на вплив iнших ключових процесiв, а саме:

� Полiплоїдiя. Розглянемо сценарiй з постiйною часткою полiплоїдних

клiтин, щоб оцiнити їхнiй внесок у пiдвищення функцiональностi

печiнки.

� Дiлення двоядерних гепатоцитiв. Проаналiзуємо вплив цього процесу

на швидкiсть вiдновлення клiтинного складу.

� Утворення двоядерних гепатоцитiв.

Таке дослiдження дозволить з’ясувати, якi саме процеси є критичними

для регенерацiї, а якi мають менший внесок або можуть бути компенсованi

iншими механiзмами. Це не лише сприятиме перевiрцi гiпотез, що закладенi
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в математичну модель, а й допоможе уточнити принципи регуляцiї процесу

регенерацiї, створюючи основу для вдосконалення моделей i бiльш точного

прогнозування поведiнки печiнки в рiзних умовах.

Гiпотеза 1. Процес апоптозу вiдсутнiй

Розглянемо розв’язання задачi верхньої оцiнки оптимальностi

регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx у сценарiї, коли контрольований

апоптоз вiдсутнiй, тобто 𝜆6(𝑡) = 𝜔(𝑡) = 0,∀𝑡. Цей випадок дозволяє

оцiнити вплив контрольованого апоптозу на процес регенерацiї та

функцiональний стан печiнки.

На Рис. 4.4. наведено стратегiю регенерацiї печiнки за вiдсутностi

контрольованого апоптозу. Як видно з клiтинного складу печiнки (Рис.

4.4 (Б)), пiсля початкового збiльшення розмiру клiтин (гiперплазiї)

гепатоцити залишаються у гiпертрофованому станi. Це свiдчить про те,

що в умовах вiдсутностi механiзму апоптозу органiзм не може ефективно

оновити клiтинний склад, що призводить до накопичення

гiпертрофованих клiтин.

Рис. 4.4.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx

у випадку вiдсутностi апоптозу

Гiпертрофованi гепатоцити, хоча й сприяють тимчасовому

вiдновленню функцiональної маси печiнки, не забезпечують оптимальної
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Рис. 4.4.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx

у випадку вiдсутностi апоптозу

архiтектури та довгострокової адаптацiї органа до стресових впливiв.

Вiдсутнiсть контрольованого апоптозу унеможливлює усунення старих чи

гiпертрофованих клiтин, що створює перешкоди для звiльнення простору

для нових, повнофункцiональних гепатоцитiв, якi могли б утворитися в

результатi реплiкацiї.

Таким чином, цей сценарiй демонструє, що контрольований апоптоз є

критично важливим компонентом процесу регенерацiї печiнки. Вiн

виконує функцiю ”перезавантаження” клiтинного складу, забезпечуючи не

лише короткострокове вiдновлення функцiональностi, але й створення

оптимальних умов для адаптацiї печiнки до подальших навантажень.

Результати моделювання пiдкреслюють важливiсть врахування апоптозу

в математичних моделях регенерацiї, оскiльки його вiдсутнiсть значно

знижує ефективнiсть процесу вiдновлення.

Гiпотеза 2. Процес апоптозу є випадковим.

Розглянемо задачу верхньої оцiнки оптимальностi для регенерацiї

печiнки пiсля 70% PHx у випадку, коли апоптоз є випадковим процесом,

що описується експоненцiйним розподiлом: 𝜆6(𝑡) = 𝜔(𝑡) = 𝛼𝑒−𝛼𝑡,∀𝑡, 𝛼 > 0.

Порiвнюючи отриманi стратегiї регенерацiї печiнки у випадках повної
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Рис. 4.5.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx

у випадку неконтрольованого апоптозу

Рис. 4.5.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx

у випадку неконтрольованого апоптозу

керованостi (Рис. 4.3) i неконтрольованого апоптозу (Рис. 4.5), можна

побачити, що вони мають значну схожiсть. В обох випадках ключовi

процеси, такi як гiперплазiя, реплiкацiя та подiл двоядерних гепатоцитiв,

активуються в подiбний спосiб, забезпечуючи вiдновлення

функцiональної маси печiнки. Однак за умов неконтрольованого апоптозу
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спостерiгається менша iнтенсивнiсть цих процесiв, що проявляється у

бiльш повiльному вiдновленнi клiтинного складу.

Цiкаво, що експоненцiйна природа випадкового апоптозу вносить

елемент непередбачуваностi в оновлення клiтинного складу. Такий

сценарiй демонструє, що, хоча випадковий апоптоз не забезпечує

оптимального регулювання, вiн все ж сприяє видаленню частини

гiпертрофованих або нефункцiональних клiтин. Це створює певнi умови

для утворення нових гепатоцитiв у результатi реплiкацiї, але

ефективнiсть цього процесу залишається нижчою, нiж у разi

контрольованого апоптозу.

Загалом, результати моделювання пiдтверджують важливiсть

оптимального регулювання апоптозу для ефективної регенерацiї печiнки.

Хоча неконтрольований апоптоз забезпечує базовий рiвень оновлення

клiтинного складу, його випадковий характер i недостатня iнтенсивнiсть

обмежують повноцiнне вiдновлення функцiонального складу печiнки. Цей

висновок пiдкреслює необхiднiсть розробки математичних моделей i

стратегiй, якi враховують регуляцiю апоптозу як ключового механiзму

регенерацiї.

Гiпотеза 3. Процес полiплодiї є постiйним.

Розглянемо задачу верхньої оцiнки оптимальностi для регенерацiї

печiнки пiсля 70% PHx у сценарiї, коли параметр 𝜆2(𝑡) = 𝑏(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 є

постiйним, що вiдповiдає фiксованiй долi гепатоцитiв, якi переходять у

стан полiплоїдностi. Такий пiдхiд дозволяє оцiнити вплив незмiнного

рiвня полiплоїдностi на динамiку регенерацiї печiнки.

Порiвнюючи стратегiї регенерацiї печiнки за умов повної керованостi

(Рис. 4.3) та постiйної полiплоїдностi (Рис. 4.6), можна помiтити значну

подiбнiсть мiж ключовими процесами. В обох випадках вiдбувається

активацiя гiперплазiї, подiлу двоядерних клiтин та реплiкацiї, якi

забезпечують основне вiдновлення функцiональної маси печiнки. Однак у

сценарiї постiйної полiплоїдностi (Рис. 4.6(Б)) кiнцева частка

полiплоїдних гепатоцитiв є суттєво бiльшою, нiж у випадку повної
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Рис. 4.6.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx

у випадку постiйної полiплодiї

Рис. 4.6.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx

у випадку постiйної полiплодiї

керованостi.

Пiдвищена частка полiплоїдних клiтин при постiйнiй полiплоїдностi

може бути пояснена вiдсутнiстю гнучкого регулювання цього процесу.

Полiплоїднi гепатоцити мають пiдвищену функцiональнiсть завдяки

збiльшенiй кiлькостi хромосом, що дозволяє їм ефективнiше виконувати

свої функцiї. Проте надмiрна кiлькiсть полiплоїдних клiтин може
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негативно вплинути на адаптацiю печiнки, оскiльки це знижує здатнiсть

органа до швидкого реагування на майбутнi пошкодження через

зменшення частки клiтин, здатних до подiлу.

Таким чином, отриманi результати демонструють важливiсть

регульованої полiплоїдностi для забезпечення ефективної регенерацiї.

Фiксований рiвень полiплоїдностi забезпечує вiдновлення функцiональної

маси печiнки, але водночас призводить до формування клiтинного складу,

який менш гнучко адаптується до майбутнiх стресових умов. Цi висновки

пiдкреслюють значення динамiчного управлiння полiплоїднiстю в

розробцi терапевтичних стратегiй для оптимального вiдновлення печiнки.

Гiпотеза 4. Процес дiлення двоядерних гепатоцитiв є

постiйним.

Розглянемо задачу верхньої оцiнки оптимальностi для регенерацiї

печiнки пiсля 70% PHx у сценарiї, коли параметр 𝜆4(𝑡) = 𝑎2𝑗(𝑡) = 0.2,∀𝑡.
Це означає, що процес подiлу двоядерних гепатоцитiв вiдбувається з

постiйною iнтенсивнiстю, незалежно вiд поточного стану печiнки. Такий

сценарiй дозволяє оцiнити вплив стабiльного сигналу на подiл двоядерних

клiтин на загальну стратегiю регенерацiї.

Рис. 4.7.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx

у випадку постiйної бiнуклеацiї
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Рис. 4.7.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx

у випадку постiйної бiнуклеацiї

Порiвнюючи стратегiї регенерацiї печiнки за умов повної керованостi

(Рис. 4.3) та постiйного подiлу двоядерних клiтин (Рис. 4.7), можна

вiдзначити їхню подiбнiсть у динамiцi основних процесiв, таких як

гiперплазiя, реплiкацiя й апоптоз. Обидва сценарiї забезпечують

вiдновлення функцiональної маси печiнки. Однак у разi постiйного подiлу

двоядерних гепатоцитiв (Рис. 4.7 (Б)) наприкiнцi процесу регенерацiї їхня

частка стає нульовою. Це зумовлено тим, що постiйний сигнал подiлу

повнiстю прибирає двоядернi клiтини з клiтинного складу печiнки.

Вiдсутнiсть двоядерних гепатоцитiв пiсля завершення регенерацiї має

двозначний ефект. З одного боку, цей процес забезпечує збiльшення

кiлькостi мононуклеарних клiтин, якi краще пристосованi до подальшого

подiлу та вiдновлення. З iншого боку, двоядернi клiтини вiдiграють

важливу роль у пiдтриманнi функцiонального резерву печiнки, тому їхня

повна вiдсутнiсть може зменшити здатнiсть органа адаптуватися до

майбутнiх стресових умов.

Отриманi результати пiдкреслюють важливiсть збалансованого

пiдходу до регулювання процесу подiлу двоядерних клiтин. Хоча

постiйний сигнал подiлу сприяє вiдновленню клiтинного складу, його
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надмiрна iнтенсивнiсть може порушити баланс мiж рiзними типами

клiтин. Таким чином, для досягнення оптимальної регенерацiї необхiдно

враховувати не лише швидкiсть подiлу клiтин, але й їхню функцiональну

роль у довгостроковiй перспективi.

Гiпотеза 5. Процес утворення двоядерних гепатоцитiв є

постiйним.

Розглянемо задачу верхньої оцiнки оптимальностi для регенерацiї

печiнки пiсля 70% PHx у сценарiї, коли параметр 𝜆3(𝑡) = 𝑏2𝑗(𝑡) = 0.2,∀𝑡.
Це вiдповiдає постiйному сигналу, який iнiцiює утворення двоядерних

гепатоцитiв протягом усього процесу регенерацiї. Такий пiдхiд дозволяє

оцiнити, як незмiнна iнтенсивнiсть цього процесу впливає на клiтинний

склад печiнки та ефективнiсть регенерацiї.

Рис. 4.8.(А) Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля 70% PHx у випадку

постiйного сигналу на утворення двоядерних гепатоцитiв

Порiвняння стратегiй регенерацiї печiнки у випадках повної

керованостi (Рис. 4.3) i постiйного сигналу на утворення двоядерних

клiтин (Рис. 4.8) показує, що основнi процеси вiдновлення, такi як

гiперплазiя, реплiкацiя i апоптоз, мають подiбну динамiку в обох

випадках. Проте важливою вiдмiннiстю є збiльшення частки двоядерних

гепатоцитiв наприкiнцi регенерацiї в сценарiї з постiйним сигналом (Рис.
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Рис. 4.8.(Б) Динамiка клiтинного складу печiнки пiсля 70% PHx у випадку

постiйного сигналу на утворення двоядерних гепатоцитiв

4.8 (Б)). Це свiдчить про те, що стабiльний стимул до утворення

двоядерних клiтин зберiгає їхню бiльшу чисельнiсть у клiтинному складi

пiсля завершення процесу регенерацiї.

Цей результат має бiологiчне обґрунтування, оскiльки двоядернi

гепатоцити виконують важливу роль у пiдтримцi резерву

функцiональностi печiнки, зокрема в умовах пiдвищених навантажень або

додаткових стресiв. Їхнє збiльшення може слугувати адаптивним

механiзмом, що дозволяє органу бiльш ефективно реагувати на майбутнi

виклики. Однак збереження високої частки двоядерних клiтин також

може свiдчити про необхiднiсть додаткових механiзмiв регулювання,

таких як контрольований апоптоз, для забезпечення балансу мiж рiзними

типами клiтин.

Отриманi результати дозволяють зробити важливий висновок: верхня

оцiнка оптимальностi процесiв регенерацiї печiнки добре вiдображає

реальнi бiологiчнi механiзми, спостережуванi в експериментах. Зокрема,

зростання частки двоядерних клiтин у моделi вказує на те, що цi клiтини

можуть бути пiдпорядкованi регуляцiї через контрольований апоптоз. Це

призводить до формулювання гiпотези про те, що гiперпластичнi клiтини
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органiзм контролює шляхом апоптозу для оптимiзацiї клiтинного складу

печiнки. Пiдтвердження цiєї гiпотези через бiологiчний експеримент стане

важливим кроком до глибшого розумiння процесiв регенерацiї.

4.2. Визначення верхньої оцiнки оптимальностi стратегiй

регенерацiї печiнки в умовах алкогольної хвороби

печiнки

Хронiчне та надмiрне вживання алкоголю є однiєю з основних причин

структурних пошкоджень i порушень функцiй органiв, про що свiдчать

численнi дослiдження, проведенi на людях i тваринах. Алкоголь особливо

згубно впливає на печiнку, яка через свою ключову роль у метаболiзмi

є найбiльш чутливим органом до токсичних впливiв. Разом iз печiнкою,

iншi органи, такi як шлунково-кишковий тракт, пiдшлункова залоза, серце

та кiстки, також страждають вiд порушень їхньої функцiї при тривалому

впливi етанолу[53].

Печiнка вiдiграє центральну роль у метаболiзмi етанолу,

переробляючи його в менш токсичнi сполуки. Ацетальдегiд, утворюваний

у процесi окислення алкоголю, є значно токсичнiшим за сам етанол.

Ацетальдегiд здатний зв’язуватися з бiлками, лiпiдами та нуклеїновими

кислотами, порушуючи їхню структуру i функцiю. Хоча печiнка

ефективно перетворює ацетальдегiд на ацетат, здатний включатися в

подальшi метаболiчнi реакцiї, постiйне надмiрне вживання алкоголю

перевантажує цей механiзм, призводячи до хронiчних пошкоджень.

Захворювання печiнки, пов’язанi з алкоголем, є однiєю з основних причин

патологiй цього органу, яким можна запобiгти [53, 68].

Цiкаво, що навiть пiсля тривалого перiоду зловживання алкоголем

печiнка має унiкальну здатнiсть до регенерацiї. Пiсля припинення

вживання алкоголю пошкоджена печiнка може частково або повнiстю

вiдновити свої функцiї та структуру, залежно вiд ступеня пошкоджень i
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вiдсутностi рецидивiв. Iншi органи також можуть зазнавати певного рiвня

вiдновлення, але їхнiй регенеративний потенцiал є обмеженим.

Тому провести чисельнi експерименти щодо наслiдкiв хронiчного

вживання алкоголю для печiнки, а також її здатностi до природного

вiдновлення пiсля припинення алкоголiзацiї. Розглянуто, як печiнка

метаболiзує етанол, оскiльки ця властивiсть тiсно пов’язана зi ступенем

ураження. Крiм того, описано механiзми пошкодження печiнки, а також

наведено докази вiдновлення пiсля вiдмови вiд алкоголю.

Важливий аспект цього експерименту полягає в тому, що поняття

«природне вiдновлення» вiдноситься до загоєння органiв без

використання зовнiшнiх терапевтичних агентiв, якi безпосередньо

стимулюють процес регенерацiї. Представленi бiологiчнi данi спираються

на результати дослiджень, проведених як на людях, так i на

експериментальних моделях, що дозволяє отримати цiлiсне уявлення про

вплив хронiчного вживання алкоголю та можливiсть вiдновлення

органiзму пiсля припинення цiєї шкiдливої звички [58, 68, 53].

Жирова дистрофiя печiнки (стеатоз), що характеризується

накопиченням лiпiдiв у гепатоцитах, є однiєю з найперших патологiчних

змiн, якi виникають у процесi розвитку алкогольної хвороби печiнки. Цей

стан є дуже поширеним серед людей, якi регулярно споживають великi

дози алкоголю — понад 90% тих, хто вживає 60 i бiльше грамiв етилового

спирту на день, розвивають стеатоз печiнки [38].

Стеатотична печiнка є значно бiльш вразливою до ушкоджень,

викликаних запаленням (наприклад, фактором некрозу або

ендотоксинами) i токсичними агентами. Цi чинники сприяють

прогресуванню захворювання до алкогольного стеатогепатиту, фiброзу,

цирозу i, у деяких випадках, до гепатоцелюлярної карциноми. Хоча

жирова дистрофiя печiнки розвивається практично у всiх осiб iз

хронiчним надмiрним споживанням алкоголю, лише у 20-40% таких

пацiєнтiв хвороба переходить у стадiю стеатогепатиту. З них лише

частина розвиває бiльш тяжкi стадiї — цироз печiнки або
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Рис. 4.9. Прогресування алкогольної хвороби печiнки [53]

гепатоцелюлярну карциному [68].

Алкогольний стеатогепатит, який характеризується ожирiнням

печiнки, запаленням iз накопиченням нейтрофiлiв, балонною

дегенерацiєю гепатоцитiв з тiльцями Меллорi-Денка або без них, а також

фiброзом. Ступiнь тяжкостi стеатогепатиту може коливатися вiд легкого

до важкого i накладається на хронiчне захворювання печiнки. Тяжкiсть

стеатогепатиту можна оцiнити за допомогою моделi термiнальної стадiї

захворювання печiнки (MELD). Оцiнка MELD, що перевищує 20, була

запропонована як визначення тяжкого стеатогепатиту з приблизно 20%

летальнiстю. Симптоми стеатогепатиту включають зниження апетиту,

нудоту i блювоту, бiль у животi, втомлюванiсть i слабкiсть. У людей з

важким алкогольним гепатитом спостерiгається жовтяниця (пожовтiння

шкiри), темна сеча, ниркова недостатнiсть i сплутанiсть свiдомостi.

Дiагноз стеатогепатит встановлюється шляхом задокументованого

вживання алкоголю бiльше 8 тижнiв до звернення за допомогою. Що

стосується стеатозу, то основною терапiєю, рекомендованою при легкому i

тяжкому стеатогепатит iз синдромом системної запальної вiдповiдi, є

утримання вiд вживання алкоголю. Це забезпечує найкращий

довгостроковий результат для виживання та вiдновлення. Дiйсно, Кiрпiч
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та iн. повiдомили, що пiсля 2 тижнiв утримання у пацiєнтiв iз запаленням

i пiдвищеним вмiстом ендотоксину в сироватцi спостерiгалося

покращення. В iнших статтях цiєї тематичної серiї надається iнформацiя

про фармакологiчну терапiю на додаток до когнiтивно-поведiнкової

терапiї, яка, як вiдомо, є ключовою для запобiгання рецидивам пiд час

утримання; обидвi цi терапiї демонструють прискорене одужання вiд

стеатогепатиту. Крiм того, харчовi добавки є корисними для вiдновлення

пiсля ALD [36].

Повторнi епiзоди стеатогепатиту супроводжуються фiброзом печiнки i

характеризуються збiльшенням i вiдмиранням гепатоцитiв. Нормальнi

клiтини паренхiми печiнки замiнюються регенеративними вузликами,

оточеними фiброзною (рубцевою) тканиною. Якщо утворюється достатня

кiлькiсть рубцевої тканини, печiнка втрачає функцiю в цих рубцях.

Симптоми включають втому, павукоподiбну ангiому, почервонiння долонь

i пожовтiння шкiри. Цi пацiєнти також мають пiдвищений ризик

розвитку гепатоцелюлярної карциноми з ризиком протягом життя

приблизно вiд 3% до 10% i щорiчним ризиком приблизно 1% [68].

Прогресування хвороби вiд стеанозу до цирозу залежить вiд низки

факторiв, серед яких iндивiдуальна генетична схильнiсть, спосiб життя

(зокрема, рацiон харчування та рiвень фiзичної активностi), а також

наявнiсть вiрусних iнфекцiй, якi можуть значно посилювати тяжкiсть

перебiгу захворювання. Патогенез алкогольної хвороби печiнки є

складним i багатофакторним. Цими факторами ми знехтуємо.

Пiдкреслимо, що найефективнiшою терапевтичною стратегiєю для

лiкування алкогольної хвороби печiнки є повна вiдмова вiд алкоголю.

Iснують переконливi докази того, що утримання вiд алкоголю може

значно покращити результати лiкування на всiх стадiях захворювання,

навiть у випадках iз вираженим ураженням печiнки [38].
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4.2.1. Визначення початкових умов

Надмiрне вживання алкоголю (≥ 60 г/день) протягом бiльш нiж двох

тижнiв часто призводить до розвитку стеатозу. Це стан, при якому жир

накопичується в бiльш нiж 5% гепатоцитiв, переважно у виглядi

макровезикулярного стеатозу — великих лiпiдних крапель усерединi

клiтин печiнки. У бiльшостi випадкiв стеатоз розвивається без виражених

симптомiв, хоча деякi пацiєнти можуть скаржитися на слабкiсть, нудоту

або бiль у правому пiдребер’ї. У пацiєнтiв iз цим станом також

спостерiгаються помiрнi пiдвищення рiвнiв печiнкових ферментiв у кровi,

таких як аланiнтрансамiназа, аспартаттрансамiназа i

гамма-глутамiлтрансфераза [68].

Важливо, що стеатоз є зворотним процесом. Дослiдження показують,

що повна вiдмова вiд алкоголю протягом 2–3 тижнiв сприяє повному

зникненню жирових вiдкладень у печiнцi. У бiоптатах, взятих пiсля

такого перiоду утримання, структура печiнкових тканин виглядає

нормальною навiть при детальному аналiзi за допомогою електронної

мiкроскопiї. Подiбнi висновки було зроблено в роботi Мехта та спiвавторiв

[44], якi повiдомили, що утримання вiд алкоголю протягом одного мiсяця

у людей iз значним споживанням алкоголю (в середньому 258

г/тиждень) призвело до нормалiзацiї рiвнiв печiнкових ферментiв в

сироватцi кровi.

Цi змiни вiдбулися навiть без суттєвих змiн способу життя, таких як

корекцiя рацiону чи збiльшення фiзичної активностi. Це вказує на те, що

утримання вiд алкоголю саме по собi є головним фактором, який сприяє

вiдновленню функцiй печiнки та покращенню загального стану органiзму.

Для дослiдження впливу тривалого вживання алкоголю на процеси

регенерацiї печiнки змоделюємо вiдповiдну ситуацiю. Процес

двотижневого споживання етанолу буде описано через функцiю

зовнiшньої токсичностi 𝜏𝑡, яка характеризує токсичний вплив етанолу на

тканини печiнки протягом цього перiоду. Оскiльки очiкується, що
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регенерацiя печiнки пiсля такого впливу триватиме щонайменше 6

тижнiв, було обрано дискретизацiю часу ∆𝑡, рiвну 30 хвилинам. Такий

вибiр забезпечує достатню деталiзацiю для точного моделювання як

довготривалих процесiв, таких як регенерацiя клiтинного складу, так i

короткотривалих процесiв, зокрема реакцiй гепатоцитiв на токсичний

вплив.

Для початкових умов моделювання регенерацiї печiнки був

визначений розподiл клiтин 𝑥0, який вiдповiдає типовому стану печiнки

середньостатистичної людини. У цьому розподiлi 77% клiтин становлять

нормальнi гепатоцити, 9% — полiплоїднi клiтини, 6% — двоядернi

клiтини, i 8% — гепатоцити, якi перебувають у станi гiперплазiї. Такий

розподiл забезпечує реалiстичну основу для моделювання, оскiльки

вiдображає природну динамiку клiтинного складу здорової печiнки.

Вибiр початкових умов та параметрiв моделювання дає змогу не лише

детально вiдобразити вплив етанолу на клiтинний склад печiнки, але й

вивчити механiзми її вiдновлення. Моделювання дозволяє врахувати, як

рiзнi типи гепатоцитiв реагують на токсичний вплив та якi процеси

(гiперплазiя, реплiкацiя, апоптоз) сприяють вiдновленню функцiональної

маси органа.

4.2.2. Результати чисельних розрахункiв для задачi пошуку верхньої

оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки пiсля алкогольного

ураження

При розв’язаннi задачi оптимiзацiї, спрямованої на максимальне

вiдновлення функцiонального стану печiнки пiсля двотижневого

токсичного впливу алкоголю, були визначенi оптимальнi стратегiї

регенерацiї (Рис. 4.10). Отриманi результати демонструють узгоджену

регуляцiю ключових механiзмiв, зокрема гiперплазiї, реплiкацiї,

полiплоїдiї, контрольованого апоптозу та подiлу двоядерних гепатоцитiв,

що забезпечують вiдновлення печiнкової функцiї.



121

Рис. 4.10. Стратегiя регенерацiї печiнки пiсля алкогольного ураження

На графiку 4.10 видно, що першою реакцiєю печiнки на алкогольне

ураження є збiльшення розмiру гепатоцитiв, або гiперплазiя (параметр

𝑔(𝑡), а також подiл двоядерних гепатоцитiв (параметр 𝑎2𝑗(𝑡)). Цi процеси

є швидкими та ефективними механiзмами для пiдтримання функцiй

печiнки в умовах стресу. Протягом двотижневого перiоду накопичення

етанолу в кровi спостерiгається зростання параметра гiперплазiї, що

свiдчить про активiзацiю адаптацiйних механiзмiв органiзму. Це

зростання демонструє посилену пролiферацiю гепатоцитiв, яка

спрямована на компенсацiю токсичного впливу алкоголю та пiдтримання

функцiональної активностi печiнки. Така вiдповiдь органiзму є типовою

для початкових етапiв адаптацiї до хронiчного токсичного навантаження.

Однак, одночасно з цим, у гепатоцитах спостерiгається надмiрне

накопичення жирiв, що є ранньою ознакою патологiчних змiн i

характерним маркером початкових стадiй алкогольного ураження

печiнки.

Незважаючи на активiзацiю адаптацiйних механiзмiв, таких як

гiперплазiя, надмiрне накопичення жирiв у гепатоцитах сигналiзує про



122

обмеженiсть компенсацiйних ресурсiв органiзму. Без усунення впливу

етанолу цi змiни можуть призвести до прогресування патологiчного

процесу, зокрема до розвитку алкогольного стеатогепатиту, фiброзу або

цирозу печiнки.

Пiсля припинення вживання алкоголю наприкiнцi другого тижня

починається поступовий процес вiдновлення печiнки. На цьому етапi

стають бiльш активними iншi механiзми регенерацiї, такi як реплiкацiя

(параметр 𝑎(𝑡)) i полiплоїдiя, що дозволяють ефективно збiльшувати

кiлькiсть функцiональних клiтин. Одночасно з цим контрольований

апоптоз (параметр 𝑤(𝑡)) забезпечує видалення гiпертрофованих клiтин,

якi вже не можуть повноцiнно виконувати свої функцiї. Це створює умови

для оновлення клiтинного складу та звiльнення мiсця для нових,

здорових гепатоцитiв.

Варто зазначити, що оптимальнi стратегiї регенерацiї, визначенi в ходi

моделювання, вiдповiдають вiдомим бiологiчним даним. Результати

чисельного експерименту регенерацiї печiнки пiсля двотижневого

алкогольного ураження демонструють ключову роль скоординованої

роботи механiзмiв вiдновлення, таких як гiперплазiя, реплiкацiя,

полiплоїдiя, подiл двоядерних клiтин та контрольований апоптоз. На

початковому етапi, в умовах алкогольного стресу, печiнка компенсує

втрату функцiональностi через гiперплазiю та подiл двоядерних

гепатоцитiв, забезпечуючи тимчасову пiдтримку функцiонального стану

[58]. Пiсля припинення вживання алкоголю починається активний процес

вiдновлення, у якому беруть участь реплiкацiя та контрольований

апоптоз, що сприяють оновленню клiтинного складу печiнки та

вiдновленню її структури. Залучення механiзму апоптозу дозволяє

органiзму видалити нефункцiональнi або пошкодженi клiтини,

звiльняючи мiсце для новоутворених здорових гепатоцитiв.

Отриманi стратегiї регенерацiї пiдтверджують вiдомi бiологiчнi данi, а

також пiдкреслюють важливiсть вiдмови вiд алкоголю для активацiї

довгострокових механiзмiв вiдновлення. Встановлено, що пiсля
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припинення токсичного впливу навiть значно пошкоджена печiнка здатна

до вiдновлення своїх функцiй.

Таким чином, моделювання процесiв регенерацiї печiнки забезпечує

цiнне розумiння механiзмiв вiдновлення та може бути використане для

розробки персоналiзованих пiдходiв до лiкування алкогольного ураження

печiнки. Результати дослiдження також створюють пiдґрунтя для

подальшого вивчення регенерацiйних механiзмiв та перевiрки

запропонованих гiпотез у клiнiчних умовах.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi ми проводили чисельнi експерименти i дослiджували

вплив рiзних керуючих параметрiв на процеси регенерацiї печiнки пiсля

часткової гепатектомiї (70% PHx), а також у разi алкогольного ураження.

Основна увага придiлялася аналiзу ключових механiзмiв, таких як

гiперплазiя, реплiкацiя, утворення та подiл двоядерних гепатоцитiв,

полiплоїднiсть i контрольований апоптоз.

Основнi результати роздiлу:

� Вiдсутнiсть контрольованого апоптозу (𝜔(𝑡) = 0): У сценарiї, де

контрольований апоптоз вiдсутнiй, процес регенерацiї призводить до

накопичення гiпертрофованих клiтин, якi не оновлюються. Це

свiдчить про критичну роль апоптозу в оптимiзацiї клiтинного

складу печiнки для забезпечення її довгострокової

функцiональностi.

� Випадковий апоптоз (експоненцiйний розподiл): При

неконтрольованому апоптозi з випадковою iнтенсивнiстю

регенерацiя залишається менш ефективною порiвняно з повною

керованiстю, що пiдтверджує важливiсть точного регулювання

цього процесу органiзмом.

� Постiйна полiплоїднiсть (𝑏(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡): У випадку постiйного
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сигналу на утворення полiплоїдних клiтин, їхня кiнцева частка

значно перевищує ту, що спостерiгається за умов повної керованостi.

Це вказує на необхiднiсть динамiчного регулювання полiплоїдностi

для збалансування функцiональностi печiнки та її адаптацiйного

потенцiалу.

� Постiйний подiл двоядерних клiтин (𝑎2𝑗(𝑡) = 0.2): Постiйний сигнал

на подiл двоядерних гепатоцитiв забезпечує ефективне збiльшення

кiлькостi мононуклеарних клiтин, але призводить до повного

зникнення двоядерних клiтин.

� Постiйне утворення двоядерних клiтин (𝑏2𝑗(𝑡) = 0.2): Постiйний

сигнал на утворення двоядерних гепатоцитiв збiльшує їхню частку

пiсля завершення регенерацiї, що пiдкреслює їхню роль у резервних

механiзмах адаптацiї органа.

Результати чисельних експериментiв пiдтверджують, що апоптоз

гiпертрофованих клiтин вiдiграє ключову роль у регенерацiї,

забезпечуючи оновлення клiтинного складу та створення умов для

адаптацiї органа до майбутнiх стресiв. Також ефективне вiдновлення

печiнки можливе лише за умови динамiчного регулювання полiплоїдностi.

Постiйна полiплоїднiсть призводить до функцiональної стабiльностi, але

знижує адаптацiйний резерв органа. Мiж утворенням i подiлом

двоядерних клiтин потрiбно зберiгати баланс, оскiльки їхня надмiрна

активацiя або вiдсутнiсть порушує клiтинний склад печiнки, знижуючи її

функцiональнiсть у довгостроковiй перспективi.

У випадку отруєння етанолом зазначимо, що оптимальнi стратегiї

регенерацiї, визначенi в ходi чисельних експериментiв, вiдповiдають

вiдомим бiологiчним даним, що пiсля припинення вживання алкоголю

пошкоджена печiнка здатна до вiдновлення своїх функцiй.

Результати роздiлу були опублiкованi в [1, 5].

Отриманi результати пiдтверджують адекватнiсть використаної

моделi для дослiдження регенерацiйних процесiв, що вiдкриває
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перспективи її застосування для прогнозування поведiнки печiнки за

рiзних умов та розробки нових терапевтичних стратегiй.



ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У межах дисертацiйної роботи було проведено комплексне дослiдження

процесiв регенерацiї печiнки, що включає аналiз бiологiчних механiзмiв,

математичне моделювання, оптимiзацiю стратегiй регенерацiї та чисельнi

експерименти. Основнi результати роботи подiляються на кiлька ключових

етапiв.

У першому роздiлi було проведено аналiз iснуючих методiв

моделювання бiологiчних систем, зокрема печiнки. Зроблено огляд

проєктiв, присвячених моделюванню бiологiчних процесiв

функцiонування органу. Визначено переваги дискретних методiв

моделювання у порiвняннi з неперервними, якi мають низку обмежень,

таких як чисельнi похибки та складнiсть опису складних бiологiчних

систем. Обґрунтовано вибiр дискретного методу для створення моделi

регенерацiї печiнки та використання адаптивного динамiчного

програмування для оптимiзацiї процесiв регенерацiї.

У другому роздiлi змодельовано динамiку клiтинного складу печiнки з

урахуванням ключових процесiв, таких як реплiкацiя, гiперплазiя,

полiплоїднiсть, бiнуклеацiя, апоптоз та некроз. Математична модель

узагальнює вiдомi пiдходи до популяцiйної динамiки, такi як рiвняння

Лотки-Вольтерра, iнтегро-диференцiальнi рiвняння Вольтерра та їх

модифiкацiї. Проведено верифiкацiю моделi для рiзних сценарiїв,

включаючи часткову гепатектомiю та токсичне ураження.

Третiй роздiл зосереджено на дослiдженнi та оптимiзацiї процесiв

регенерацiї печiнки за допомогою методiв адаптивного динамiчного

програмування. Цi методи були спецiально адаптованi для роботи з

нестацiонарними i нелiнiйними системами, що характерно для бiологiчних

процесiв. Завдяки особливостям бiоподiбних систем, де функцiя вартостi

вiдображає енергетичнi та ресурснi витрати органiзму, модифiкацiя

адаптивного динамiчного програмування вiдбувається органiчно,
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враховуючи природну динамiку регуляцiї. У роздiлi детально розглянуто

алгоритми розв’язання задачi адаптивного динамiчного програмування

двома пiдходами: за стратегiями (визначення оптимального набору дiй

залежно вiд поточного стану системи); за значеннями (обчислення

оптимальної функцiї вартостi для вибору найкращих стратегiй).

Однiєю з ключових iнновацiй стало впровадження нейронних мереж,

що значно знизило обчислювальну складнiсть задачi. Це дозволило

ефективно обробляти великi простори станiв i дiй без втрати точностi, що

є важливим для моделювання складних бiологiчних процесiв, таких як

регенерацiя печiнки.

Результати дослiдження пiдтвердили, що використання адаптивного

динамiчного програмування у поєднаннi з нейронними мережами не лише

пiдвищує точнiсть прогнозiв, а й дозволяє адаптувати модель до змiнних

умов, зокрема враховуючи вплив зовнiшнiх та внутрiшнiх факторiв. Це

вiдкриває можливостi для бiльш глибокого розумiння механiзмiв

регенерацiї та розробки персоналiзованих пiдходiв до їх оптимiзацiї.

У четвертому роздiлi було проведено низку чисельних експериментiв.

Обрано чисельнi дослiдження для вивчення впливу рiзних параметрiв

регуляцiї на процеси регенерацiї печiнки пiсля часткової гепатектомiї та

токсичного ураження. Встановлено критичну роль контрольованого

апоптозу та динамiчного регулювання полiплоїдностi у забезпеченнi

адаптацiйного потенцiалу органа. Виявлено, що баланс мiж утворенням i

подiлом двоядерних клiтин має вирiшальне значення для пiдтримання

клiтинного складу та функцiональностi печiнки.

Розроблена математична модель регенерацiї печiнки

продемонструвала свою адекватнiсть та потенцiал для прогнозування

поведiнки печiнки за рiзних умов. Методи адаптивного динамiчного

програмування забезпечують ефективну оптимiзацiю регенерацiйних

процесiв, дозволяючи розробляти новi терапевтичнi стратегiї. Проведенi

дослiдження мають вагоме значення для науки, а також можуть знайти

застосування у медичнiй практицi, зокрема у моделюваннi реакцiї
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органiзму на токсичнi ураження та розробцi пiдходiв до лiкування

захворювань печiнки.

У дисертацiйний роботi отриманi наступнi новi результати:

1) Побудовано розширену математичну модель процесiв регенерацiї

печiнки. Вона вiдображає такi клiтиннi стани, як гiперплазiя,

полiплоїднiсть, бiнуклеацiя, некроз та апоптоз, що дозволяє деталiзувати

процеси регенерацiї органа.

2) Сформульовано гiпотезу, що регуляцiя процесiв регенерацiї печiнки

базується на принципах самоорганiзацiї, якi виникли в результатi

еволюцiї. Ця гiпотеза припускає, що такi процеси оптимiзуються за

критерiями, якi мiнiмiзують енергетичнi витрати органiзму та

пiдвищують його адаптацiйний потенцiал.

3) На основi розробленої моделi сформульовано задачу оптимiзацiї,

яка враховує як зовнiшнi, так i внутрiшнi змiни, а також адаптацiйнi

властивостi органiзму. Критерiї оптимальностi орiєнтованi на мiнiмiзацiю

витрат i максимiзацiю ефективностi функцiонування органа.

4) Використано та адаптовано методи адаптивного динамiчного

програмування для роботи з нестацiонарними системами. Модифiкацiя

методiв дозволила врахувати обмежену функцiю вартостi та складну

динамiку клiтинних процесiв у печiнцi, включно з реакцiєю на токсичнi

впливи.

5) Результати моделювання пiдтвердили адекватнiсть розробленої

моделi, що дозволяє використовувати її для аналiзу регенерацiйних

процесiв. Це створює перспективи для застосування моделi в

прогнозуваннi поведiнки печiнки за рiзних умов та у розробцi

iнновацiйних терапевтичних пiдходiв.

Всi результати роботи були опублiкованi в наукових виданнях, що

пiдтверджує їхню новизну та актуальнiсть.
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Додаток А

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ

ДИСЕРТАЦIЙНОГО ДОСЛIДЖЕННЯ

Статтi у наукових фахових виданнях України:

1. Karieva V.V., Lvov S.V. Mathematical model of liver regeneration

processes: homogeneous approximation. Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv

National University. Ser. ”Mathematics, Applied Mathematics and

Mechanics”. 2018. 87, 29-41.

DOI: 10.26565/2221-5646-2018-87-03

Особистий внесок здобувача: побудова математичної моделi. Було

розроблено рiвняння динамiки рiзних функцiональних клiтин

печiнки на основi рiвняння Лотки-Вольтерра.

Особистий внесок Львова С. В.: пояснення процесiв регенерацiї

печiнки з бiологiчної точки зору.

2. Karieva V.V., Lvov S.V., Artyukhova L.P. Different strategies in the

liver regeneration processes. Numerical experiments on the

mathematical model. Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv National

University. Ser. ”Mathematics, Applied Mathematics and Mechanics”.

2020. 91, 36-44.

DOI: 10.26565/2221-5646-2020-91-03

Особистий внесок здобувача: розробка програмного забезпечення

для реалiзацiї побудованої математичної моделi, чисельнi

експерименти. Вiдповiднi результати наведенi в практичнiй

частинi роботи.

Особистий внесок Львова С. В.: вибiр i затвердження бiологiчних

гiпотез, перевiрка результатiв чисельних експериментiв на

вiдповiднiсть бiологiчним тенденцiям.

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2018-87-03
https://doi.org/10.26565/2221-5646-2020-91-03
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Особистий внесок Артюхової Л.П.: перевiрка результатiв

чисельних експериментiв на вiдповiднiсть бiологiчним

тенденцiям.

3. Карєва В. В., Львов С. В. Задача знаходження верхньої оцiнки

оптимальностi для стратегiй регенерацiї печiнки у випадку

часткової гепатектомiї. Вiсник Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна. Серiя «Maтeмaтикa,

приклaднa мaтeмaтикa i механiка». 2023 97, 41-58.

DOI: 10.26565/2221-5646-2023-97-04

Особистий внесок здобувача: розробка програмного забезпечення для

реалiзацiї побудованої математичної моделi, критерiю оптимiзацiї,

а також чисельнi експерименти. Вiдповiднi результати наведенi в

практичнiй частинi роботи.

Особистий внесок Львова С. В.: вибiр i затвердження чисельних

експериментiв у вiдповiдностi з iснуючими бiологiчними

експериментами, перевiрка результатiв чисельних експериментiв

на вiдповiднiсть бiологiчним тенденцiям.

4. Карєва В. В., Львов С. В. Методи адаптивно динамiчного

програмування для визначення оптимальної стратегiї регенерацiї

печiнки. Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.

Н. Каразiна. Серiя «Maтeмaтикa, приклaднa мaтeмaтикa i

механiка». 2024. 99, 22-35.

DOI: 10.26565/2221-5646-2024-99-02

Особистий внесок здобувача: модифiкацiя алгоритмiв навчання з

пiдкрiпленням для побудованої нестацiонарної системи: за

стратегiями керування та за значеннями.

Особистий внесок Львова С. В.: вибiр i затвердження методу

адаптивного динамiчного програмування, концептуалiзацiя,

перевiрка результатiв.

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2023-97-04
https://doi.org/10.26565/2221-5646-2024-99-02
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Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв

дисертацiйної роботи:

5. Карєва В. В. Математична модель процессiв регенерацiї печiнки в

однорiдному наближеннi. Збiрник тез доповiдей XII Мiжнародна

науково-практична конференцiя ”Сучаснi проблеми математики

та її застосування у природничих науках та iнформацiйних

технологiях”. 2017 Харкiв, с. 17.

6. Карєва В. В. Регуляцiя процесiв регенерацiї печiнки органiзму, як

рiшення задач оптимального керування. Збiрник тез доповiдей XIII

Мiжнародна науково-практична конференцiя ”Сучаснi проблеми

математики та її застосування у природничих науках та

iнформацiйних технологiях”. 2018, Харкiв, с. 35.

7. Karieva V., Lvov S. Representation of the organs’ and tissues’

regeneration processes, as a solution of some optimal control problems,

the criteria and methods of which are derived from the biological

principles of evolutionary developmental biology. In: Book of Abstracts

of the 3rd International Conference ”Differential Equations and Control

Theory”. 2018, Kharkiv, p. 27.

8. Karieva V., Lvov S. The identification of the rules processes’ regulation

during restoration (regeneration) of dynamic homeostasis by methods of

Adaptive Dynamic Programming. In: Book of Abstracts of the 5th

International Conference ”Differential Equations and Control Theory”.

2021, Kharkiv, p. 22.

9. Карєва В.В., Львов С. В. Iдентифiкацiя правил регуляцiї процесiв

регенерацiї печiнки методами адаптивного динамiчного

програмування. Збiрник тез доповiдей XVIII Мiжнародна

науково-практична конференцiя ”Сучаснi проблеми математики

та її застосування у природничих науках та iнформацiйних

технологiях”. 2024, Харкiв, с. 34.



141

Додаток Б

Лiстинг частини коду програми

1 import numpy as np

2 import s c ipy . opt imize

3 import matp lo t l i b . patches as patches

4 import matp lo t l i b . pyplot as p l t

5 from matp lo t l i b . path import Path

6

7 def Sum( List , time , number ) :

8 Sum = 0

9 for i in range ( number ) :

10 Sum = Sum + Li s t [ i ] [ time ]

11 return Sum

12

13 from s c ipy . s t a t s import expon

14 def apopto s i s ( alpha , x ) :

15 pdf = alpha *expon . pdf ( alpha *x )

16 return pdf

17 x = np . l i n s p a c e (20 ,400 , 380)

18 alpha=0.01

19 pdf=apopto s i s ( alpha , x )

20

21 def k ( time ) :

22 k = 1=(1/K) *(Sum(G, time , N) + Sum(G4, time , N) + G8 [

time ] + Sum(G2j , time , D) + sum(Ggip1 [ 1 ] [ t ] [ n ] +

Ggip2 [ 1 ] [ t ] [ n ] , 2 ,N) , n = 1 , R1*M=1) + sum(sum(Ggip1

[ r ] [ t ] [ n ] + Ggip2 [ r ] [ t ] [ n ] , 2 , N) , n = 1 , R2*M=1) , r

= 2 , 3) + sum(Ggip1 [ 4 ] [ t ] [ n]+Ggip2 [ 4 ] [ t ] [ n ] , n = 1 ,

R3*M) )
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23 return k

24

25 def ControlParam ( time ) :

26 time = Symbol ( ’ t ’ )

27 a = a ( time )

28 b = b( time )

29 a2 j = a2j ( time )

30 b2j = b2j ( time )

31 g = g ( time )

32 w = w( time )

33 return a , b , a2j , b2j , g , w

34

35 def phi (x , y , z , a , alpha ) :

36 return ( ( z*x*x ) /(1 + alpha *x*x ) + a*y ) *(1 = ( ( z*x*x ) /(1

+ alpha *x*x )+a*y ) /z )

37

38 K = 0.7*G[ 0 ] [ 0 ] + 0 .1*G4 [ 0 ] [ 0 ] + 0.05*G8 [ 0 ] + 0 .1*G2j

[ 0 ] [ 0 ] + 0.05*Ggip1 [ 0 ] [ 1 ] [ k ]

39 T = 400

40

41 NN = [36 , 36 , 36 , 36 ]

42 N = sum(NN)

43 D = 24

44 M = 30

45

46 G = np . z e r o s ( (N,T) )

47 G4 = np . z e r o s ( (N,T) )

48 G8 = np . z e r o s ( (T, 1 ) )

49 G2j = np . z e r o s ( (D,T) )

50 G[ 0 ] [ 0 ] = 500

51 G4 [ 0 ] [ 0 ] = 200
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52 G8 [ 0 ] = 100

53 G2j [ 0 ] [ 0 ] = 200

54

55 s = [ 36 , 144 , 6 ]

56 S = np . z e r o s ( (N,T) )

57 Sab = np . z e r o s ( (N,T) )

58 Sn = np . z e r o s ( (N,T) )

59 PrN = np . z e r o s ( (T, 1 ) )

60 Tox = np . z e r o s ( (T, 1 ) )

61 PrN [ 0 ] = 50

62 Toxic = [ 0 . 1 , 0 . 3 , 0 . 7 ]

63

64 nu = 0 .4

65 mu = 0.8

66

67 t = 0

68 while ( t < T) :

69 a , b , a2j , b2j , g , g2 = ControlParam ( t )

70 G[ 0 ] [ t+1] = G[ 0 ] [ t ] = a ( t ) *k ( t ) *G[ 0 ] [ t ] + 2*mu*G[N=1] [ t

]+a ( t ) *k ( t ) *nu*G[ 0 ] [ t ]=g ( t ) *G[ 0 ] [ t ]

71 G[ 1 ] [ t+1] = G[ 1 ] [ t ] + ( a ( t ) *k ( t ) = a ( t ) *k ( t ) *nu) *G[ 0 ] [ t

] = (mu = mu*nu) *G[ 1 ] [ t ]

72 n = N[0]+N[ 1 ]

73 for i in range (2 , n ) :

74 G[ i ] [ t+1] = G[ i ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[ i =1] [ t ] = (mu =

mu*nu) *G[ i ] [ t ]

75 G[ n ] [ t+1] = G[ n ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[ n=1] [ t ] = mu*G[ n ] [

t ] + mu*nu*(1=b( t ) ) *G[ n2 ] [ t ]

76 G[ n+1] [ t+1] = G[ n+1] [ t ] + (mu = mu*nu) *(1 = b( t ) ) *G[ n ] [

t ] = (mu = mu*nu) *G[ n+1] [ t ]

77 nn = N = D
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78 for i in range (n + 2 , nn) :

79 G[ i ] [ t+1] = G[ i ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[ i =1] [ t ] = (mu =

mu*nu) *G[ i ] [ t ]

80 G[ nn ] [ t+1] = G[ nn ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[ nn=1] [ t ] = mu*G[

nn ] [ t ] + mu*nu*(1 = a2 j ( t ) ) *G[ nn ] [ t ]

81 G[ nn+1] [ t+1] = G[ nn+1] [ t ] + (mu = mu*nu) *(1 = a2 j ( t ) ) *

G[ nn ] [ t ] = mu*G[ nn+1] [ t ] + mu*nu*G[ nn+1] [ t ] + b2j ( t )

*k ( t ) *G2j [ 0 ] [ t ]

82 for i in range (nn+2, N=1) :

83 G[ i ] [ t+1] = G[ i ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[ i =1] [ t ] = (mu =

mu*nu) *G[ i ] [ t ]

84 G[N=1] [ t+1] = G[N=1] [ t ] + (mu = mu*nu) *G[N=2] [ t ] = mu*G

[N=1] [ t ]

85

86

87 G4 [ 0 ] [ t+1] = G4 [ 0 ] [ t ] = a ( t ) *k ( t ) *G4 [ 0 ] [ t ] + 2*mu*G4[N

=1] [ t ] + a ( t ) *k ( t ) *nu*G4 [ 0 ] [ t ] + mu*b( t ) *G[ n ] [ t ] = g

( t ) *G4 [ 0 ] [ t ]

88 G4 [ 1 ] [ t+1] = G4 [ 1 ] [ t ] + a ( t ) *k ( t ) = a ( t ) *k ( t ) *nu*G4 [ 0 ] [

t ] = mu*G4 [ 1 ] [ t ] + mu*nu*G4 [ 1 ] [ t ]

89 for i in range (2 , n ) :

90 G4[ i ] [ t+1] = G4 [ i ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G4[ i =1] [ t ] = (mu

= mu*nu) *G4[ i ] [ t ]

91 G4[ n ] [ t+1] = G4 [ n ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G4[ n=1] [ t ] = mu*G4

[ n ] [ t ] + mu*nu*(1 = b( t ) ) *G4[ n ] [ t ]

92 G4[ n+1] [ t+1] = G4 [ n+1] [ t ] + (mu = mu*nu) *(1 = b( t ) ) *G4[

n ] [ t ] = mu*G4[ n+1] [ t ] + mu*nu*G4[ n ] [ t ]

93 for i in range (n+2, N=1) :

94 G4[ i ] [ t+1] = G4 [ i ] [ t ] + (mu = mu*nu) *G4[ i =1] [ t ] = (mu

= mu*nu) *G4[ i ] [ t ]

95 G4[N=1] [ t+1] = G4 [N=1] [ t ] + (mu = mu*nu) *G4[N=2] [ t ] =
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mu*G4[N=1] [ t ]

96

97

98 G8[ t+1] = G8 [ t ] + mu*nu*b( t ) *G4[ n ] [ t ] = g ( t ) *G8[ t ]

99 G2j [ 0 ] [ t+1] = G2j [ 0 ] [ t ] + mu* a2 j ( t ) *G[ nn ] [ t ] = b2j ( t ) *k

( t ) *G2j [ 0 ] [ t ] = g ( t ) *G2j [ 0 ] [ t ]

100

101 i f Toxic [ 0 ] < Tox [ t ] < Toxic [ 1 ] :

102 for r in range (6 ) :

103 S [ r * s3 +1] [ t+1] = S [ r * s3 ] [ t ] + phi (Tox [ t ] , alpha ) *(S [

r * s3 ] [ t ] + G[ 1 ] [ t ] ) + mu*nu*S [ r * s3 +1] [ t ]

104 S [ 1 ] [ t+1] = S [ 1 ] [ t ] + phi (Tox [ t ] , alpha ) *(S [ r * s3 ] [ t ]

+ G[ 1 ] [ t ] ) + (mu*nu = mu) *S [ 1 ] [ t ]

105 for k in range (2 , s3=1) :

106 S [ r * s3+k ] [ t+1] = S [ r * s3+k ] [ t ] + (mu = mu*nu) *S [ r * s3

+k=1] [ t ] = mu*S [ r * s3+k ] [ t ] + mu*nu*S [ r * s3+k ] [ t ]

107 S [ r * s3 ] [ t+1] = S [ r * s3 ] [ t ] + mu*S [ r * s3 =1] [ t ] = phi (Tox

[ t ] , alpha ) *S [ r * s3 ] [ t ]

108 e l i f Toxic [ 1 ] <= Tox [ t ] < Toxic [ 2 ] :

109 Sab [ 1 ] [ t+1] = Sab [ 1 ] [ t ] + phi (Tox [ t ] , alpha ) *G[ 1 ] [ t ]

+ (mu*nu = mu) *Sab [ 1 ] [ t ]

110 for k in range (2 , s2=1) :

111 Sab [ k ] [ t+1] = Sab [ k ] [ t ] + (mu = mu*nu) *Sab [ k=1] [ t ]

= mu*Sab [ k ] [ t ] + mu*nu*Sab [ k ] [ t ]

112 Sab [ s2 ] [ t+1] = Sab [ s2 ] [ t ] + mu*Sab [ s2 =1] [ t ]

113 else :

114 Sn [ 1 ] [ t+1] = Sab [ 1 ] [ t ] + phi (Tox [ t ] , alpha ) *G[ 1 ] [ t ] +

(mu*nu = mu) *Sn [ 1 ] [ t ]

115 for k in range (2 , s3=1) :

116 Sn [ k ] [ t+1] = Sn [ k ] [ t ] + (mu = mu*nu) *Sn [ k=1] [ t ] =

mu*Sn [ k ] [ t ] + mu*nu*Sn [ k ] [ t ]
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117 Sn [ s3 ] [ t+1] = Sn [ s3 ] [ t ] + mu*Sn [ s3 =1] [ t ]

118

119 Tox [ t+1] = Tox [ t ] = Tox [ t ]* x [ t ] = Tox [ t ]* c1

120 t = t+1

121

122 def f u c t i o n a l i t y ( time ) :

123 F = 1=(1/sum(G) ) *( c [ 0 ] *Sum(G, time , N) + c [ 1 ] *Sum(G4,

time , N)+ c [ 2 ] *G8[ time ] + c [ 3 ] *Sum(G2j , time , D) )+ c

[ 4 ] *sum(Ggip1 [ 1 ] [ t ] [ n]+Ggip2 [ 1 ] [ t ] [ n ] + Sum(Ggip3

[ 1 ] [ t ] [ n ] [ p ] , 2 ,N) , n = 1 , R1*M=1) + c [ 5 ] *sum(sum(

Ggip1 [ r ] [ t ] [ n]+Ggip2 [ r ] [ t ] [ n]+ Sum(Ggip3 [ r ] [ t ] [ n ] [ p

] , 2 , N) , n = 1 , R2*M=1) , r = 2 , 3) + c [ 6 ] *sum(Ggip1

[ 4 ] [ t ] [ n]+Ggip2 [ 4 ] [ t ] [ n ] , n = 1 , R3*M) )

124 return sum(F*F)
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