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АНОТАЦIЯ

Гончарук А. Б. Алгебраїчнi конструкцiї в лiнiйних диференцiальних

рiвняннях та в теорiї неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь. – Квалiфiка-

цiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика).

– Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2023.

Дисертацiю присвячено вивченню лiнiйних диференцiальних рiвнянь з

неоднорiднiстю у виглядi формального степеневого ряду над комутативни-

ми кiльцями та неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь над комутативними

кiльцями.

Перший роздiл присвячений iсторiї вивчення питань, розглянутих в

дисертацiї. Також там наведено стислий опис конструкцiй, до яких в цiй

роботi будуються аналоги, а також сформульованi вiдомi результати, що

використовуються в подальшому.

У другому роздiлi розглядається наступне лiнiйне диференцiальне

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та неоднорiднiстю у виглядi формаль-

ного степеневого ряду над комутативними кiльцями:

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)

де 𝑓(𝑥) є формальним степеневим рядом, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 i коефiцiєнти формаль-

ного степеневого ряду 𝑓(𝑥) належать деякому комутативному кiльцю 𝐾 з

одиницею, а розв’язок шукається в кiльцi формальних степеневих рядiв з

коефiцiєнтами з 𝐾.

Нас цiкавлять питання єдиностi та iснування розв’язку рiвняння (1), а

також явна формула або метод знаходження цього розв’язку. В дисертацiї

отриманий повний опис ситуацiй, в яких це рiвняння має єдиний розв’язок

у випадку, коли права частина є полiномом. Для вивчення випадку, коли

права частина є формальним степеневим рядом з нескiнченною кiлькiстю
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ненульових коефiцiєнтiв, введений формальний розв’язок цього рiвняння,

який є сумою формальних степеневих рядiв, i доведено що, якщо ця сума

є коректно визначеною, то вона є розв’язком рiвняння (1) (наслiдок 2.1).

Доведено, що формальний розв’язок є коректно визначеним рядом у кiль-

цi 𝐾 з дискретною топологiєю тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть 𝑓(𝑥)

є полiномом. Знайденi умови, за яких формальний розв’язок є коректно

визначеним, якщо кiльце 𝐾 є кiльцем нормування повного поля характе-

ристики нуль з неархiмедовим нормуванням. Таким чином знайденi доста-

тнi умови iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (1) i явний вигляд цього

розв’язку.

Основним результатом роздiлу є наступна теорема.

Теорема (достатня умова iснування i єдиностi розв’язку).Не-

хай 𝐹 повне вiдносно неархiмедового нормування | · | поле характеристики
нуль, 𝐾 – його кiльце нормування, |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

а 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 задовольняють рiвнiсть

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)
−1 = 𝑐0 + 𝑐1𝑠+ 𝑐2𝑠

2 + 𝑐3𝑠
3 + . . . . (2)

Тодi ряд 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) збiгається в 𝐾[[𝑥]] в топологiї покоефiцiєн-

тної збiжностi i його сума є єдиним в 𝐾[[𝑥]] розв’язком рiвняння (1).

Цей результат уточнюється для кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел.

Теорема. Нехай 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z цiлi. Тодi рiвняння (1) має єдиний

розв’язок з Z𝑝[[𝑥]] для будь-якого простого 𝑝, що не є дiльником 𝑎0.

Також у випадку кiльця нормування неархiмедового поля введено спе-

цiальне поняття згортки формального ряду Лорана з вiд’ємними степенями

i формального степеневого ряду.

Означення. Нехай 𝑞𝑖 → 0 в 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]]. За

означенням покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑞𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
.

Побудовано аналог фундаментального розв’язку диференцiального опе-

ратору, тобто доведено, що за умови iснування, розв’язок можна предста-
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вити у виглядi згортки формального ряду Лорана, який залежить тiльки

вiд правої частини рiвняння, з неоднорiднiстю.

Теорема. Припустимо, що виконуються умови теореми про iснуван-

ня i єдинiсть розв’язку рiвняння (1). Тодi єдиний розв’язок з 𝐾[[𝑥]] цього

рiвняння має вигляд 𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥), де ℰ(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!
𝑥𝑘+1 .

Третiй роздiл присвячений вивченню неявних лiнiйних рiзницевих

рiвнянь над комутативними кiльцями виду

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, (3)

де 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 i 𝑓𝑛 для всiх 𝑛 ≥ 0 належать деякому комутативному кiльцю

з одиницею.

Нас цiкавить питання єдиностi i iснування такої послiдовностi елементiв

кiльця 𝐾, яка б задовольняла це рiзницеве рiвняння. Аналогiчно до того,

як це зроблено в попередньому роздiлi, отримано повний опис ситуацiй, в

яких це рiвняння має єдиний розв’язок у випадку, коли права частина є

фiнiтною послiдовнiстю. Для вивчення випадку, коли права частина є не-

фiнiтною, введений формальний розв’язок цього рiвняння i доведено що,

якщо вiн коректно визначений, то вiн є розв’язком рiвняння (3) (наслiдок

3.1). Доведено, що формальний розв’язок є коректно визначеним рядом у

кiльцi 𝐾 з дискретною топологiєю тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть

є фiнiтною. Знайденi умови, за яких формальний розв’язок є коректно ви-

значеним, якщо кiльце 𝐾 є кiльцем нормування поля характеристики нуль

з неархiмедовим нормуванням. Таким чином знайденi достатнi умови iсну-

вання i єдиностi розв’язку рiвняння (3) i явний вигляд цього розв’язку.

Один з основних результатiв цього роздiлу – це наступна теорема.

Теорема (достатня умова iснування i єдиностi розв’язку).Не-

хай 𝐹 повне вiдносно неархiмедового нормування | · | поле характеристики
нуль, 𝐾 – його кiльце нормування, |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, а

𝑐𝑘 ∈ 𝐾 задовольняють рiвнiсть (2). Тодi ряди 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 збiгаються

в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3).

Цей результат можна переформулювати для будь-якого повного фа-
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кторiального кiльця, у тому числi кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел i кiльця

формальних степеневих рядiв.

Теорема. Нехай кiльце 𝐾 – факторiальне, поле 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) повне

вiдносно нормування | · |𝑣, всi 𝑎𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 дiляться на 𝑣, а 𝑎0 не

дiлиться на 𝑣. Тодi ряди 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 збiгаються в кiльцi 𝐾, а послi-

довнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3).

Бiльш детально вивчається рiзницеве рiвняння першого порядку в кiль-

цi полiномiв

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧) + 𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(4)

Для нього уточнений попереднiй результат.

Теорема. Якщо iснує таке 𝑧0, що 𝑏(𝑧0) = 0, а 𝑎(𝑧0) ̸= 0, то або послi-

довнiсть сум формальних степеневих рядiв 𝑤𝑛(𝑧) =
∑︀∞

𝑖=0
𝑏𝑖(𝑧)

𝑎𝑖+1(𝑧)𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 =

0, 1, 2, . . . , є послiдовнiстю полiномiв, що задовольняє рiвняння , або це рiв-

няння не має полiномiального розв’язку.

Наступнi теореми є одними з основних результатiв роздiлу.

Теорема. Нехай 𝑎(𝑧) = 1. Якщо формальний степеневий ряд 𝑤0(𝑧) з є

полiномом, то всi наступнi 𝑤𝑛(𝑧) також є полiномами.

Теорема. Нехай deg 𝑎 < deg 𝑏. Якщо послiдовнiсть полiномiв 𝑤𝑛(𝑧) є

розв’язком рiвняння , то iснує такий номер 𝑘 для якого виконується нерiв-

нiсть deg𝑤𝑘 ≤ deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎.

Четвертий роздiл присвячено бiльш детальному вивченню рiвнянь

першого порядку над кiльцем цiлих чисел. В ньому розглянуто операторне

рiвняння (𝐴𝑤)(𝑥)+𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), де 𝑤(𝑥) ∈ Z[[𝑥]] i оператор𝐴 дiє на кшталт

𝐴(𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥 + 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . ., яке узагальнює

як диференцiальне (якщо 𝛼𝑛 = 𝑛), так i рiзницеве (якщо 𝛼𝑛 = 𝑏) рiвняння

першого порядку. Розглянуто 𝑎-адичну метрику i топологiю, пов’язану з

послiдовнiстю 𝛼𝑛, на кiльцi цiлих чисел i поповнення Z�̂� за цiєю метрикою.

Для розглянутого операторного рiвняння доведено наступнi теореми.

Теорема. Рiвняння (4.1) має єдиний розв’язок 𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥)+(𝐴𝑓)(𝑥)+
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(𝐴2𝑓)(𝑥)+(𝐴3𝑓)(𝑥)+. . . в Z�̂�[[𝑥]], де ряд в правiй частинi рiвностi є збiжним

в Z�̂�[[𝑥]] в топологiї покоефiцiєнтної збiжностi.

Теорема. Нехай 𝑓 ∈ Z[[𝑥]], 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + . . .. Наступнi

твердження є еквiвалентними:

1. 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑎4𝑓4 + . . . ∈ Z в Z�̂�;

2. Рiвняння 𝐴𝑤 + 𝑓(𝑥) = 𝑤 має розв’язок в Z[[𝑥]].

Наслiдками цiєї теореми є наступнi критерiї, якi i є основними резуль-

татами цього роздiлу.

Теорема. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що
∑︀∞

𝑛=0 𝑛!𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 в Z𝑝 для всiх простих 𝑝.

2. Рiвняння 𝑏𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) має розв’язок з Z[[𝑥]].

Теорема. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що
∑︀∞

𝑛=0 𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 в Z𝑝 для всiх 𝑝, якi є простими

дiльниками 𝑏.

2. Рiвняння 𝑏𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑤𝑛, 𝑛 ≥ 0 має цiлочисельний розв’язок.

У п’ятому роздiлi лiнiйне диференцiальне i лiнiйне рiзницеве рiвнян-

ня (1) i (3) над кiльцем нормування𝐾 повного неархiмедового поля розгля-

даються у виглядi системи 𝒜w = f , де f = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . .)
⊺. Позначатимемо

𝒜𝑛 матрицю, що отримана з матрицi 𝒜 замiною 𝑛 + 1-ого стовпця на ве-

ктор f . За ∆𝑛,𝑟 позначимо головний кутовий мiнор 𝑟 + 1-го порядку цiєї

матрицi, а за ∆𝑟 – головний кутовий мiнор 𝑟+1-го порядку цiєї матрицi 𝒜.
Нехай визначники нескiнченних матриць знаходяться як наступнi границi

послiдовностей в 𝐾 за нормуванням | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑛 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,𝑟, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Основними результатами роздiлу є наступнi твердження про те, що при

виконаннi умов теорем про єдинiсть i iснування розв’язку, єдиний розв’язок

цих систем можна знаходити за допомогою правила Крамера.
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Теорема. Нехай виконуються умови теореми про iснування i єдинiсть

розв’язку рiвняння (1) i 𝑎0 = 1. Тодi коефiцiєнти єдиного розв’язку рiв-

няння (1) з кiльця 𝐾[[𝑥]] можна знайти за допомогою правила Крамера

𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 = det𝒜𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Теорема. Нехай виконуються умови теореми про iснування i єдинiсть
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ABSTRACT

Anna B. Goncharuk. Algebraic constructions in linear differential equations

and in the theory of implicit linear difference equations. – Qualification scientific

work is as a manuscript.

А thesis on the degree of doctor of philosophy: Specialty 111 – Mathemati-

cs (Mathematics and statistics). – V.N.Karazin Kharkiv National University,

Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2023.

The thesis is devoted to the study of linear differential equations with

inhomogeneity in the form of a formal power series over commutative rings

and implicit linear difference equations over commutative rings

The first chapter is devoted to the history of questions considered. This

section also provides a short description of the structures whose analogs we will

introduce and formulates the known results used in the thesis.

In the second section, we consider the following linear differential equati-

on with constant coefficients and inhomogeneity in the form of a formal power
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series over commutative rings:

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥), (5)

where 𝑓(𝑥) is a formal power series, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 and the coefficients of formal

power series 𝑓(𝑥) belong to some commutative ring 𝐾 with identity, and we are

looking for the solutions from the ring of formal power series with coeficients

from 𝐾.

We are interested in the uniqueness and existence of a solution to (5) and

an explicit formula or method for finding the solution. This thesis provides

a complete description of the situations in which this equation has a unique

solution in the case when the right-hand side is a polynomial. To study the case

when the right-hand side is a formal power series with an infinite number of non-

zero coefficients, a formal solution of this equation is introduced, which is the

sum of formal power series, and it is proved that if this sum is correctly defined,

then it is a solution of the equation (5) (consequence 2.1). It is proved that the

formal solution is a well-defined series in a ring 𝐾 with discrete topology if and

only if the inhomogeneity 𝑓(𝑥) is a polynomial. The conditions under which the

formal solution is correctly defined are found if the ring 𝐾 is the valuation ring

of the complete field of characteristic zero with non-Archimedean valuation.

Therefore, sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution

of the equation (5) and the explicit form of this solution are found.

The main result of this section is the following theorem.

Theorem (sufficient condition for the existence and uniqueness

of the solution). Let 𝐹 be complete with respect to the non-Archimedean

valuation | · | field of characteristic zero, 𝐾 – its valuation ring, |𝑎0| = 1 and

|𝑎𝑖| < 1 for any 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, and 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 satisfy the equality

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)
−1 = 𝑐0 + 𝑐1𝑠+ 𝑐2𝑠

2 + 𝑐3𝑠
3 + . . . . (6)

Then the series 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) converges in 𝐾[[𝑥]] with respect to the

topology of the coefficient-wise convergence. Sum of this series is the unique

solution of (5) in 𝐾[[𝑥]].
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This result is specified for the ring of 𝑝-adic integers.

Theorem. Let 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z be integers. Then equation (5) has a

unique solution in Z𝑝[[𝑥]] for any prime 𝑝, that is not a divisor of 𝑎0.

Also, in the case of the valuation ring of a non-Archimedean field, we

introduce a special notion of convolution of the formal Laurent series with

only negative degrees and the formal power series.

Definition. Let 𝑞𝑖 → 0 in 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], and 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]].

By definition, put

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑞𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
.

An analog of the fundamental solution of a differential operator is

constructed, i.e., it is proved that if the solution exists, it can be represented as a

convolution of the formal Laurent series, which depends only on the right-hand

side of the equation, with inhomogeneity.

Theorem. Assume that the conditions of the existence and uniqueness

theorem for the equation (5) are hold. Then the unique solution in𝐾[[𝑥]] of this

equation could be written as 𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥), where ℰ(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!
𝑥𝑘+1 .

The third section is devoted to the study of implicit linear difference

equations over commutative rings

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, (7)

where 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 and 𝑓𝑛 for all 𝑛 ≥ 0 belong to some commutative ring with

identity.

We are interested in the uniqueness and existence of a sequence of elements

of the ring 𝐾 that satisfies this difference equation. Similarly to what was

done in the previous section, we obtain a complete description of situations in

which this equation has a unique solution in the case when the right-hand side

is a finite sequence. To study the case when the right-hand side is infinites,

a formal solution of this equation is introduced, and it is proved that if it is

correctly defined, then it is a solution of the equation (7) (consequence 3.1). It is
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proved that the formal solution is a well-defined series in a ring 𝐾 with discrete

topology if and only if the inhomogeneity is fifnite. The conditions under which

the formal solution is correctly defined are found if the ring 𝐾 is the valuation

ring of the complete field of characteristic zero with non-Archimedean valuation.

Therefore, sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution

of the equation (7) and the explicit form of this solution are found.

One of the main results of this section is the following theorem.

Theorem (sufficient condition for the existence and uniqueness

of the solution). Let 𝐹 be a complete with respect to the non-Archimedean

valuation | · | field of the characteristic zero, 𝐾 – its valuation ring, |𝑎0| = 1 and

|𝑎𝑖| < 1 for all 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, and 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 satisfy the equality (6). Then the series

𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 converge in 𝐾 and the sequence of sums of these series is

the unique in 𝐾N0 solution of (7).

This result can be reformulated for any complete factorial ring, including

rings of 𝑝-adic numbers and rings of formal power series.

Theorem. Suppose the ring 𝐾 is factorial, the field 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) is

complete with respect to the valuation | · |𝑣, all 𝑎𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 are divisible by

𝑣, and 𝑎0 is not divisible by 𝑣. Then the series 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 converge in

the ring 𝐾, and the sequence of their sums is the unique in 𝐾N0 solution of (7).

The first-order difference equation in the ring of polynomials

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧)+𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (8)

is studied in more detail. The previous result is specified for it.

Theorem. If there exists 𝑧0 such that 𝑏(𝑧0) = 0, and 𝑎(𝑧0) ̸= 0, then either

the sequence of sums of formal power series 𝑤𝑛(𝑧) =
∑︀∞

𝑖=0
𝑏𝑖(𝑧)

𝑎𝑖+1(𝑧)𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 =

0, 1, 2, . . . , is a polynomial solution of the equation (8) or this equation has no

polynomial solution.

The following theorems are some of the main results of the chapter.

Theorem. Let 𝑎(𝑧) = 1. If the formal power series 𝑤0(𝑧) is polynomial,

then all other 𝑤𝑛(𝑧) also are polynomials.

Theorem. Let deg 𝑎 < deg 𝑏. If the sequence of polynomials 𝑤𝑛(𝑧) is a
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solution of the equation (8), then there exists number 𝑘 for that the inequality

deg𝑤𝑘 ≤ deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎 holds.

The fourth section is devoted to a more detailed study of first-order

equations over a ring of integers. It considers the operator equation (𝐴𝑤)(𝑥) +

𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), where 𝑤(𝑥) ∈ Z[[𝑥]] and the operator 𝐴 acts as follows 𝐴(𝑤0 +

𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥 + 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . ., which generalizes both a

differential (if 𝛼𝑛 = 𝑛) and a difference (if 𝛼𝑛 = 𝑏) equation of the first order.

We consider the 𝑎-adic metric and topology associated with the sequence 𝛼𝑛

on the ring of integers and the completion of Z�̂� by this metric. The following

theorems are proved for the considered operator equation.

Theorem. The equation (4.1) has a unique solution 𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥) +

(𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . in Z�̂�[[𝑥]], where the series on the right-

hand side of the equality is convergent in Z�̂�[[𝑥]] with respect to the topology

of coefficient-wise convergence.

Theorem. Suppose 𝑓 ∈ Z[[𝑥]], 𝑓(𝑥) = 𝑓0+𝑓1𝑥+𝑓2𝑥
2+ . . .. The following

statements are equivalent:

1. 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑎4𝑓4 + . . . ∈ Z in Z�̂�;

2. The equation 𝐴𝑤 + 𝑓(𝑥) = 𝑤 has a solution in Z[[𝑥]].

The consequences of this theorem are the following criteria, which are the

main results of this section.

Theorem. The following statements are equivalent:

1. There exists 𝑐 ∈ Z such that
∑︀∞

𝑛=0 𝑛!𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 in Z𝑝 for all prime 𝑝.

2. The equation 𝑏𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) has a solution in Z[[𝑥]].

Theorem. The following statements are equivalent:

1. There exists 𝑐 ∈ Z such that
∑︀∞

𝑛=0 𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 in Z𝑝 for all prime divisors

of 𝑏.

2. The equation 𝑏𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑤𝑛, 𝑛 ≥ 0 has an integer solution.



12

In the fifth section, the linear differential and linear difference equations

(5) and (7) over the valuation ring 𝐾 of a complete non-Archimedean field are

considered as the system 𝒜w = f , where f = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . .)
⊺. Let us denote by

𝒜𝑛 the matrix obtained from matrix 𝒜 by replacing the 𝑛 + 1th column with

the vector f . We denote by ∆𝑛,𝑟 the principar corner minor of the 𝑟+1th order

of this matrix, and by ∆𝑟the principar corner minor of the 𝑟+1th order of this

matrix 𝒜. Suppose that the determinants of infinite matrices are the following
limits in 𝐾 with respect to the valuation | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑛 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,𝑟, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

The main results of the chapter are the following statements: under the

conditions of the uniqueness and existence theorems, the unique solution of

these systems can be found using Cramer’s rule.

Theorem. Let the conditions of the existence and uniqueness theorem for

the solution of (5) hold and 𝑎0 = 1. Then the coefficients of the unique solution

of (5) in the ring 𝐾[[𝑥]] can be found using Cramer’s rule 𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 =

det𝒜𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Theorem. Let the conditions of the existence and uniqueness theorem

for the solution of (7) hold and 𝑎0 = 1. Then the unique solution of this

equation over the ring 𝐾 can be found by using an analog of Cramer’s rule

𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Key words: linear differential equation, linear difference equation, li-

near operator equation, uniqueness and existence theorems, polynomials, formal

power series, integer solutions, non-Archimedean fields, ring of 𝑝-adic numbers,

infinite linesr systems, infitite matrices, formal distributions, fundamental

solution of a differential operator, convolution
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Лiнiйнi рiзницевi рiв-

няння виду

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛

є добре вивченими над полями нульової характеристики. Вони завжди

мають нескiнченно багато розв’язкiв, i цi розв’язки можуть бути знайде-

нi за допомогою рекурентних формул. Тим не менш, до останнього ча-

су такi рiвняння майже не вивчалися над кiльцями, хоча питання “якщо

𝑎𝑚, 𝑎𝑚−1, . . . , 𝑎0 та всi 𝑓𝑛 є цiлими числами, то чи iснує та чи є єдиним

розв’язок в цiлих числах такого рiзницевого рiвняння?”, є дуже природним.

Так само є загальновiдомi формули для розв’язкiв лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь виду

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥),

але якщо розглядати таке рiвняння для цiлих 𝑎𝑚, 𝑎𝑚−1, . . . , 𝑎0, у випадку

коли 𝑓(𝑥) є формальним степеневим рядом з цiлими коефiцiєнтами, то ме-

тод невизначених коефiцiєнтiв призведе до рекурентних рiвнянь, що дуже

схожi на розглянутi вище рiзницевi рiвняння. Тому для них питання, чи

iснують розв’язки, якi б були формальними степеневими рядами з цiлими

коефiцiєнтами, також є природним.

В роботах [1] i [2] були отриманi повнi вiдповiдi на це питання для ди-

ференцiальних i рiзницевих рiвнянь першого порядку над кiльцем цiлих

𝑝-адичних чисел. Також подiбнi питання для рiзницевого рiвняння другого

порядку розглядалися в статтi [3]. Цi результати можуть бути використанi

для знаходження розв’язку або для доведення того, що вiн не iснує для

деяких конкретних рiвнянь над кiльцем цiлих чисел. Але повної вiдповiдi

на поставленi питання над кiльцем цiлих чисел досi не iснує навiть для

рiвнянь першого порядку.
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Так само, i для рiзницевих, i для диференцiальних рiвнянь цiкавим є

подiбне питання для будь-якого iншого комутативного кiльця, за умови, що

у цьому кiльцi старший коефiцiєнт рiвняння не є оборотним. Слiд заува-

жити, для диференцiального рiвняння випадок кiльця цiлих чисел дiйсно

стоїть окремо через вигляд коефiцiєнтiв, що виникають при диференцiю-

ваннi формальних степеневих рядiв.

З цих загальних питань природним чином виокремлюються бiльш кон-

кретнi. Наприклад, оскiльки для кожного комутативного кiльця вiдповiдь

залежить вiд властивостей цього кiльця, є сенс розглянути цi рiвняння над

поширеними кiльцями, наприклад, над кiльцем полiномiв, i скористатися

для пошуку розв’язку рiвняння додатковими властивостями кiльця полi-

номiв. Або навпаки, для рiвняння з неоднорiднiстю спецiального вигляду

можна сформулювати умови iснування i єдиностi розв’язку для ширшого

класу кiлець.

Також для таких рiвнянь цiкаво знаходити аналоги конструкцiй, при-

таманних загальнiй теорiї диференцiальних рiвнянь, наприклад знаходити

розв’язок у виглядi згортки фундаментального розв’язку вiдповiдного ди-

ференцiального оператора з неоднорiднiстю.

Оскiльки розглянутi рiвняння можна розглядати як нескiнченну систе-

му лiнiйних рiвнянь, яка в тих ситуацiях, якi розглядаються в дисертацiї,

переважно має єдиний розв’язок, то також постає задача про можливiсть

знаходження розв’язку за допомогою деякого аналогу метода Крамера.

Саме цими питаннями i зумовлений вибiр теми дисертацiї.

Мета i завдання дослiдження.Метою даної дисертацiї є дослiдже-

ння диференцiальних та рiзницевих рiвнянь над кiльцями, встановлення

умов iснування та єдиностi їх розв’язкiв та знаходження розв’язкiв.

Об’єкт дослiдження – лiнiйнi диференцiальнi i рiзницевi рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами над кiльцями.

Предмет дослiдження – iснування та єдинiсть розв’язкiв лiнiйних ди-

ференцiальних та рiзницевих рiвнянь над кiльцями, формули для знахо-

дження цих розв’язкiв.
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Завдання дослiдження:

– знайти достатнi умови для iснування i єдиностi розв’язку лiнiйного

диференцiального та рiзницевого лiнiйного рiвнянь над кiльцями для

якомога ширшого класу кiлець;

– побудувати конструкцiю, що є аналогом фундаментального розв’язку

диференцiального оператора, для лiнiйного диференцiального рiвня-

ння над кiльцями

– описати методи для знаходження розв’язку деяких типiв рiзницевих

рiвнянь першого порядку над кiльцем полiномiв;

– у випадку кiльця цiлих чисел дослiдити операторне рiвняння пер-

шого порядку, що є узагальненням рiзницевого i диференцiального

рiвняння;

– дослiдити лiнiйнi диференцiальнi i рiзницевi рiвняння зi сталими кое-

фiцiєнтами як нескiнченнi лiнiйнi системи, застосувати до них метод

Крамера.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися загальнi методи кому-

тативної алгебри, загальної топологiї, неархiмедового, зокрема 𝑝-адичного,

аналiзу, лiнiйної алгебри.

Наукова новизна одержаних результатiв. У данiй дисертацiї зна-

йденi достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку лiнiйного диферен-

цiального рiвняння 𝑚-того порядку зi сталими коефiцiєнтами над кiльцем

дискретного нормування з неархiмедовою топологiєю, знайдений загаль-

ний вид розв’язку у виглядi ряду, збiжного в топологiї покоефiцiєнтної збi-

жностi. Вводиться поняття згортки ряду Лорана з вiд’ємними степенями i

формального степеневого ряду з коефiцiєнтами з цього кiльця, i показано,

що розв’язок розглянутого диференцiального рiвняння можна представи-

ти як згортку деякого ряду Лорана, що залежить тiльки вiд лiвої частини

рiвняння, з неоднорiднiстю.
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Знайденi достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку рiзницевого рiв-

няння 𝑚-того порядку в повному комутативному кiльцi з неархiмедовою

метрикою та знайдений розв’язок у виглядi збiжного ряду.

Розглянуто операторне рiвняння першого порядку над кiльцем цiлих

чисел, що об’єднує обидва частковi випадки – диференцiального i рiзни-

цевого рiвняння. Для нього знайденi достатнi умови iснування i єдиностi

розв’язку в кiльцi 𝑎-адичних цiлих чисел, що є поповненням кiльця цiлих

чисел.

Показано, що всi цi рiвняння можуть розглядатися як нескiнченнi лi-

нiйнi системи i розв’язуватись за допомогою правила Крамера.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота носить тео-

ретичний характер. Отриманi результати встановлюють зв’язки мiж теорi-

єю рiзницевих i диференцiальних рiвнянь, теорiєю кiлець i теорiєю чисел.

Цi результати можуть бути використанi в теорiї лiнiйних диференцiальних

i рiзницевих рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науко-

вому керiвнику. В роботi [4] здобувачевi належить теореми, що вiднося-

ться до кiльця цiлих чисел: наслiдок 5 про єдинiсть розв’язку i наслiдок 1

про розв’язок рiвняння зi сталою неоднорiднiстю. Двi статтi – [5] i [6], що

ввiйшли до дисертацiйної роботи написанi без спiвавторiв. Статтi [7], [8] i

роздiл 4 роботи [9] написанi у спiвавторствi з науковим керiвником. Усi ре-

зультати, що ввiйшли до дисертацiї, були отриманi авторкою особисто, але

постiйно обговорювалися з науковим керiвником. Результати, що належать

iншим математикам, згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та

супроводжуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лися й обговорювалися на наступних конференцiях та семiнарах:

1. The V International Conference “Analisis and mathematical physics”

dedicated to Vladimir A. Marchenko’s 95th birthday, Kharkiv, Ukraine,

June 19–24, 2017. (Форма участi у конференцiї: очна.)
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2. The 28th International Workshop on Operator Theory and its Applicati-

ons (IWOTA), Chemnitz, Germany, 14-18 August, 2017. (Форма участi

у конференцiї: очна.)

3. The International Conference in Functional Analysis dedicated to the

125th anniversary of Stefan Banach, Lviv, Ukraine, 18 - 23 September,

2017. (Форма участi у конференцiї: очна.)

4. XV Мiжнародна наукова конференцiя студентiв та молодих вчених

«Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих на-

уках та iнформацiйних технологiях», Харкiв, Україна, 13–14 березня,

2020. (Форма участi у конференцiї: очна.)

5. International Conference of Young Mathematicians, Kyiv, Ukraine, June

3–5, 2021. (Форма участi у конференцiї: онлайн.)

6. Conference on Rings and Polynomials, Graz, Austria, July 19 - 24, 2021.

(Форма участi у конференцiї: онлайн.)

7. The 26th International Conference on Difference Equations and Appli-

cations (ICDEA 2021), Sarajevo, Bosnia and Herzegovina, July 26-30,

2021. (Форма участi у конференцiї: онлайн.)

8. Мiжнародна конференцiя з комплексного i функцiонального аналiзу,

присвячена пам’ятi Богдана Винницького, Дрогобич, Україна, 13-16

вересня, 2021. (Форма участi у конференцiї: онлайн.)

9. The 5-th International Conference “Differential Equations and Control

Theory” (DECT 2021), Kharkiv, Ukraine, September 27-29, 2021. (Фор-

ма участi у конференцiї: очна.)

10. The International online conference “Current trends in abstract and appli-

ed analysis”, Ivano-Frankivsk, Ukraine, May 12-15, 2022. (Форма участi

у конференцiї: онлайн.)

11. Семiнар кафедри прикладної математики факультету математики i

iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н.

Каразiна, 8 червня, 2022.
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12. The 27th International Conference on Difference Equations and Appli-

cations (ICDEA 2022), Paris, France, July 18–22, 2022 (Форма участi у

конференцiї: онлайн.)

13. Семiнар з функцiонального аналiзу унiверситету Мурсiї, Iспанiя, 1

грудня, 2022.

14. Засiдання Харкiвського математичного товариства, Харкiв, 28 люто-

го, 2023.

15. Семiнар з теорiї чисел Iнституту математики Польської академiї на-

ук, 8 травня, 2023.

16. Мiжнародна конференцiя Numbers in Universe, Київ, Україна, 7–11

серпня, 2023. (Форма участi у конференцiї: очна.)

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи опублiкованi у фахових

журналах, пройшли апробацiю на наукових конференцiях i семiнарах. Ре-

зультати дисертацiї мiстяться у шести наукових публiкацiях, у тому числi в

чотирьох статтях у спецiалiзованих журналах, з яких двi написанi без спiв-

авторiв i в збiрниках трудiв двох спецiалiзованих конференцiй, а також в

тезах доповiдей [10]–[19] на 10 конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,

вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, перелiку використаних дже-

рел, який мiстить 67 пунктiв, та додаткiв. Повний обсяг роботи – 144 сторiн-

ки. Обсяг основної частини дисертацiї – 115 сторiнок. Роздiл 1, присвячений

огляду лiтератури, займає 18 сторiнок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики

факультету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унi-

верситету iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних

дослiджень кафедри та в рамках проєкту Нацiонального фонду дослiджень

України “Пiдтримка дослiджень провiдних та молодих вчених” “Оператори

в нескiнченновимiрних просторах: взаємозв’язок геометрiї, алгебри i топо-

логiї”. (Реєстрацiйний номер Проєкту: 2020.02/0096.)



ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР ТЕМИ

1.1 Диференцiальне та рiзницеве рiвняння

Нехай 𝐾 – цiлiсне комутативне кiльце. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне

диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, що належать 𝐾

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥)+𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥)+ . . .+𝑎2𝑤
′′(𝑥)+𝑎1𝑤

′(𝑥)+𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥). (1.1)

Наступнi питання будуть одними з центральний питань дисертацiйної

роботи:

Питання 1.1. Нехай 𝑓(𝑥) є полiномом з коефiцiєнтами з кiльця 𝐾.

Чи iснує розв’язок рiвняння (1.1), який також є полiномом з коефiцiєн-

тами з 𝐾? Чи є такий розв’язок єдиним? Як його знайти?

Питання 1.2. Нехай 𝑓(𝑥) є формальним степеневим рядом з коефi-

цiєнтами з кiльця 𝐾. Чи iснує розв’язок рiвняння (1.1), який також є

формальним степеневим рядом з коефiцiєнтами𝐾? Чи є такий розв’язок

єдиним? Як його знайти?

Починаючи з 2009 року, Гефтер, Пiвень i Стулова у роботах [20]–[25]

розглядали подiбнi питання (пошук розв’язку деякого типу) для рiвнянь у

банахових та векторних просторах. Горбачук Потiм подiбне питання роз-

глядалося в [1] в кiльцi формальних рядiв Лорана, що мають скiнченну

кiлькiсть додатних степенiв. Питання для кiльця формальних степеневих

рядiв були поставленi спочатку для кiльця цiлих чисел i рiвнянь першого

порядку i розглядалися в [2]. Розглянуте рiвняння першого порядку iнши-

ми методами було вивчене Бакiнгемом в [26]. Схожi питання розглядались

В. М. Горбачуком та В. I. Горбачук в [27] i [28] у випадку рiвнянь у неар-

хiмедових банахових просторах.

Ми означатимемо похiдну вiд полiному та вiд формального степенево-

го ряду з коефiцiєнтами, що належать кiльцю 𝐾 наступним чином: якщо

24
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𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑓𝑛𝑥
𝑛, то 𝑓 ′(𝑥) =

∑︀∞
𝑛=0 𝑛𝑓𝑛𝑥

𝑛−1. Це цiлком коректне означен-

ня: якщо 𝑓𝑛, 𝑛 ∈ N0 є елементами кiльця, то 𝑛𝑓𝑛 також є його елементами.

Рiвняння (1.1), де 𝑓(𝑥) є неперервною функцiєю, а коефiцiєнти

𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 – дiйсними числами є добре вивченим (див., наприклад, [29]).

Вiдомо, що таке рiвняння має нескiнченно багато розв’язкiв, i кожен з цих

розв’язкiв можна представити як суму деякого часткового розв’язку цього

рiвняння i одного з розв’язкiв однорiдного диференцiального рiвняння

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 0. (1.2)

Розв’язок однорiдного рiвняння матиме вигляд

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛(𝑥)𝑒
𝜆𝑛𝑥, (1.3)

де 𝜆𝑛 – коренi характеристичного рiвняння.

Частковий розв’язок рiвняння для будь-якої неоднорiдностi можна за-

писати у виглядi

𝑤(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾(𝑥− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

де𝐾(𝑡) – це функцiя Кошi, тобто функцiя, яка задовольняє наступнi умови:

� 𝐾(𝑡) – розв’язок однорiдного рiвняння.

� 𝐾(0) = 𝐾 ′(0) = . . . = 𝐾(𝑚−2)(0) = 0, 𝐾(𝑚−1)(0) = 1
𝑎𝑚
.

Тодi загальний розв’язок рiвняння 1.1 матиме вигляд

𝑤(𝑥) = 𝑤ℎ(𝑥) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾(𝑥− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

де 𝑤ℎ(𝑥) є розв’язком (1.2) i матиме вигляд (1.3). Тим не менш, знаходже-

ння загального розв’язку у такий спосiб не дає вiдповiдi на сформульованi

питання: невiдомо, чи належать один чи декiлька розв’язкiв розглядуваним

кiльцям.

Одним iз методiв розв’язання рiвняння 1.1 є знаходження розв’язку,

що є формальним степеневим рядом ([29, 3.3], [30, Ch.7]. Методом неви-

значених коефiцiєнтiв це рiвняння зводиться до системи лiнiйних рiвнянь
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i знаходження послiдовностi, яка задовольняє деяке рекурентне спiввiдно-

шення. Тобто якщо 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑛=0𝑤𝑛𝑥
𝑛, то 𝑤(𝑘)(𝑥) =

∑︀∞
𝑛=𝑘

𝑛!
(𝑛−𝑘)!𝑤𝑛𝑥

𝑛−𝑘.

Таким чином рiвняння можна переписати у виглядi

𝑎𝑚

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝑛!

(𝑛−𝑚)!
𝑤𝑛𝑥

𝑛−𝑚 + . . .+ 𝑎1

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑤𝑛𝑥
𝑛−1 + 𝑎0

∞∑︁
𝑛=0

𝑤𝑛𝑥
𝑛 = 𝑓𝑛,

тобто

𝑎𝑚

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+𝑚)!

𝑛!
𝑤𝑛+𝑚𝑥

𝑛 + . . .+ 𝑎1

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑤𝑛+1𝑥
𝑛 + 𝑎0

∞∑︁
𝑛=0

𝑤𝑛𝑥
𝑛 = 𝑓𝑛.

Отже, для будь-якого 𝑛 маємо

(𝑛+𝑚)!

𝑛!
𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + . . .+ 𝑎1(𝑛+ 1)𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛. (1.4)

Пiдставляючи будь-якi початковi значення 𝑤0, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑚−1, можна зна-

йти всю послiдовнiсть {𝑤𝑛}∞𝑛=0. Якщо 𝐾 є полем нульової характеристики,

то ряд 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑛=0𝑤𝑛𝑥
𝑛 буде єдиним розв’язком задачi Кошi в кiльцi

формальних степеневих рядiв 𝐾[[𝑥]] ([30, Ch.7, Prop.2.1]).

Зауваження 1.1. В класичному випадку (𝐾 = R або 𝐾 = Q) права
частина є аналiтичною функцiєю в деякому околi нуля, то ряд 𝑤(𝑥) =∑︀∞

𝑛=0𝑤𝑛𝑥
𝑛 також буде аналiтичною функцiєю в деякому околi нуля.

Якщо 𝑓(𝑥) є полiномом або формальним степеневим рядом з коефiцi-

єнтами з кiльця 𝐾, коефiцiєнти шуканого розв’язку 𝑤(𝑥) можна знайти

з рiвностi 1.4 тобто розв’язування диференцiального рiвняння зводиться

до знаходження розв’язку рiзницевого рiвняння. У випадку, коли коли

над кiльцем 𝐾 елементи
(𝑛+𝑚− 1)!

𝑛!
𝑎𝑚−1, . . . , (𝑛 + 1)𝑎1, 𝑎0 дiляться на

(𝑛+𝑚)!

𝑛!
𝑎𝑚, iснує нескiнченно багато розв’язкiв цього рiзницевого рiвнян-

ня. Але невiдомо, чи iснує розв’язок за iнших умов.

Розглянемо тепер у деякому сенсi бiльш простий випадок: лiнiйне рi-

зницеве рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎2𝑤𝑛+2 + 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, (1.5)
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де 𝑓𝑛 ∈ 𝐾, 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Шукатимемо послiдовнiсть

{𝑤𝑛}∞𝑛=0, елементи якої належать кiльцю 𝐾, i яка задовольняє це рiвняння.

Гефтер, Герасимов, Рибалко, Марценюк, Пiвень, Берестовський, Нiко-

норов i Гончарук вивчали рiвняння першого i другого порядку над кiльцем

цiлих чисел в [31]–[35]. Рiвняння вищiх порядкiв вивчали Гефтер, Марце-

нюк i Пiвень в [36].

Так само, для випадку, коли 𝐾 є полем, або коли 𝑎𝑚−1, . . . , 𝑎2, 𝑎1, 𝑎0 дi-

ляться на 𝑎𝑚 у кiльцi 𝐾, це рiвняння має нескiнченно багато розв’язкiв

– один для кожного початкового значення 𝑤0, 𝑤1, . . . 𝑤𝑚−1. Послiдовностi,

що є розв’язками таких рiвнянь, добре вивченi над полями (див. [37], [38]).

Тому дiйсно дивним є той факт, що наступне природне питання не є вивче-

ним:

Питання 1.3. Чи має рiвняння (1.5) розв’язок для даного кiльця 𝐾?

Чи вiн єдиний? Як його знайти?

Iдея розв’язання сформульованих питань спирається на метод знаходження

часткового розв’язку диференцiального рiвняння, що був запропонований

Б.Брiссоном у 1808 роцi для рiвнянь першого порядку та узагальнений У.

Броджi для диференцiальних рiвнянь вищого порядку. Якщо позначити

𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
, то частковий випадок диференцiального рiвняння першого по-

рядку можна записати у виглядi

𝐷𝑤 + 𝑤 = 𝑓. (1.6)

Б. Брiссон ([39]) стверджує, що це рiвняння формально має розв’язок

𝑤 = 𝑓 −𝐷𝑓 +𝐷2𝑓 − . . . ,

маючи на увазi, що цей ряд є розв’язком за умови його збiжностi. Напри-

клад, якщо 𝑓 є полiномом, то сума цього ряду також є полiномом з кое-

фiцiєнтами з того ж кiльця, що частково вiдповiдає на питання 1.1. Якщо

позначити 𝑆{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {𝑤𝑛+1}∞𝑛=0, то частковий випадок 𝑎0 = 1 рiзницевого

рiвняння першого порядку можна записати у виглядi

𝑎1𝑆{𝑤𝑛}+ {𝑤𝑛} = {𝑓𝑛}. (1.7)
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Так само, це рiвняння формально матиме розв’язок

{𝑤𝑛} = 𝑓𝑛 − 𝑎1𝑆{𝑤𝑛}+ 𝑎21𝑆
2{𝑓𝑛} − . . . . (1.8)

Знаходження розв’язку такого рiвняння у виглядi 1.8 було корисним i

для рiвнянь у банаховому просторi (див. [21]–[25]), i для рiвнянь з неодно-

рiднiстю, що є формальним рядом Лорана (див. [1]).

У. Броджi ([40, §5, 22.1]) узагальнює попереднiй результат для рiв-

няння (1.1), шукаючи розв’язок цього рiвняння у виглядi суми ряду∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑓

(𝑛)(𝑥), де 𝑐𝑛 – коефiцiєнти, що знаходяться з рiвностi

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)

−1 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑠
𝑛.

Так само, вiн розглядає цi ряди над полями дiйсних або комплексних чисел,

при виконаннi деяких умов збiжностi.

Для випадку, коли коефiцiєнтами таких рядiв є елементи довiльного

кiльця, такi умови збiжностi не пiдходять. Але ряди, елементами яких є

елементи деякого кiльця, зустрiчаються, наприклад, у 𝑝-адичному аналiзi,

де ряд, що складається з цiлих чисел, може збiгатися до цiлого числа за

𝑝-адичною метрикою. Такi побудови можливi, коли введено неархiмедове

нормування або квазiнормування([41, Chapter XII]). Варто зазначити, що

термiнологiя в цiй областi є трохи невизначеною, в рiзних джерелах одна-

ковi поняття можуть мати рiзнi назви.

1.2 Неархiмедове нормування i квазiнормування

Нехай 𝐾 – цiлiсне комутативне кiльце з одиницею.

Означення 1.1. ([41, Chapter XII,§1]) Будемо називати нормуванням

вiдображення | · | : 𝐾 → R+, для якого виконуються наступнi умови:

� |𝑥| = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 = 0;

� |𝑥𝑦| = |𝑥||𝑦|;
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� |𝑥+ 𝑦| ≤ |𝑥|+ |𝑦|.

Означення 1.2. ([42]) Будемо називати квазiнормуванням вiдобра-

ження | · | : 𝐾 → R+, для якого виконуються наступнi умови:

� |𝑥| = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 = 0;

� |𝑥𝑦| ≤ |𝑥||𝑦|;

� |𝑥+ 𝑦| ≤ |𝑥|+ |𝑦|.

Означення 1.3. ([43, 1.5.1, Definition 1]) Нормування або квазiнорму-

вання називається неархiмедовим, якщо замiсть звичайної нерiвностi

трикутника |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| виконується сильна нерiвнiсть трику-

тника |𝑥+ 𝑦| ≤ max(|𝑥|, |𝑦|).

Iснування такого нормування або квазiнормування дозволяє ввести на

кiльцi метрику 𝜎(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦| i вiдповiдну топологiю.
Для неархiмедового нормування в повному кiльцi виконується насту-

пний критерiй збiжностi рядiв:

Теорема 1.1. [43, 1.1.8, Proposition 1] Ряд
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘 збiгається тодi i

тiльки тодi, коли 𝑎𝑘 прямує до нуля при 𝑘 → ∞.

Доведення. Дiйсно, ряд
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘 збiгається тодi i тiльки тодi, коли частковi

суми 𝑆𝑛 =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘 прямують до нуля. В повному кiльцi послiдовнiсть

прямує до нуля тодi i тiльки тодi, коли вона є фундаментальною, тобто

коли 𝑆𝑛 − 𝑆𝑚 прямує до нуля при 𝑛 → ∞ i 𝑚 → ∞. Але

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 + 𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2 + . . .+ 𝑆𝑚+1 − 𝑆𝑚| ≤

≤ max(|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1|, |𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2|, . . . , |𝑆𝑚+1 − 𝑆𝑚|), (1.9)

за сильною нерiвнiстю трикутника. Отримуємо, що 𝑆𝑛−𝑆𝑚 прямує до нуля

тодi i тiльки тодi, коли 𝑆𝑘 − 𝑆𝑘−1 = 𝑎𝑘 прямує до нуля при 𝑘 → ∞. ■
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Означення 1.4. Нехай на кiльцi 𝐾 введено нормування | · |. Будемо
називати 𝐾 кiльцем нормування, якщо всi його елементи мають норму-

вання не бiльше, нiж 1.

Зауваження 1.2. ([41, Chapter XII, §4], [43, 1.6.1, Definition 1]) Зазна-

чимо, що описана нами конструкцiя є насправдi кiльцем дискретного нор-

мування (зазвичай кiльцем нормування (valuation ring) називають кiльце

𝐾, що для будь-якого елементу з його поля часток хоча б один елемент з

𝑥 або 𝑥−1 належав 𝐾). Всюди в подальшому використовуватимемо слова

“кiльце нормування” саме для конструкцiї з попереднього означення.

Означення 1.5. Кiльцем нормування | · | поля 𝐹 називається таке

кiльце 𝐾 = {𝑠 ∈ 𝐹 : |𝑠| ≤ 1}, всi елементи якого мають нормування не

менше за 1.

Лема 1.1. ([41, Chapter XII, §4]) Нормування будь-якого кiльця нор-

мування 𝐾 можна продовжити на його поле часток 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾), так

що |𝑎−1| = |𝑎|−1. Тодi 𝐾 буде кiльцем нормування поля 𝐹 .

Лема 1.2. Елемент 𝑎 ∈ 𝐾 кiльця нормування є оборотним тодi i

тiльки тодi, коли |𝑎| = 1.

Доведення. Очевидно, що |1| = |1|2 має дорiвнювати 1. Припустимо, що

елемент 𝑎 є оборотним. Тодi |1| = |𝑎 · 𝑎−1| = |𝑎| · |𝑎−1| = 1. Оскiльки |𝑎| ≤ 1

та |𝑎−1| ≤ 1, то |𝑎| = |𝑎−1| = 1. У зворотнiй бiк, якщо |𝑎| = 1, то в полi

часток 𝐹 для зворотного елементу |𝑎−1| = 1, тобто 𝑎−1 повинно належати

кiльцю нормування 𝐾. ■

Наступний клас кiлець є прикладом кiлець нормування з неархiмедовою

метрикою.

Означення 1.6. Кiльце називається факторiальним, якщо кожний

елемент в цьому кiльцi має єдину факторизацiю.
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В будь-якому факторiальному кiльцi можна ввести нормування у на-

ступний спосiб [44, Chapter VII, §3.3]. Нехай 𝐾 є факторiальним кiльцем,

𝑣 ∈ 𝐾 – простий елемент. Тодi будь-який елемент 𝑥 з поля часток 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾)

єдиним чином представляється у виглядi 𝑥 = 𝑣𝑡 · 𝑐 так, що 𝑡 ∈ Z i 𝑐 = 𝑟
𝑠 , де

𝑟, 𝑠 ∈ 𝐾 i обидва елементи 𝑟, 𝑠 не мiстять 𝑣 у своїй факторизацiї. Покладемо

за означенням |𝑥|𝑣 = 𝑒−𝑡. Нормування | · |𝑣 поля 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) є неархiмедовим.

Наведемо два важливих приклади факторiальних кiлець з введеними

на них таким чином нормуваннями:

Приклад 1.1. (Кiльце цiлих 𝑝-адичних чисел)([45, Section 1.2], [41,

Ch.XII, §6].) Розглянемо кiльце цiлих чисел Z. Його полем часток є по-

ле рацiональних чисел Q. Зафiксуємо довiльне просте число 𝑝. Будь-яке

цiле число може бути єдиним чином представлено у виглядi 𝑥 = 𝑝𝑡 · 𝑐 так,
що 𝑡 ∈ Z i (𝑐, 𝑝) = 1, а будь-яке рацiональне число єдиним чином представ-

ляється у виглядi 𝑥 = 𝑝𝑡 · 𝑐 так, що 𝑡 ∈ Z i 𝑐 = 𝑟
𝑠 , де 𝑟, 𝑠 ∈ Z, (𝑟, 𝑝) = 1,

(𝑠, 𝑝) = 1 i (𝑟, 𝑠) = 1. Покладемо за означенням |𝑥|𝑝 = 𝑒−𝑡.

Кiльцем нормування поля рацiональних чисел за цим нормуванням є

кiльце всiх таких рацiональних чисел, у яких у виглядi нескоротних дробiв

знаменник не дiлиться на 𝑝, тобто кiльце 𝑝-цiлих чисел Z(𝑝) = {𝑟
𝑠 : 𝑟, 𝑠 ∈

Z, (𝑠, 𝑝) = 1}.
Всi цi кiльця є неповними за вказаним нормуванням.

Означення 1.7. Кiльце цiлих 𝑝-адичних чисел Z𝑝 є поповненням

кiльця Z за 𝑝-адичним нормуванням, при чому нормування з кiльця Z𝑝

є природнiм продовженням нормування з кiльця Z.

Означення 1.8. Поле 𝑝-адичних чисел Q𝑝 є поповненням поля Q за

𝑝-адичним нормуванням, при чому нормування з кiльця Q𝑝 є природнiм

продовженням нормування з кiльця Q.

Ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛, елементами якого є цiлi числа, за теоремою 1.1 збiгається

в Q𝑝 тодi i тiльки тодi, коли |𝑎𝑛|𝑝 → 0. Але вiн може збiгатися як до

рацiонального числа, так i до числа з Q𝑝 ∖Q.
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Приклад 1.2. Послiдовнiсть {𝑛!} прямує до нуля вiдносно |·|𝑝 за будь-
якого 𝑝. Отже, ряди виду

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛 ·𝑛! збiгаються в будь-якому Q𝑝. Питання

про рацiональнiсть сум таких рядiв вивчалися в численних роботах, напри-

клад, в роботi [46].

Приклад 1.3. Неважко показати за допомогою iндукцiї, що

𝑘∑︁
𝑛=0

𝑛 · 𝑛! = (𝑘 + 1)!− 1.

Тому
∑︀∞

𝑛=0 𝑛 · 𝑛! = lim𝑘→∞(𝑘 + 1)!− 1 = −1.

Приклад 1.4. Ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑛! є збiжним у будь-якому Z𝑝, але питання,

чи збiгається вiн до рацiонального числа хоч у якомусь Q𝑝, залишається

вiдкритим. Але, наприклад, про нього вiдомо, що якщо вiн має рацiональнi

значення у всiхQ𝑝, то це не може бути одне й те саме число для всiх 𝑝 ([46]).

Ще один важливий приклад – кiльце формальних степеневих рядiв.

Приклад 1.5. ([41, Ch.XII, §6]). Нехай 𝐹 є полем характеристики

нуль. Зафiксуємо довiльне 𝑧0 ∈ 𝐹 i розглядатимемо в якостi кiльця 𝐾 кiль-

це формальних степеневих рядiв 𝐹 [[𝑧− 𝑧0]]. Поле часток кiльця 𝐹 [[𝑧− 𝑧0]]

– це поле рядiв Лорана 𝐹 ((𝑧 − 𝑧0)), воно є повним, i кiльце 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]] є

кiльцем нормування для 𝐹 ((𝑧 − 𝑧0)). За означенням, для 𝑤 ∈ 𝐹 ((𝑧 − 𝑧0))

вiзьмемо |𝑤(𝑧 − 𝑧0)|𝑧−𝑧0 = 2𝑡, де 𝑡 – найменше цiле число, для якого

(𝑧 − 𝑧0)
𝑡 · 𝑤(𝑧 − 𝑧0) ∈ 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]].

Тепер введемо одну з найбiльш загальних конструкцiй, для яких можна

ввести неархiмедове квазiнормування (див. [42]).

Нехай 𝐾 – комутативне кiльце з одиницею i ℐ – його iдеал, Задамо

функцiю 𝑤 : 𝐾 → N0 формулою

𝑤(𝑥) =

{︃
sup{𝑘 ∈ N0 : 𝑥 ∈ ℐ𝑘}, 𝑥 ̸= 0

∞, 𝑥 = 0
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Позначивши 𝑒−∞ = 0, розглядатимемо вiдстань

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑤(𝑥−𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾.

Ця метрика породжує ℐ-адичну топологiю на кiльцi 𝐾.

Приклад 1.6. В кiльцi 𝐾 = 𝑅[[𝑥]], де 𝑅 є комутативним кiльцем з

одиницею розглядатимемо iдеал ℐ = 𝑥𝐾[[𝑥]]. Вiн породжує в цьому кiльцi

ℐ-адичну топологiю.
Вiдмiтимо, що в кiльцi 𝐾[[𝑥]] така метрика може бути описана насту-

пним чином: для рядiв 𝑎(𝑥) =
∑︀∞

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥
𝑖 i 𝑏(𝑥) =

∑︀∞
𝑖=0 𝑏𝑖𝑥

𝑖 вiдстань до-

рiвнює 𝑑(𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥)) = 𝑒−𝑘, де 𝑘 – найменше число, для якого 𝑎𝑘 ̸= 𝑏𝑘.

Збiжнiсть ряду
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥), 𝑤𝑘(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]] в цiй топологiї означає, що ко-

ефiцiєнт при кожному степенi 𝑥𝑛 є сумою скiнченної кiлькостi елементiв з

𝐾.

Помiтимо, що функцiя 𝑤(𝑥) має наступнi властивостi:

� 𝑤(𝑥𝑦) ≥ 𝑤(𝑥) + 𝑤(𝑦);

� 𝑤(𝑥+ 𝑦) ≥ min(𝑤(𝑥), 𝑤(𝑦)).

Дiйсно, якщо 𝑥 ∈ ℐ𝑛 i 𝑦 ∈ ℐ𝑚, де 𝑛 ≤ 𝑚, то 𝑥𝑦 ∈ ℐ𝑛+𝑚, а 𝑥+ 𝑦 ∈ ℐ𝑛.

Позначимо |𝑎| = 𝑑(𝑎, 0). Тодi для будуть виконуватись такi умови:

� |𝑥𝑦| ≤ |𝑥||𝑦|;

� |𝑥+ 𝑦| ≤ max(|𝑥|, |𝑦|).

Якщо перетин степенiв iдеалу
⋂︀

𝑛 ℐ𝑛 = {0}, то 𝑣(𝑥) = 𝑒−∞ = 0 тодi i

тiльки тодi, коли 𝑥 = 0. За цiєї умови | · | є неархiмедовим квазiнормуван-

ням, тому що |𝑥| = 0 тiльки якщо 𝑥 = 0 i двi iншi умови теж виконанi.

Є великий клас локальних нетерових кiлець, в якому така побудова

цiлком можлива.

Означення 1.9. Кiльце називається локальним, якщо в ньому iснує

єдиний максимальний iдеал.
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Означення 1.10. Кiльце називається нетеровим, якщо в ньому

будь-яка зростаюча послiдовнiсть iдеалiв стабiлiзується, тобто якщо

ℐ1 ⊆ ℐ2 ⊆ ℐ3 ⊆ . . . ,

то iснує таке 𝑛 для якого

ℐ𝑛 = ℐ𝑛+1 = ℐ𝑛+2 = . . . .

Теорема 1.2. [44, Chapter III, §3.2](Krull Intersection Theorem) Не-

хай 𝐾 – нетерове локальне кiльце i ℐ – його максимальний iдеал. Тодi⋂︀
𝑛 ℐ𝑛 = {0}.

З попередньої теореми випливає, що в будь-якому нетеровому локальному

кiльцi можна ввести ℐ-адичне нормування, де ℐ є максимальним iдеалом

цього кiльця.

1.3 𝑎-адична метрика на кiльцi цiлих чисел

Наступне питання виникає через те, що в операторному виглядi стає

очевидним, що рiвняння (1.6) i (1.7) можуть бути узагальненi, якщо за-

мiсть звичайних операторiв диференцiювання та лiвого зсуву взяти опера-

тор зсуву 𝐴 з вагою 𝛼, означений наступним чином.

Нехай 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, . . .) – це послiдовнiсть елементiв з кiльця цiлих

чисел. Нехай оператор оператор 𝐴 дiє на кiльцi формальних степеневих

рядiв з цiлими коефiцiєнтами на кшталт

𝐴(𝑤0 + 𝑤1𝑥+ 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥+ 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . . .

Розглядатимемо рiвняння

(𝐴𝑤)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), (1.10)

де 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + . . . ∈ Z[[𝑥]]. Будемо шукати розв’язок цього

рiвняння в кiльцi Z[[𝑥]].
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Зазначимо, що якщо розглядатимемо 𝛼 = (1, 2, 3, 4, . . .), тодi𝐴 буде опе-

ратором диференцiювання, i рiвняння (4.1) матиме вигляд 𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) =

𝑤(𝑥), а якщо 𝛼 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏, . . .), 𝑏 ̸= 1, тодi 𝐴 = 𝑏 · 𝑆*, де 𝑆* – оператор

лiвого зсуву у кiльцi Z[[𝑥]]. В загальному випадку, оператор 𝐴 можна роз-

глядати як аналог узагальненого оператора диференцiювання Гельфонда-

Леонт’єва. (див., наприклад, [47])

Для цього рiвняння постає аналогiчне питання щодо iснування

розв’язку, його єдиностi та способу знаходження, яке в цiй дисертацiйнiй

роботi розглядається для кiльця цiлих чисел. Для цього кiльця вводиться

𝛼-адична метрика, побудову якої можна знайти в [48, Chapter 2, §10].

Нехай тепер 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, . . .) – послiдовнiсть натуральних чисел,

що бiльшi за одиницю. Для довiльного цiлого числа𝑀 можна послiдовним

дiленням з остачею на 𝛼𝑛 у наступний спосiб, отримати рiвнiсть

𝑀 = 𝑥0 + 𝛼0(𝑥1 + 𝛼1(𝑥2 + 𝛼2(𝑥3 + . . .) . . .)) =

= 𝑥0 + 𝛼0𝑥1 + 𝛼0𝛼1𝑥2 + 𝛼0𝛼1𝛼2𝑥3 + . . . , (1.11)

де 𝑥𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑎𝑛 − 1}. Оскiльки частка строго спадає, то процес буде

скiнченним, а, отже,

𝑀 = 𝑥0 + 𝛼0𝑥1 + 𝛼0𝛼1𝑥2 + 𝛼0𝛼1𝛼2𝑥3 + . . .+ 𝛼0𝛼1 . . . 𝛼𝑘−1𝑥𝑘,

Тобто за кожним цiлим числом можна побудувати єдину скiнченну послi-

довнiсть {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .}.
Розглянемо множину всiх послiдовностей {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .}, для яких 𝑥𝑛 ∈

{0, 1, . . . , 𝑎𝑛 − 1}. Нехай 𝑥 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .} i 𝑦 = {𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, . . .}. Означимо
суму послiдовностей 𝑥+ 𝑦 у такий спосiб:

Означення 1.11. ([48, Chapter 2, 10.2]) Нехай 𝑚0 – номер першого

ненульового елемента послiдовностi 𝑥, а 𝑛0 – номер першого ненульового

елемента послiдовностi 𝑦, i 𝑝0 = min{𝑚0, 𝑛0}. Означимо 𝑧𝑛 = 0 для всiх

𝑛 ≤ 𝑝0. Додамо 𝑥𝑝0 + 𝑦𝑝0 i подiлимо з остачею на 𝛼𝑝0:

𝑥𝑝0 + 𝑦𝑝0 = 𝑡𝑝0𝛼𝑝0 + 𝑧𝑝0, 𝑧𝑝0 ∈ {0, 1, . . . , 𝑎𝑝0 − 1}, 𝑡𝑝0 ∈ Z
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Продовжуючи, означаємо послiдовно 𝑡𝑘 i 𝑧𝑘:

𝑡𝑘 + 𝑥𝑘+1 + 𝑦𝑘+1 = 𝑡𝑘+1𝛼𝑘+1 + 𝑧𝑘+1, 𝑧𝑘+1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑎𝑘+1 − 1}, 𝑡𝑘+1 ∈ Z

Таким чином отримуємо 𝑧 = {𝑧𝑛}. Неважко перевiрити, що для скiн-

ченних 𝑥 i 𝑦, тобто таких, що вiдповiдають цiлим числам, 𝑧 = 𝑥 + 𝑦.

Множина таких послiдовностей з операцiєю додавання називається 𝛼-

адичними цiлими числами i позначається ∆𝛼.

Означення 1.12. ([48, Chapter 2, 10.4]) Для елементiв 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ ∆𝛼

за означенням покладемо 𝜎(𝑥, 𝑦) = 2−𝑛, де 𝑛 – найменше цiле число, для

якого 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛 i 𝜎(𝑥, 𝑥) = 0.

Твердження 1.1. ([48, Chapter 2, 10.5]) 𝜎 є метрикою i породжує то-

пологiю на ∆𝛼, при чому 𝜎(𝑥 + 𝑦, 0) ≤ max{𝜎(𝑥, 0), 𝜎(𝑦, 0)}, тобто ця

метрика є неархiмедовою.

Означення 1.13. ([48, Chapter 2, 10.7]) Для елементiв 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ ∆𝛼,

вiзьмемо тiльки скiнченну частину 𝑛𝑥 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0, 0, . . .} i 𝑛𝑦 =

{𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 0, 0, . . .}. Елементи 𝑛𝑥 i 𝑛𝑦 вiдповiдають цiлим числам, то-

му означимо 𝑛𝑥𝑛𝑦 як скiнченну послiдовнiсть, що вiдповiдає добутку цих

чисел. Для нескiнченних послiдовностей означимо 𝑥𝑦 = lim𝑛→∞
𝑛𝑥𝑛𝑦. Ця

границя iснує i означає асоцiативну, комутативну i дистрибутивну опе-

рацiю, що є неперервною.

1.4 Фундаментальний розв’язок

Однiєю з важливих iдей знаходження розв’язку неоднорiдної лiнiйної

початкової задачi є метод побудови функцiї Грiна, що був запропонований

вперше в [49]. Бiльш сучасною побудовою є фундаментальний розв’язок

диференцiального оператора. Основною iдеєю цiєї побудови є знаходження

узагальненої функцiї, що залежить тiльки вiд лiвої частини рiвняння i дає

зможу знайти розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння за будь-

якої неоднорiдностi.



37

Однiєю з цiлей цiєї дисертацiйної роботи є побудова аналога такої кон-

струкцiї, побудови аналога простору узагальнених функцiй, поняття згор-

тки i знаходження деякої узагальненої функцiї з описаного простору, яка

залежить тiльки вiд лiвої частини диференцiального рiвняння, але дає змо-

гу знаходити розв’язок неоднорiдного рiвняння як згортку цього фунда-

ментального розв’язку з неоднорiднiстю.

Наведемо стисле викладення класичного варiанту цiєї теорiї, повна по-

будова якої описана, наприклад, в [50, 1.3, 1.4] або в [51, 1, 2.2].

Нехай 𝑓(𝑥) є локально iнтегрованою функцiєю в просторi R𝑛 i∫︀
R𝑛 𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑓, 𝜙) – дiйсне число, що вiдповiдає кожнiй фiнiтнiй

тестовiй функцiї 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛). Тодi 𝑓 буде неперервним лiнiйним функцiо-

налом у просторi 𝐶∞
0 (R𝑛). Довiльний неперервний лiнiйний функцiонал у

𝐶∞
0 (R𝑛) будемо називати узагальненою функцiєю (розподiлом). Позначи-

мо лiнiйний простiр узагальнених функцiй за 𝒟′. Означимо узагальнену

функцiю 𝛿 (дельта-функцiю Дiрака) як (𝛿, 𝜙) = 𝜙(0).

Означення 1.14. Нехай 𝑓 i 𝑔 є локально iнтегровними функцiями

в R𝑛, то, якщо iнтеграл
∫︀
𝑓(𝑦)𝑔(𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑦 iснує для майже всiх 𝑥 i є

локально iнтегровною функцiєю, то згорткою 𝑓 i 𝑔 називається

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R𝑛

𝑓(𝑦)𝑔(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

Для деяких узагальнених функцiй 𝑓 ∈ 𝒟′ i 𝑔 ∈ 𝒟′ можна означити згор-

тку 𝑓 * 𝑔, що буде також узагальненою функцiєю. Також можна означити

згортку будь=-якої кiлькостi узагальнених функцiй.

Для будь-яких 𝑓 ∈ 𝒟′ i 𝑔 ∈ 𝒟′ згортка буде лiнiйною, а також викону-

ватимуться наступнi властивостi:

� якщо iснує 𝑓 * 𝑔, то iснує i 𝑔 * 𝑓 , та 𝑓 * 𝑔 = 𝑔 * 𝑓 (комутативнiсть);

� якщо iснують згортки 𝑓 *𝑔, 𝑓 *𝑔 *ℎ, то iснує також згортка (𝑓 *𝑔)*ℎ,
причому 𝑓 * (𝑔 * ℎ) = 𝑓 * 𝑔 * ℎ (асоциативнiсть);

� якщо iснує 𝑓*𝑔, то iснують також 𝑓*𝐷𝑘𝑔 i𝐷𝑘𝑓*𝑔, i для них𝐷𝑘(𝑓*𝑔) =
(𝐷𝑘𝑓 * 𝑔) = (𝑓 *𝐷𝑘𝑔);
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� одиничним елементом щодо згортки є дельта-функцiя Дiрака, тобто

(𝑓 * 𝛿) = (𝛿 * 𝑓) = 𝑓 .

Будемо називати розв’язок ℰ(𝑥) ∈ 𝒟′ рiвняння

𝑃 (𝐷)ℰ(𝑥) = 𝛿(𝑥),

де 𝑃 (𝐷) = 𝑎0 + 𝑎1𝐷 + . . . + 𝑎𝑚𝐷
𝑚 диференцiальний оператор 𝑚-того по-

рядку зi сталими коефiцiєнтами, фундаментальним розв’язком оператора

𝑃 (𝐷). Мальгранжем (у 1953) та Еренпрайсом (у 1954) була доведена тео-

рема проiснування фундаментальних розв’язкiв:

Теорема 1.3. Будь-який диференцiальний оператор зi сталими кое-

фiцiєнтами 𝑃 (𝐷) ̸= 0 має фундаментальний розв’язок з 𝒟′.

Наступний важливий результат, що є широко вживаним в математичнiй

фiзицi, i є тим самим результатом, до якого ми поставили собi за цiль

сформулювати аналог.

Теорема 1.4. Нехай ℰ(𝑥) є фундаментальним розв’язком оператора

𝑃 (𝐷), 𝑓 ∈ 𝒟′. Тодi можна побудувати розв’язок 𝑢 ∈ 𝒟′ рiвняння

𝑃 (𝐷)𝑢(𝑥) = 𝑓,

у виглядi згортки

𝑢 = ℰ * 𝑓,

якщо ця згортка iснує в в 𝒟′.

Оскiльки коло питань, що розглядаються в цiй роботi, стосується не

класичний узагальнених функцiй, то вочевидь для побудови аналога опи-

саної вище конструкцiї необхiдно ввести простiр формальних розподiлiв,

для яких простором основних функцiй були б не функцiї з компактним

носiєм в R𝑛, а полiноми. Подiбнi побудови формальних розподiлiв вiдомi.

Наприклад, така конструкцiя описана у [52, Chapter 2, 2.1]. Там розгляда-

лися ряди виду
∑︀

𝑚,𝑛,...∈Z 𝑎𝑚,𝑛,...𝑧
𝑚𝑤𝑛 . . . ∈ 𝑈 [[𝑧, 1𝑧 , 𝑤,

1
𝑤 , . . .]], якi називалися
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формальними розподiлами, де 𝑎𝑛 ∈ 𝑈 , а 𝑈 є комплексним векторним про-

стором. Добуток двох формальних розподiлiв взагалi кажучи не є коректно

означеним, тобто його можна розглядати тiльки за умови, що коефiцiєнти

при всiх степенях є скiнченними або збiжними сумами.

Означення 1.15. Лишком формального розподiлу 𝑎(𝑧) =
∑︀

𝑛∈Z 𝑎𝑛𝑧
𝑛

будемо називати 𝑅𝑒𝑠𝑧𝑎(𝑧) = 𝑎−1.

Означення 1.16. Означимо вiдображення 𝑈 [[𝑧, 1𝑧 ]]× C[𝑧, 1𝑧 ] → 𝑈 як

(𝑓, 𝜙) = 𝑅𝑒𝑠𝑧𝑓(𝑧)𝜙(𝑧).

Тобто полiноми Лорана можна розглядати як тестовi функцiї для фор-

мальний розподiлiв.

Твердження 1.2. Формальнi розподiли 𝑎(𝑧) i 𝑏(𝑧) дорiвнюють один

одному тодi i тiльки тодi, коли (𝑎, 𝜙) = (𝑏, 𝜙) для всiх 𝜙 ∈ C[𝑧, 1𝑧 ].

Також означений аналог дельта-функцiї.

Означення 1.17. Формальним дельта-розподiлом будемо називати

формальний розподiл

𝛿(𝑧 − 𝑤) =
1

𝑧

∑︁
𝑛∈Z

(︁𝑤
𝑧

)︁𝑛
∈ C[[𝑧,

1

𝑧
, 𝑤,

1

𝑤
]].

Твердження 1.3. Для будь-якої функцiї 𝑓(𝑧) ∈ 𝑈 [[𝑧, 1𝑧 ]] виконується

рiвнiсть 𝑅𝑒𝑠𝑧𝑓(𝑧)𝛿(𝑧 − 𝑤) = 𝑓(𝑤).

Описана структура є деяким аналогом звичайного простору узагаль-

нених функцiй, де простором основних функцiй є не простiр нескiнченно

диференцiйованих функцiй зi скiнченним носiєм, як зазвичай, а простiр

полiномiв Лорана C[𝑧, 1𝑧 ]. Лишок можна розглядати як аналог iнтегрува-

ння. Згортка як така введена не була, але лiва частина рiвностi з остан-

нього твердження показує, що лишок добутку формального ряду Лорана

з 𝑈 [[𝑧, 1𝑧 ]] i формального розподiлу з C[[𝑧, 1𝑧 , 𝑤,
1
𝑤 ]] є формальним рядом
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Лорана, тобто цей лишок мiг би бути означенням деякої згортки. Бiль-

ше того, остання теорема в такому випадку означала б, що узагальнена

дельта-функцiя є одиничним елементом щодо згортки.

В цiй дисертацiї описанi подiбнi конструкцiї, але вони мають певнi роз-

бiжностi. Зокрема, простiр основних функцiй у вказаному вище прикладi –

полiноми Лорана C[𝑧, 1𝑧 ], а нас цiкавлять формальнi степеневi ряди, коефi-
цiєнтами яких є елементи деякого кiльця 𝐾 з неархiмедовим нормуванням.

В нашому випадку згортка є вiдображенням 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] ×𝐾[[𝑧]] → 𝐾[[𝑧]], де

1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] є простором рядiв Лорана з вiд’ємними степенями – деяким ана-

логом простором формальних розподiлiв. Також це означає, що є потреба

розглядати рiвняння

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥)+𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥)+. . .+𝑎2𝑤
′′(𝑥)+𝑎1𝑤

′(𝑥)+𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑔(𝑥), (1.12)

де 𝑔(𝑥) належить 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i розв’язок шукається також в 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]].

Виявляється, можна у такий самий спосiб означити згортку двох рядiв

Лорана з вiд’ємними степенями, що є вiдображенням 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]]×

1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] →

1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]]. Отримана згортка буде збiгатися з вiдомим вiдображенням, що

називається добуток Гурвиця.

Означення 1.18. [53, §1, 1.5] Нехай

𝑎(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑧𝑛+1

, 𝑏(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛
𝑧𝑛+1

.

Тодi добутком Гурвиця називається ряд

H(𝑎, 𝑏; 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛
𝑧𝑛+1

, 𝑐𝑛 =
𝑛∑︁

𝑛=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.

1.5 Метод Крамера

Всi розглянутi рiзницевi рiвняння насправдi можна записати як нескiн-

ченнi лiнiйнi системи рiвнянь, i у матричному виглядi така система матиме

вигляд 𝐴𝑤 = 𝑓 , де 𝐴 – нескiнченна матриця, що залежить вiд коефiцiєн-

тiв 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, а 𝑤 = (𝑤0, 𝑤1, . . .)
⊤ i 𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, . . .)

⊤ є нескiнченними

векторами.
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Таким чином, можна розв’язувати таку систему методами лiнiйної алге-

бри. Наприклад, загальновiдомим методом Крамера, який для скiнченної

системи над полем нульової характеристики формулюється наступним чи-

ном.

Теорема 1.5. Якщо визначник det𝐴 ̸= 0, то розв’язок рiвняння

𝐴𝑤 = 𝑓 знаходиться за формулою 𝑤𝑛 =
det𝐴𝑛

det𝐴
, де 𝐴𝑛 – матриця, що

отримується з матрицi 𝐴 замiною 𝑛-того стовпця на вектор 𝑓 .

Наостанок скажiмо, що рiвняння та системи, що вивчаються у дисерта-

цiйнiй роботi є добре вивченими над полями дiйсних та комплексних чисел.

Наприклад, розв’язки, що є формальними степеневими рядами, лiнiйних

диференцiальних рiвнянь з рацiональними та мероморфними коефiцiєнта-

ми вивчались у [54]–[56]. Диференцiальнi рiвняння у просторах збiжних

𝑝-адичних степеневих рядiв та диференцiальних рiвнянь над полями до-

датної характеристики вивчались у [57]–[62]. Також нескiнченнi лiнiйнi си-

стеми розглянутi, наприклад, в [63]–[65]). Формальнi степеневi ряди над

кiльцями вивчались в [66] у зв’язку з теорiєю автоматiв.

Тим не менш, питання щодо диференцiальних i рiзницевих рiвнянь над

кiльцями досi вивчалися мало, теорiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь

над кiльцями почала розвиватися приблизно десять рокiв тому.



ЛIНIЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ 𝑚-ТОГО

ПОРЯДКУ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ В

КIЛЬЦI ФОРМАЛЬНИХ СТЕПЕНЕВИХ РЯДIВ

Нехай 𝐾 – довiльна область цiлiсностi з одиницею. Розглянемо лiнiйне

диференцiальне рiвняння 𝑚-того порядку зi сталими коефiцiєнтами

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥)+𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥)+ . . .+𝑎1𝑤
′(𝑥)+𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑎𝑚 ̸= 0, 𝑛 ∈ N0,

(2.1)

де коефiцiєнти 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 i 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]]. Шукатимемо формальний сте-

пеневий ряд 𝑤(𝑥), що задовольняє це рiвняння.

2.1 Полiномiальна неоднорiднiсть

В цьому роздiлi сформульовано i доведено декiлька простих резуль-

татiв, що виникають, якщо розглядати рiвняння (2.1) з полiномiальною

неоднорiднiстю.

Теорема 2.1. Нехай 𝑎0, 𝑎1, . . . 𝑎𝑚 ∈ 𝐾. Рiвняння (2.1) має полiномi-

альний розв’язок для будь-якого 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] тодi i тiльки тодi, коли

елемент 𝑎0 є оборотним. При цьому, полiномiальний розв’язок є єдиним

i має вигляд (2.3). Вiдмiтимо, що вiн має степiнь, не бiльший за степiнь

𝑓(𝑥).

Доведення. Позначимо 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑥 i 𝑃 (𝑡) = 𝑎𝑚𝑡

𝑚 + . . . + 𝑎1𝑡 + 𝑎0. Якщо

𝑎0 є оборотним, полiном 𝑃 (𝑡) є оборотним в кiльцi формальних степене-

вих рядiв 𝐾[[𝑡]]. Тодi можемо переписати рiвняння (2.1) як 𝑃 (𝐷)𝑤 = 𝑓 , i

це рiвняння матиме єдиний розв’язок 𝑤 = 𝑃−1(𝐷)𝑓 . Формальний степене-

вий ряд (𝑃 (𝑡))−1 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑡
𝑘 є оборотним до 𝑃 (𝑡), i його коефiцiєнти 𝑐𝑘

однозначно визначенi рiвнiстю

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)
−1 = 𝑐0 + 𝑐1𝑠+ 𝑐2𝑠

2 + 𝑐3𝑠
3 + . . . . (2.2)
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Отримуємо, що розв’язок 𝑤 = 𝑃−1(𝐷)𝑓 рiвняння (2.1) знаходиться за фор-

мулою

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥). (2.3)

З iншого боку, нехай рiвняння має полiномiальний розв’язок для

будь-якого полiному 𝑓(𝑥), зокрема для 𝑓(𝑥) = 1. Степенi похiдних

𝑤′(𝑥), . . . , 𝑤(𝑚)(𝑥) меншi за степiнь 𝑤(𝑥). Тодi максимальний степiнь 𝑤(𝑥)

має дорiвнювати 0, тобто розв’язок рiвняння (2.1) має вигляд 𝑤(𝑥) = 𝐶.

Тому 𝑎0𝐶 = 1, тобто елемент 𝑎0 є оборотним. ■

Для рiвнянь першого та другого порядку, коефiцiєнти 𝑐𝑗, а, отже, i

розв’язок у виглядi (2.3), можуть бути знайденi явно, як показано в насту-

пному зауваженнi.

Зауваження 2.1. Нехай 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐾, 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] i 𝑎0 – оборотний

елемент.

Якщо 𝑚 = 1, маємо

1

𝑎0 + 𝑎1𝑡
=

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑎−𝑗−1
0 𝑎𝑗1𝑡

𝑗.

Отже, 𝑐𝑗 = (−1)𝑗𝑎−𝑗−1
0 𝑎𝑗1. Рiвняння 𝑎1𝑤

′ + 𝑎0𝑤 = 𝑓(𝑥) має єдиний в 𝐾[𝑥]

розв’язок

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎−𝑘−1
0 𝑎𝑘1𝑓

(𝑘)(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

𝑎𝑛1
(𝑛+ 𝑘)!

𝑘!
𝑓𝑘+𝑛

)︃
𝑥𝑘.

Якщо 𝑚 = 2, маємо

1

𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡2
=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑛−𝑘
1 𝑎𝑘2𝑡

𝑛+𝑘 =

=
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=𝑘

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑛−𝑘
1 𝑎𝑘2𝑡

𝑛+𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛+𝑘(𝑛+ 𝑘)!

𝑎𝑛+𝑘+1
0 𝑘!𝑛!

𝑎𝑛1𝑎
𝑘
2𝑡

𝑛+2𝑘 =

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗
[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗−𝑘(𝑗 − 𝑘)!

𝑎𝑗−𝑘+1
0 𝑘!(𝑗 − 2𝑘)!

𝑎𝑗−2𝑘
1 𝑎𝑘2 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗
[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑗−𝑘𝑎𝑗−2𝑘

1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

.
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Отже,

𝑐𝑗 =

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑗−𝑘𝑎𝑗−2𝑘

1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

.

Рiвняння 𝑎2𝑤
′′ + 𝑎1𝑤

′ + 𝑎0𝑤 = 𝑓(𝑥) має єдиний в 𝐾[𝑥] розв’язок

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑓 (𝑗)(𝑥)

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗−𝑘

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
𝑎𝑗−2𝑘
1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

=

=
∞∑︁
𝑘=0

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 𝑘)!

𝑘!
𝑓𝑘+𝑗

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑛=0

(−1)𝑗−𝑛

(︂
𝑗 − 𝑛

𝑛

)︂
𝑎𝑗−2𝑛
1 𝑎𝑛2

𝑎𝑗−𝑛+1
0

⎞⎠𝑥𝑘.

Зауваження 2.2. Позначимо за 𝐹 поле часток кiльця 𝐾. Якщо 𝑎0 ̸=
0 не є оборотним у 𝐾, тодi застосовуючи теорему 2.1 для 𝐹 , отри-

муємо єдиний в 𝐹 [𝑥] розв’язок рiвняння (2.1). Тодi або цей розв’язок

належить 𝐾[𝑥], або рiвняння (2.1) не має розв’язку з 𝐾[𝑥]. Якщо ж

𝑎0 = 0 i 𝐾 нескiнченне, тодi рiвняння (2.1) або має нескiнченно багато

розв’язкiв в 𝐾[𝑥], або жодного. Дiйсно, розв’язуватимемо (2.1) вiдносно

𝑣(𝑥) = 𝑤(𝑙)(𝑥), де 𝑙 – мiнiмальний номер, для якого 𝑎𝑙 ̸= 0. Це рiвняння

має єдиний розв’язок з 𝐹 [𝑥]. Отримуємо рiвняння 𝑤(𝑙)(𝑥) = 𝑣(𝑥), яке має

або нескiнченно багато, або жодного розв’язку з 𝐾[𝑥].

Приклад 2.1. Розглянемо рiвняння 3𝑤′ + 2𝑤 = 2𝑥 + 5 над Z i Q. В
цьому випадку 𝑎0 = 2 ̸= 0, 𝑎1 = 3. Тому 𝑐0 =

1
𝑎0

= 1
2 i 𝑐1 = −𝑎1

𝑎20
= −3

4. За

теоремою 2.1, єдиний розв’язок з Q[𝑥] має вигляд

𝑤(𝑥) = 𝑐0𝑓(𝑥) + 𝑐1𝑓
′(𝑥) =

1

2
(2𝑥+ 5)− 2 · 3

4
= 𝑥+ 1 i 𝑤 ∈ Z[𝑥].

Приклад 2.2. Рiвняння 3𝑤′ + 2𝑤 = 𝑥+ 5 має таку саму лiву части-

ну, як i рiвняння з попереднього прикладу, тому 𝑐0 = 1
2 , 𝑐1 = −3

4. За

теоремою 2.1 єдиний в Q[𝑥] розв’язок має вигляд

𝑤(𝑥) = 𝑐0𝑓(𝑥) + 𝑐1𝑓
′(𝑥) =

1

2
(𝑥+ 5)− 3

4
=

1

2
𝑥+

7

4
.

Вiн не належить Z[𝑥], i тому рiвняння не має розв’язкiв в Z[𝑥].
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Приклад 2.3. Рiвняння 𝑤′(𝑥) = 𝑥 не має розв’язкiв Z[𝑥], але має

нескiнченно багато розв’язкiв в кiльцi 3-цiлих чисел

Z(3) =
{︁ 𝑛

𝑚
: (𝑛,𝑚) = 1 i 𝑚 не дiлиться на 3

}︁
.

Дiйсно, полiноми 𝑤(𝑥) = 𝑥2

2 + 𝐶, де 𝐶 ∈ Q i тiльки вони є розв’язками

цього рiвняння в Q[𝑥], всi вони належать Z(3)[𝑥] i жоден з них не нале-

жить Z[𝑥].

2.2 Неоднорiднiсть з кiльця K[[x]]

Спочатку зазначимо, що у рiвняння виду (2.1) з неоднорiднiстю, що

належить 𝐾[[𝑥]] ∖ 𝐾[𝑥], не може бути розв’язку з 𝐾[𝑥]. Дiйсно, якщо по-

лiном 𝑤(𝑥) є розв’язком (2.1), тодi неоднорiднiсть рiвняння (2.1) дорiвнює

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)+. . .+𝑎1𝑤

′+𝑎0𝑤, тобто також є полiномом. Але таке рiвняння може

мати розв’язок з𝐾[[𝑥]]. Як видно з доведення теореми 2.1, для полiномiаль-

ної неоднорiдностi природно шукати розв’язок (2.1) у виглядi (2.3). Якщо

неоднорiднiсть належить 𝐾[[𝑥]], то, взагалi кажучи, сума формальних сте-

пеневих рядiв (2.3) не є коректно визначеною. Тим не менш, її можна роз-

глядати як “формальний” розв’язок i використовувати для знаходження

розв’язку рiвняння (2.1).

2.2.1 Формальний розв’язок диференцiального рiвняння

В цьому роздiлi буде строго означено, в якому сенсi суму формальних

степеневих рядiв (2.3) можна вважати формальним розв’язком рiвняння

(2.1). Для цього буде встановлена вiдповiднiсть мiж цим рiвнянням i де-

яким рiвнянням в кiльцi 𝐾[[𝑥]][[𝑦]].

Нагадаємо, що 𝐾 – довiльна область цiлiсностi з одиницею. Розглянемо

кiльце 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] формальних степеневих рядiв, що мають вигляд

𝑤(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑤𝑘(𝑥)𝑦
𝑘,
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де 𝑤𝑘 ∈ 𝐾[[𝑥]]. Нехай �̃� : 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] → 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] є 𝐾-лiнiйним операто-

ром, який кожному ряду 𝑤(𝑥, 𝑦) ставить у вiдповiднiсть ряд 𝜕𝑤
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑦) · 𝑦.

Для будь-якого 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]] за означенням покладемо 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥).

Розглянемо наступне рiвняння в кiльцi 𝐾[[𝑥]][[𝑦]]:

𝑎𝑚�̃�
𝑚𝑤 + 𝑎𝑚−1�̃�

𝑚−1𝑤 + . . .+ 𝑎1�̃�𝑤 + 𝑎0𝑤 = 𝑓, (2.4)

де 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾.

Теорема 2.2. Нехай 𝑎0 є оборотним елементом в кiльцi 𝐾. Тодi рiв-

няння (2.4) в кiльцi 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] має єдиний розв’язок

𝑤(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥)𝑦𝑘, (2.5)

де коефiцiєнти 𝑐𝑘 знаходяться з рiвностi (2.2).

Доведення. Як було вiдмiчено в доведеннi теореми 2.1, полiном 𝑃 (𝑡) =

𝑎𝑚𝑡
𝑚 + . . . + 𝑎1𝑡 + 𝑎0 оборотний в 𝐾[[𝑡]]. Рiвняння (2.4) можна записати у

виглядi 𝑃 (�̃�)𝑤 = 𝑓 . Воно має єдиний розв’язок (𝑃 (�̃�))−1𝑓 , де (𝑃 (𝑡))−1 =∑︀∞
𝑘=0 𝑐𝑘𝑡

𝑘. Так як (�̃�𝑘𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑘)(𝑥)𝑦𝑘, ми отримуємо розв’язок (2.5).

■ Якщо 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] i елемент 𝑎0 є оборотним, ряд (2.3) є розв’язком

рiвняння (2.1). Якщо 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]] ∖𝐾[𝑥], ми можемо говорити, що (2.3) є

формальним розв’язком (2.1).

Означення 2.1. Нехай 𝑤𝑘 ∈ 𝐾[[𝑥]]. Ряд 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥) є фор-

мальним розв’язком рiвняння (2.1), якщо 𝑤(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥)𝑦
𝑘 задо-

вольняє рiвняння (2.4).

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння (2.1) над 𝐾 з неоднорiднi-

стю 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]] i наведемо зв’язок мiж ним i рiвнянням (2.4).

Теорема 2.3. Припустимо, що коефiцiєнт 𝑎0 рiвняння (2.1) оборо-

тний в кiльцi 𝐾.

� Якщо послiдовнiсть {𝑐𝑘} задовольняє рiвнiсть (2.2), то ряд (2.3) є

формальним розв’язком рiвняння (2.1).
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� Нехай 𝐾 – область цiлiсностi i Z-модуль без кручень, тобто для

𝑛 ∈ Z ∖ {0} i 𝑎 ∈ 𝑅, з рiвностi 𝑛𝑎 = 0 випливає, що 𝑎 = 0 i нехай

𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]] ∖ 𝐾[𝑥]. Якщо
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) є формальним розв’язком

рiвняння (2.1), тодi {𝑐𝑘} є послiдовнiстю, що задовольняє рiвнiсть

(2.2).

Доведення. Перше твердження випливає з теореми 2.2.

Нехай тепер 𝑏𝑘 ∈ 𝐾, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . i ряд
∑︀∞

𝑘=0 𝑏𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) задо-

вольняє (2.1). Якщо 𝑐𝑘 – послiдовнiсть, що задовольняє (2.2), тодi ряд∑︀∞
𝑘=0 (𝑏𝑘 − 𝑐𝑘)𝑓

(𝑘)(𝑥)𝑦𝑘 є розв’язком однорiдного рiвняння

𝑎𝑚�̃�
𝑚𝑤 + 𝑎𝑚−1�̃�

𝑚−1𝑤 + . . .+ 𝑎1�̃�𝑤 + 𝑎0𝑤 = 0. (2.6)

З теореми 2.2 випливає, що (𝑏𝑘 − 𝑐𝑘)𝑓
(𝑘)(𝑥) = 0 для будь-якого 𝑘.

Тепер припустимо вiд супротивного, що iснує 𝑗, для якого 𝑏𝑗 ̸= 𝑐𝑗. Так

як 𝐾 – область цiлiсностi, то (𝑗+𝑖)!
𝑗! 𝑓𝑗+𝑖 = 0 для будь-якого 𝑖. Оскiльки 𝐾

– Z-модуль без кручень, маємо 𝑓𝑗 = 𝑓𝑗+1 = . . . = 0, тобто 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥], що

суперечить умовi теореми. ■

Наступна лема, за деяких умов, розв’язку рiвняння (2.4) ставить у вiд-

повiднiсть розв’язок рiвняння (2.1).

Лема 2.1. Нехай деякий 𝐾-лiнiйний оператор 𝑇 : 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] → 𝐾[[𝑥]]

з областю визначення D(𝑇 ) задовольняє такi умови:

� �̃�(D(𝑇 )) ⊂ D(𝑇 );

� 𝑇 (�̃�𝑤) = (𝑇𝑤)′(𝑥) для кожного 𝑤 ∈ D;

� для будь-якого 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]], якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥), то 𝑇𝑓 = 𝑓 .

Якщо 𝑤 ∈ D(𝑇 ) є розв’язком (2.4), то 𝑇𝑤 є розв’язком (2.1).

Доведення. Так як 𝑤 належить D(𝑇 ), то �̃�𝑤, �̃�2𝑤, . . . , �̃�𝑚𝑤 належить

D(𝑇 ).
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Ряд 𝑤(𝑥, 𝑦) ∈ D(𝑇 ) є розв’язком (2.4), тому

𝑇 (𝑎𝑚�̃�
𝑚𝑤 + 𝑎𝑚−1�̃�

𝑚−1𝑤 + . . .+ 𝑎1�̃�𝑤 + 𝑎0𝑤) = 𝑇𝑓.

Для будь-якого 𝑗 маємо 𝑇 (�̃�𝑗𝑤(𝑥, 𝑦)) = (𝑇𝑤)(𝑗) i 𝑇𝑓 = 𝑓 , тому

𝑎𝑚(𝑇𝑤)
(𝑚) + 𝑎𝑚−1(𝑇𝑤)

(𝑚−1) + . . .+ 𝑎1(𝑇𝑤)
′ + 𝑎0𝑇𝑤 = 𝑓.

■

2.2.2 Збiжнiсть формального розв’язку в ℐ-адичнiй топологiї

В кiльцi 𝑅 = 𝐾[[𝑥]] розглядатимемо iдеал ℐ = 𝑥𝐾[[𝑥]]. Як було сказано

в роздiлi 1.2, вiн породжує в цьому кiльцi ℐ-адичну топологiю. Нагадаємо,
що збiжнiсть ряду

∑︀∞
𝑘=0𝑤𝑘(𝑥), 𝑤𝑘(𝑥) ∈ 𝐾[[𝑥]] в цiй топологiї означає, що

коефiцiєнт при кожному степенi 𝑥𝑛 є сумою скiнченної кiлькостi елементiв

з 𝐾.

Наслiдок 2.1. Нехай ряд 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥), що збiгається в ℐ-
адичнiй топологiї в кiльцi 𝐾[[𝑥]], є формальним розв’язком рiвняння (2.1).

Тодi цей ряд є розв’язком (2.1) i дорiвнює ряду (2.3). Також його можна

записати у виглядi

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛
(𝑛+ 𝑘)!

𝑘!
𝑓𝑘+𝑛

)︃
𝑥𝑘, (2.7)

де коефiцiєнт при кожному степенi 𝑥𝑘 насправдi є скiнченною сумою еле-

ментiв 𝐾.

Доведення. Нехай вiдображення 𝑇 : 𝐾[[𝑥]][[𝑦]] → 𝐾[[𝑥]] з областю

визначення

D(𝑇 ) = {𝑣(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘(𝑥)𝑦
𝑘 :

∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘(𝑥) збiгається в ℐ-адичнiй топологiї}

задається рiвнiстю

𝑇 (𝑣(𝑥, 𝑦)) = 𝑣(𝑥, 1). (2.8)
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Оператор 𝑇 задовольняє всi умови леми 2.1. Дiйсно, оскiльки
∑︀∞

𝑘=0 𝑣𝑘(𝑥)

збiгається в ℐ-адичнiй топологiї, то
∑︀∞

𝑘=0 𝑣
′
𝑘(𝑥) також збiгається в ℐ-

адичнiй топологiї, тому 𝑣′𝑥(𝑥, 𝑦)𝑦 ∈ D(𝑇 ). Також 𝑇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) для

𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]] i 𝑇 (�̃�𝑤) = 𝑇 (𝑤′
𝑥(𝑥, 𝑦)𝑦) = (𝑤′

𝑥(𝑥, 𝑦)𝑦)
⃒⃒⃒
𝑦=1

= 𝑤′
𝑥(𝑥, 1) = (𝑇𝑤)′.

Нехай 𝑤(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥)𝑦
𝑘. Тодi з леми 2.1 маємо, що 𝑤(𝑥) =∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘(𝑥) є розв’язком (2.1). За теоремою 2.2 можна записати 𝑤(𝑥)

як (2.3). Неважко перевiрити, що коефiцiєнт при степенi 𝑥𝑘 дорiвнює∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛

(𝑛+𝑘)!
𝑘! 𝑓𝑘+𝑛. ■

Нехай тепер характеристика поля часток 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) кiльця 𝐾 дорiв-

нює 0. Розглянемо рiвняння (2.1) з неоднорiднiстю iз 𝐹 [[𝑥]]. За теоремою

2.3, ряд (2.3) є формальним розв’язком (2.1). В теоремi 2.4 буде показано,

що ряд (2.3) збiгається в ℐ-адичнiй топологiї тодi i тiльки тодi, коли 𝑓(𝑥)

є полiномом.

Оскiльки ряд (4.6) збiгається в ℐ-адичнiй топологiї тодi i тiльки тодi,

коли коефiцiєнт
∑︀∞

𝑗=0 𝑐𝑗(𝑘 + 𝑗)!𝑓𝑘+𝑗 має скiнченну кiлькiсть доданкiв для

кожного 𝑘, маємо наступну умову збiжностi.

Лема 2.2. Нехай 𝑐𝑗, 𝑓𝑗 ∈ 𝐹, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . – довiльнi елементи 𝐹 . Тодi

ряд (4.6) збiгається в ℐ-адичнiй топологiї в 𝐹 [[𝑥]] тодi i тiльки тодi,

коли для кожного 𝑘 iснує 𝑖 таке, що 𝑐𝑗𝑓𝑗+𝑘 = 0 для будь-якого 𝑗 > 𝑖.

Наступний приклад демонструє, що теорема 2.4 не випливає очевидним

чином з цiєї леми, тому що умова леми може виконуватись навiть якщо нi

{𝑐𝑗}, нi {𝑓𝑗} не є фiнiтними послiдовностями.

Приклад 2.4. Нехай 𝐹 = Q. Розглянемо послiдовнiсть {𝑐𝑖}, для якої

𝑐𝑗 = 1 якщо iснує 𝑟 таке, що 𝑗 = 2𝑟, iнакше 𝑐𝑖 = 0. Також розглянемо {𝑓𝑖},
таку що 𝑓𝑖 = 1, якщо 𝑖 = 2𝑟 + 𝑟 i 𝑓𝑖 = 0 в iншому разi.

Для будь-якого 𝑘 позначимо 𝑖 = 2𝑘+1. Оскiльки для будь-якого 𝑗 > 𝑖,

для якого 𝑐𝑗 ̸= 0, iснує 𝑟, такий що 𝑗 = 2𝑟, маємо 𝑗 = 2𝑟 > 𝑖 = 2𝑘+1, отже

𝑘 ≤ 𝑟− 1. Тодi 𝑓𝑘+𝑗 = 𝑓2𝑟+𝑘 = 0, так як 2𝑟−1 + 𝑟− 1 < 2𝑟 < 2𝑟 + 𝑘 < 2𝑟 + 𝑟.

Отримуємо, що якщо 𝑐𝑗 ̸= 0, то 𝑓𝑘+𝑗 = 0. Тому 𝑐𝑗𝑓𝑗+𝑘 = 0.
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Незважаючи на це, якщо {𝑐𝑗} є не довiльною послiдовнiстю, а такою, що

задовольняє (2.2), виконується наступна теорема.

Теорема 2.4. Нехай 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 [[𝑥]], 𝑎𝑗 ∈ 𝐹 , 𝑎0 ̸= 0 i 𝑐𝑗 задовольняє

(2.2). Тодi ряд (2.3) збiгається в 𝐹 [[𝑥]] тодi i тiльки тодi, коли 𝑓(𝑥) ∈
𝐹 [𝑥].

Доведення. Зауважимо, що оскiльки {𝑐𝑗} задовольняє (2.2), ця послi-

довнiсть не є фiнiтною i є розв’язком системи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0𝑐0 = 1,∑︀𝑗

𝑖=0 𝑎𝑖𝑐𝑗−𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚∑︀𝑚
𝑖=0 𝑎𝑖𝑐𝑗−𝑖 = 0, 𝑗 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . .

Спочатку вiдмiтимо, що для будь-якого 𝑗 iснує 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 таке, що 𝑐𝑗+𝑖 ̸= 0.

Дiйсно, якщо iснує 𝑗 таке, що 𝑐𝑗+1 = 𝑐𝑗+2 = . . . = 𝑐𝑗+𝑚 = 0, то з системи

маємо 𝑐𝑖 = 0 для всiх 𝑖 ≥ 𝑗+1. Це суперечить тому, що {𝑐𝑗} не є фiнiтною.
Доведемо, що коли 𝑓(𝑥) не є полiномом, то для деякого 𝑘 послiдовнiсть

{𝑐𝑗(𝑘+ 𝑗)!𝑓𝑘+𝑗} не є фiнiтною. Припустимо протилежне, що для кожного 𝑘
iснує 𝑖𝑘 таке що 𝑐𝑗𝑓𝑘+𝑗 = 0 для будь-якого 𝑗 > 𝑖𝑘. Розглянемо 𝑗 > max

𝑘=0,1,...,𝑚
𝑖𝑘,

такий що 𝑐𝑗 ̸= 0. Тодi 𝑓𝑗 = 𝑓𝑗+1 = . . . = 𝑓𝑗+𝑚 = 0. Як показано ранiше,

iснує таке 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, що 𝑐𝑗+𝑖 ̸= 0, отже 𝑓𝑗+𝑖 = 𝑓𝑗+𝑖+1 = . . . = 𝑓𝑗+𝑖+𝑚 = 0.

Таким чином, оскiльки 𝑗+ 𝑖+𝑚 > 𝑗+𝑚, для кожного 𝑘 > 𝑗 маємо 𝑓𝑘 = 0,

що суперечить припущенню. ■

2.3 Кiльце неархiмедового нормування

Нехай (𝐹, |·|) – поле характеристики нуль з неархiмедовим нормуванням

i 𝐾 = {𝑠 ∈ 𝐹 : |𝑠| ≤ 1} – це кiльце нормування цього поля (означення 1.5).
В цьому роздiлi на кiльцi 𝐾[[𝑥]] ми будемо розглядати топологiю поко-

ефiцiєнтної збiжностi (див. [67, Chapter 1, Section 3]).

Теорема 2.5. Нехай в рiвняннi (2.1) коефiцiєнти 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 нале-

жать 𝐾, |𝑎0| = 1 i |𝑎𝑖| < 1 для будь-якого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Тодi це рiвняння

має не бiльше одного розв’язку з 𝐾[[𝑥]].
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Доведення. Розглянемо однорiдне рiвняння

𝑎𝑚𝑦
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑦

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎1𝑦
′(𝑥) + 𝑎0𝑦(𝑥) = 0. (2.9)

Будемо шукати розв’язок у виглядi 𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑦1𝑥 + 𝑦2𝑥
2 + . . .. Тодi для

будь-якого 𝑘 виконується рiвнiсть

𝑚∑︁
𝑖=0

(𝑘 + 𝑖)!

𝑘!
𝑎𝑖𝑦𝑘+𝑖 = 0.

Тому

𝑦𝑘 = −𝑎−1
0

𝑚−1∑︁
𝑖=0

(𝑘 + 𝑖+ 1)!

𝑘!
𝑎𝑖+1𝑦𝑘+𝑖+1. (2.10)

Для набору iндексiв 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 позначимо 𝑠𝑘 =
∑︀𝑘

𝑗=0 𝑖𝑗 та 𝑝𝑘 =
∏︀𝑘

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗+1.

Отримуємо

𝑦0 = −𝑎−1
0

𝑚−1∑︁
𝑖1=0

(𝑠1 + 1)!𝑝1𝑦𝑠1+1 = 𝑎−2
0

𝑚−1∑︁
𝑖1=0

𝑝1

𝑚−1∑︁
𝑖2=0

(𝑠2 + 2)!𝑎𝑖2+1𝑦𝑠2+2 =

= 𝑎−2
0

𝑚−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝑠2 + 2)!𝑝2𝑦𝑠2+2 = −𝑎−3
0

𝑚−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

(𝑠3 + 3)!𝑝3𝑦𝑠3+3 = . . .

. . . = (−1)𝑘𝑎−𝑘
0

𝑚−1∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘=0

(𝑠𝑘 + 𝑘)!𝑝𝑘𝑦𝑠𝑘+𝑘.

Позначивши 𝑏 = max𝑚𝑖=1 |𝑎𝑖| < 1, маємо |𝑝𝑘| ≤ 𝑏𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞. Оскiльки

нормування | · | неархiмедове, то |𝑦0| ≤ 𝑏𝑘, тому 𝑦0 = 0. Так само, з рiвностi

(2.10) отримуємо, що 𝑦𝑘 = 0 для всiх 𝑘. ■

Тепер сформулюємо умови iснування розв’язку. Для цього розглянемо

перетворення 𝑇 , що задається рiвнiстю (2.8) i має область визначення

D(𝑇 ) = {
∞∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥)𝑦
𝑘 :

∞∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥) збiгається в топологiї

покоефiцiєнтної збiжностi в 𝐾[[𝑥]]}.

Теорема 2.6. Нехай 𝐹 повне вiдносно | · |, |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для

всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Тодi ряд (2.3) збiгається в кiльцi 𝐾[[𝑥]] в топологiї поко-

ефiцiєнтної збiжностi i його сума є єдиним в 𝐾[[𝑥]] розв’язком рiвняння

(2.1).
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Доведення. Вiдображення 𝑇 задовольняє умови леми 2.1. Дiйсно,

так само як в наслiдку 2.1, можна довести, що 𝑇 (�̃�𝑣) = (𝑇𝑣)′(𝑥) i

𝑇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) для 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]]. Якщо 𝑣 ∈ D(𝑇 ), то для будь-якого 𝑗

ряд
∑︀∞

𝑖=0 𝑣𝑖𝑗 збiгається в 𝐾 вiдносно нормування | · |. Тодi для будь-якого

𝑗 ряд
∑︀∞

𝑗=0 (𝑗 + 1)𝑣𝑖(𝑗+1) також збiгається в 𝐾 вiдносно | · |. Таким чином,

𝑣′𝑥(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞

𝑖=0

(︁∑︀∞
𝑗=0 (𝑗 + 1)𝑣𝑖(𝑗+1)𝑥

𝑗
)︁
𝑦𝑖 ∈ D(𝑇 ).

Нехай ряд 𝑤(𝑥, 𝑦) є розв’язком (2.5) рiвняння (2.4). Перевiримо, що

(2.5) належить D(𝑇 ). Для цього оцiнимо коефiцiєнти 𝑐𝑗 ряду 𝑤(𝑥, 𝑦), що

знаходяться з рiвностi (2.2). Маємо

1

𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑡𝑚
=

𝑎−1
0

1− 𝑎−1
0 (−𝑎1 − 𝑎2𝑡− . . .− 𝑎𝑚𝑡𝑚−1)𝑡

=

=
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑎−𝑛−1
0 (𝑎1 + 𝑎2𝑡+ . . .+ 𝑎𝑚𝑡

𝑚−1)𝑛𝑡𝑛 =

=
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑖1+𝑖2+...+𝑖𝑚=𝑛

(−1)𝑛
𝑛!

𝑖1!𝑖2! · . . . · 𝑖𝑚!
· 𝑎

𝑖1
1 𝑎

𝑖2
2 · . . . · 𝑎𝑖𝑚𝑚
𝑎𝑛+1
0

𝑡𝑛+𝑖2+2𝑖3+...+(𝑚−1)𝑖𝑚.

Розглянемо степiнь 𝑡𝑗. Оскiльки 𝑗 = 𝑛+ 𝑖2+2𝑖3+ . . .+(𝑚− 1)𝑖𝑚 ≤ 𝑚𝑛,

то ми отримуємо нерiвнiсть 𝑛 ≥ [ 𝑗𝑚 ].

Так як | · | неархiмедове, то |𝑐𝑗| не бiльше за максимум серед усiх чисел

|(−1)𝑛
𝑛!

𝑖1!𝑖2! · . . . · 𝑖𝑚!
·𝑎

𝑖1
1 𝑎

𝑖2
2 · . . . · 𝑎𝑖𝑚𝑚
𝑎𝑛+1
0

|, таких що 𝑛+𝑖2+2𝑖3+. . .+(𝑚−1)𝑖𝑚 = 𝑗.

Позначивши 𝑏 = max𝑚𝑖=1 |𝑎𝑖| < 1, отримуємо

|(−1)𝑛𝑎−𝑛−1
0

𝑛!

𝑖1!𝑖2! · . . . · 𝑖𝑚!
𝑎𝑖11 𝑎

𝑖2
2 · . . . · 𝑎𝑖𝑚𝑚 | < 𝑏𝑛 ≤ 𝑏[

𝑗
𝑚 ] (2.11)

Оскiльки 𝑏 < 1, то

|𝑐𝑗| ≤ 𝑏[
𝑗
𝑚 ] → 0 при 𝑗 → ∞. (2.12)

Позаяк | (𝑗+𝑘)!
𝑘! 𝑓𝑘+𝑗| ≤ 1 для будь-якого 𝑘, то ряд

∑︀∞
𝑗=0 𝑐𝑗

(𝑗+𝑘)!
𝑘! 𝑓𝑘+𝑗 з рiв-

ностi (4.6) збiгається в 𝐾. Тут ми скористалися тим фактом, що в повному

неархiмедовому полi ряд
∑︀

𝑎𝑘 збiгається тодi i тiльки тодi, коли {𝑎𝑘} пря-
мує до 0. Таким чином 𝑤 ∈ D(𝑇 ). Тепер з леми 2.1 випливає, що 𝑇𝑤 є

розв’язком рiвняння (2.1). ■
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За 𝑤𝑘 позначимо коефiцiєнт при 𝑥𝑘 розв’язку 𝑤(𝑥) рiвняння (2.1). В

наступному зауваженнi знайдено загальний вигляд коефiцiєнтiв 𝑤(𝑥) =∑︀∞
𝑛=0𝑤𝑛𝑥

𝑛.

Зауваження 2.3. Нехай ряд (2.3) є збiжним за топологiєю по-

коефiцiєнтної збiжностi. Нехай 𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑓𝑛𝑥
𝑛. Тодi 𝑓 (𝑘)(𝑥) =∑︀∞

𝑛=0
(𝑛+𝑘)!

𝑛! 𝑓𝑘+𝑛𝑥
𝑛, тому отримуємо, що

𝑤𝑛 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
(𝑛+ 𝑘)!

𝑛!
𝑓𝑘+𝑛, (2.13)

де ряди в правих частинах рiвнянь збiгаються за | · |.

2.3.1 Диференцiальне рiвняння над кiльцем цiлих чисел

В частковому випадку, коли (𝐹, | · |) = (Q𝑝, | · |𝑝) – поле 𝑝-адичних чисел,
кiльце нормування Q𝑝 є кiльцем цiлих 𝑝-адичних чисел Z𝑝.

Наступний результат є уточненням теореми 2.6 у випадку, коли коефi-

цiєнти рiвняння (2.1) є цiлими числами.

Теорема 2.7. Нехай 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z цiлi. Тодi рiвняння (2.1) має

єдиний розв’язок з Z𝑝[[𝑥]] для будь-якого простого 𝑝, що не є дiльником

𝑎0.

Доведення. Якщо 𝑝 не є дiльником 𝑎0, то |𝑎0|𝑝 = 1. Ряди∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛

(︀
𝑛+𝑘
𝑛

)︀
𝑛!𝑓𝑘+𝑛 збiгаються в Z𝑝, оскiльки |𝑐𝑛

(︀
𝑛+𝑘
𝑛

)︀
𝑓𝑘+𝑛|𝑝 ≤ 1 i |𝑛!|𝑝 пря-

мує до 0. Тому, скористувавшись таким саме вiдображенням 𝑇 , що i в попе-

реднiй теоремi, робимо висновок, що iснує розв’язок рiвняння (2.1) з Z𝑝[[𝑥]].

Тепер доведемо єдинiсть. Для набору iндексiв 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 позначимо 𝑠𝑘 =∑︀𝑘
𝑗=0 𝑖𝑗. Коефiцiєнти розв’язку 𝑦(𝑥) однорiдного рiвняння задовольняють

рiвнiсть

𝑦0 = 𝑘! · (−1)𝑘𝑎−𝑘
0

𝑚−1∑︁
𝑖𝑘=0,𝑘∈N

(𝑠𝑘 + 𝑘)!

𝑘!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗+1𝑦𝑠𝑘+𝑘
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для будь-якого 𝑘. Оскiльки |(−1)𝑘𝑎−𝑘
0

∑︀𝑚−1
𝑖𝑘=0,𝑘∈N

(𝑠𝑘+𝑘)!
𝑘!

∏︀𝑘
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗+1𝑦𝑠𝑘+𝑘|𝑝 ≤ 1

i |𝑘!|𝑝 → 0 при 𝑘 → ∞, то 𝑦0 = 0. Так само отримуємо i рiвностi 𝑦𝑘 = 0 для

всiх 𝑘 ≥ 1. ■

Зауваження 2.4. Розв’язок з кiльця Z𝑝[[𝑥]] не обов’язково належить

Z[[𝑥]]. Наприклад, рiвняння 𝑦′ + 𝑦 = 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . ., за попередньою

теоремою, має єдиний розв’язок в Z𝑝[[𝑥]] але, як було сказано у вступi,

не має розв’язку в Z[[𝑥]].

Випадок, коли рiвняння (2.1) має перший порядок розiбрано окремо в

Роздiлi 4.3.

2.4 Аналог фундаментального розв’язку

В цьому роздiлi нашою метою буде побудувати конструкцiю, що є ана-

логом фундаментального розв’язку оператора з теорiї лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь для оператора 𝑃 (𝐷), i представити розв’язок 2.3 рiвняння

(2.1) у виглядi згортки цього фундаментального розв’язку з неоднорiднi-

стю 𝑓 . Стислий опис такої конструкцiї, що є одною з центральний побудов

математичної фiзики, дано в роздiлi 1.

Далi буде показано, що природно в якостi аналога узагальнених фун-

кцiй брати формальнi ряди Лорана по вiд’ємних степенях 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], тобто

ряди вигляду 𝑞1
𝑥 + 𝑞2

𝑥2 +
𝑞3
𝑥3 . . .. В якостi аналога iнтегрування рядiв Лорана

будемо розглядати формальний лишок 𝑅𝑒𝑠𝑥, тобто коефiцiєнт при 1
𝑥 ряду

Лорана (див. [52], Роздiл 2.1)

𝑅𝑒𝑠𝑥(. . .+
𝑐−2

𝑥2
+

𝑐−1

𝑥
+ 𝑐0 + 𝑐1𝑥+ 𝑐2𝑥

2 + . . .) = 𝑐−1.

Оскiльки нам треба буде знаходити розв’язок, що є формальним рядом

Лорана з вiд’ємними степенями, рiвняння з неоднорiднiстю, що також є

формальним рядом Лорана з вiд’ємними степенями, розглянемо спочатку

такi рiвняння.
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Нехай 𝐾 – довiльне комутативне кiльце з одиницею, а 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] – кiльце

формальних рядiв Лорана, що мають вигляд
∑︀∞

𝑗=1
𝑔𝑗
𝑥𝑗 . Спочатку розгляне-

мо рiвняння

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎1𝑤
′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑔(𝑥), (2.14)

де 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾 i 𝑔(𝑥) ∈ 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]].

Теорема 2.8. Нехай елемент 𝑎0 оборотний, 𝑔(𝑥) =
∑︀∞

𝑗=1
𝑔𝑗
𝑥𝑗 , а послi-

довнiсть {𝑐𝑘} єдиним чином визначено з рiвностi (2.2). Тодi ряд

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑔
(𝑘)(𝑥) (2.15)

є коректно визначеним рядом Лорана i єдиним в кiльцi 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] розв’язком

рiвняння (2.14). Цей ряд також можна представити у виглядi

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑐𝑖𝑔𝑘−𝑖
(𝑘 − 1)!

(𝑘 − 𝑖− 1)!

)︃
𝑥−𝑘. (2.16)

Доведення. Спочатку доведемо єдинiсть. Нехай 𝑤 ∈ 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] – розв’язок

однорiдного рiвняння

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎1𝑤
′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 0.

За−𝑘 позначимо максимальний степiнь 𝑥 у нетривiальному розв’язку 𝑤(𝑥),

що має ненульовий коефiцiєнт. Тодi максимальний степiнь доданкiв

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥), 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥), . . . , 𝑎1𝑤
′(𝑥) не перевищує −𝑘 − 1. Таким чином

коефiцiєнт при 𝑥−𝑘 в 𝑤(𝑥) дорiвнює нулю. З суперечностi випливає, що

однорiдне рiвняння має тiльки тривiальний розв’язок.

Тепер доведемо, що ряд (2.15) коректно визначений. Дiйсно, максималь-

ний степiнь {𝑔(𝑘)} зменшується. З цього маємо, що в сумi (2.15) коефiцiєнт

при кожному степенi 𝑥 складається зi скiнченної кiлькостi доданкiв з 𝐾.

Так само як i в теоремi 2.1, можна перевiрити, що ряд (2.15) є розв’язком

рiвняння (2.14). ■
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Наслiдок 2.2. Нехай 𝑎0 є оборотним. Тодi рiвняння (2.14) з неодно-

рiднiстю 𝑔(𝑥) = 1
𝑥 має єдиний в кiльцi 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] розв’язок

ℰ(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!

𝑥𝑘+1
. (2.17)

Приклад 2.5. У випадку 𝑚 = 2 послiдовнiсть {𝑐𝑘} знайдена в заува-

женнi 2.1. В цьому випадку рiвняння

𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) =
1

𝑥

має єдиний розв’язок з 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]]:

ℰ(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!

𝑥𝑘+1
=

∞∑︁
𝑘=0

[𝑘2 ]∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝐶𝑘−𝑗
𝑗 𝑎−𝑘+𝑗−1

0 𝑎𝑘−2𝑗
1 𝑎𝑗2

𝑘!

𝑥𝑘+1
.

Тепер треба визначити поняття згортки. Оскiльки нашою метою є ана-

лог теореми 1.4, то нам знадобиться згортка ряду Лорана з вiд’ємними

степенями з формальним степеневим рядом. Спочатку розглянемо згортку

формального ряду Лорана з вiд’ємними степенями та полiнома.

Означення 2.2. Нехай 𝑄(𝑥) = 𝑞1
𝑥 +

𝑞2
𝑥2+

𝑞3
𝑥3+. . . ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥].

За означенням, покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) = Res𝑦(𝑄(𝑦)𝑓(𝑥− 𝑦)). (2.18)

Тут ми розглядаємо 𝑓(𝑥− 𝑦) як елемент 𝐾[𝑥][𝑦], тобто як полiном вiд

𝑦, коефiцiєнтами якого є полiноми вiд 𝑥:

𝑓(𝑥− 𝑦) = 𝑓(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥)

1!
𝑦 +

𝑓 ′′(𝑥)

2!
𝑦2 − 𝑓 ′′′(𝑥)

3!
𝑦3 +

𝑓 (4)(𝑥)

4!
𝑦4 − . . . .

Неважко перевiрити, що це коректно визначено: всi коефiцiєнти 𝑓 (𝑘)(𝑥)

дiляться на 𝑘!.

Добуток 𝑄(𝑦)𝑓(𝑥 − 𝑦) таким чином є елементом з кiльця 𝐾[𝑥][[𝑦, 1𝑦 ]],

тобто двостороннiм рядом Лорана вiд 𝑦, коефiцiєнтами якого є полiноми з

кiльця 𝐾[𝑥].
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З означення отримуємо наступну формулу для згортки:

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) = 𝑞1𝑓(𝑥)−
𝑞2
1!
𝑓 ′(𝑥)+

𝑞3
2!
𝑓 ′′(𝑥)− 𝑞4

3!
𝑓 ′′′(𝑥)+

𝑞5
4!
𝑓 (4)(𝑥)− . . . . (2.19)

Якщо ми означимо згортку ряду Лорана з вiд’ємними степенями з фор-

мальним степеневим рядом у такий самий спосiб, використовуючи формулу

(2.18), ми отримаємо нескiнченнi суми елементiв з 𝐾 в якостi “коефiцiєн-

тiв”. Дiйсно, в цьому випадку 𝑄(𝑦)𝑓(𝑥− 𝑦) належатиме 𝐾[[𝑥]][[𝑦, 1𝑦 ]], тодi у

формулi для згортки (2.19) кожен степiнь 𝑥 зустрiчатиметься нескiнченно

багато разiв.

Нехай тепер (𝐾, | · |) – кiльце нормування поля 𝐹 , де 𝐹 – повне неархi-

медове поле характеристики 0. Розглядатимемо топологiю покоефiцiєнтної

збiжностi на кiльцi 𝐾[[𝑥]].

Коефiцiєнт при 𝑦𝑛 в (2.18) для всiх 𝑛 > 0 дорiвнюватиме

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛+𝑘𝑞𝑘𝑓
(𝑛+𝑘)(𝑥)

(𝑛+ 𝑘)!
. (2.20)

Тодi коефiцiєнт при 𝑥𝑚 ряда (2.20) для всiх 𝑛 > 0 дорiвнюватиме

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛+𝑘 (𝑛+𝑚+ 𝑘)!

(𝑛+ 𝑘)!𝑚!
𝑓𝑛+𝑚+𝑘𝑞𝑘. (2.21)

Для всiх 𝑛 > 0, Коефiцiєнт (2.18) при 1
𝑦𝑛 буде дорiвнювати

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑞𝑛+𝑘𝑓

(𝑘)(𝑥)

𝑘!
. (2.22)

Тодi, знов для всiх 𝑛 > 0, коефiцiєнт при 𝑥𝑚 ряду (2.22) буде дорiвнювати

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(𝑚+ 𝑘)!

𝑚!𝑘!
𝑓𝑚+𝑘𝑞𝑛+𝑘. (2.23)

Звiдси, усвiдомлюючи, що нормування | · | неархiмедове, отримуємо на-
ступну лему.

Лема 2.3. Нехай

𝑄(𝑥) =
𝑞1
𝑥
+

𝑞2
𝑥2

+ . . .+
𝑞𝑛
𝑥𝑛

+ . . . ∈ 1

𝑥
𝐾[[

1

𝑥
]],
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𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑓𝑘𝑥
𝑘 ∈ 𝐾[[𝑥]]

i нехай 𝑞𝑖 прямує до нуля при 𝑖 → ∞. Тодi послiдовностi

(𝑛+𝑚+ 𝑖)!

(𝑛+ 𝑖)!𝑚!
𝑓𝑛+𝑚+𝑖𝑞𝑖 i

(𝑚+ 𝑖)!

𝑚!𝑖!
𝑓𝑚+𝑖𝑞𝑛+𝑖

також прямують до нуля при 𝑖 → ∞, отже ряди (2.21) i (2.23) збiжнi

в 𝐾. Тому 𝑄(𝑦)𝑓(𝑥− 𝑦) ∈ 𝐾[[𝑥]][[𝑦, 1𝑦 ]].

Доведення. Достатньо тiльки зазначити, що (𝑛+𝑚+𝑖)!
(𝑛+𝑖)!𝑚! i

(𝑚+𝑖)!
𝑚!𝑖! – цiлi числа,

а коефiцiєнти 𝑓(𝑥) належать 𝐾, тому |𝑓𝑛+𝑚+𝑖| ≤ 1 i |𝑓𝑚+𝑖| ≤ 1. ■

Таким чином, за лемою 2.3 маємо наступне означення згортки 𝑄 ∈
1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]].

Означення 2.3. Нехай 𝑞𝑖 → 0 в 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], i 𝑓 ∈
𝐾[[𝑥]]. За означенням покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) = Res𝑦(𝑄(𝑦)𝑓(𝑥− 𝑦)), (2.24)

де Res𝑦 є формальним лишком.

В результатi згортки отримуємо елемент з 𝐾[[𝑥]], i цей елемент може

бути записаний формулою (2.19), тобто в якостi рiвноцiнного означення

згортки можемо розглядати наступне.

Означення 2.4. Нехай 𝑞𝑖 → 0 в 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], i 𝑓 ∈
𝐾[[𝑥]]. За означенням покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑞𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
(2.25)

Зауваження 2.5. Розглянемо згортку двох формальних рядiв Лорана

𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑖=1
𝑓𝑖
𝑥𝑖 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑔(𝑥) =
∑︀∞

𝑖=1
𝑔𝑖
𝑥𝑖 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], що була визначена у

такий спосiб, подiбний до попереднього означення:

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑓𝑖+1
𝑔(𝑖)(𝑥)

𝑖!
.
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Неважко перевiрити, що ( 1𝑥 * 𝑔)(𝑥) = 𝑔(𝑥) для будь-якого 𝑔 ∈ 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]],

а, також (ℰ * 𝑔)(𝑥), де ℰ(𝑥) визначено з (2.17), збiгається з правою ча-

стиною рiвностi (2.15), тобто (ℰ * 𝑔)(𝑥) є єдиним розв’язком рiвняння

(2.14). Це дозволяє розглядати ℰ(𝑥) як фундаментальний розв’язок (2.14)

(див. Роздiл 1.4).

Приклад 2.6. У випадку 𝑚 = 2 формальний ряд Лорана ℰ(𝑥) з при-
кладу 2.5 є фундаментальним розв’язком рiвняння 𝑎2𝑤

′′(𝑥) + 𝑎1𝑤
′(𝑥) +

𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑔(𝑥) в кiльцi 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]].

Лема 2.4. Нехай

𝑏(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
𝑥𝑖

∈ 1

𝑥
𝐾[[

1

𝑥
]], 𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝑥
𝑖 ∈ 𝐾[[𝑥]].

Якщо 𝑏𝑖 → 0, то ряд
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑏𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
(2.26)

збiгається в топологiї покоефiцiєнтної збiжностi в кiльцi 𝐾[[𝑥]].

Доведення. Коефiцiєнти 𝑓 (𝑖)(𝑥)
𝑖! належать 𝐾, тому вони не перевищують

1 по нормуванню | · |. Позаяк 𝑏𝑖 → 0, коефiцiєнти при кожному степенi 𝑥 в

(2.26) є збiжними рядами. ■

З цiєї леми випливає, що наступне поняття згортки є коректно визна-

ченим.

Означення 2.5. Згорткою (𝑏* 𝑓)(𝑥) формального ряду Лорана 𝑏(𝑥) =∑︀∞
𝑖=1

𝑏𝑖
𝑥𝑖 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], де 𝑏𝑖 прямує до 0, i довiльного формального степеневого

ряду 𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑖=0 𝑓𝑖𝑥
𝑖 ∈ 𝐾[[𝑥]] будемо називати ряд (2.26).

Лема 2.5. Для будь-яких 𝑏 ∈ 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]] виконуються на-

ступнi тотожностi:

1. (𝑏 * 𝑓)′(𝑥) = (𝑏 * 𝑓 ′)(𝑥) = (𝑏′ * 𝑓)(𝑥);

2. ( 1𝑥 * 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥).
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Доведення. Оскiльки 𝑏′(𝑥) = −
∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑏𝑖
𝑥𝑖+1

, то

(𝑏′ * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1𝑏𝑖
(𝑖− 1)!

𝑓 (𝑖)(𝑥).

Отримуємо

(𝑏 * 𝑓)′(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑏𝑖+1

𝑖!
𝑓 (𝑖+1)(𝑥) =

= (𝑏 * 𝑓 ′)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1𝑏𝑖
(𝑖− 1)!

𝑓 (𝑖)(𝑥) = (𝑏′ * 𝑓)(𝑥).

■

Теорема 2.9. Припустимо, що виконуються умови теореми 2.6. Тодi

єдиний розв’язок з 𝐾[[𝑥]] рiвняння (2.1) має вигляд

𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥),

де ℰ(𝑥) визначено за рiвнiстю (2.17).

Доведення. За умовами теореми 2.6, послiдовностi {𝑐𝑘}, а тому i {𝑘!𝑐𝑘},
прямують до 0 (дивись нерiвнiсть (2.11)). Таким чином, за лемою 2.4, згор-

тка ℰ * 𝑓 є коректно визначеною.

Розглянемо наступний диференцiальний оператор у кiльцi 1
𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]]:

𝑃 (𝑤) = 𝑎𝑚𝑤
(𝑚) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1) + . . .+ 𝑎1𝑤
′ + 𝑎0𝑤.

Тодi рiвняння (2.14) приймає вигляд 𝑃 (𝑤) = 𝑓 . Розв’язок рiвняння

(𝑃 (𝑤))(𝑥) = 1
𝑥 отримуємо за формулою (2.17). З цього випливає, що

(ℰ * 𝑓)(𝑥) є розв’язком рiвняння (2.1). Дiйсно, за властивостями згортки

(лема 2.5), маємо

𝑃 (ℰ * 𝑓)(𝑥) = (𝑃 (ℰ) * 𝑓)(𝑥) = (
1

𝑥
* 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥).

■

Наступний наслiдок уточнює попереднiй результат для випадку рiвня-

ння з цiлими коефiцiєнтами.
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Наслiдок 2.3. Нехай 𝑎𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚 i просте число 𝑝 не є дiль-

ником 𝑎0. Тодi рiвняння (2.1) в кiльце Z𝑝[[𝑥]] має єдиний розв’язок

𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥).

Доведення. Нехай тепер (𝐹, | · |) = (Q𝑝, | · |𝑝). Повторимо мiркування з

доведення теореми 2.9 окрiм твердження, що {𝑐𝑘} прямує до нуля. Тепер

послiдовнiсть {𝑘!𝑐𝑘} прямує до нуля 0, оскiльки |𝑘!|𝑝 → 0 i |𝑐𝑘|𝑝 ≤ 1. ■

Зауваження 2.6. Теорема 2.9 дозволяє розглядати ряд

ℰ(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!

𝑥𝑘+1

як фундаментальний розв’язок рiвняння (2.1) для кiльця 𝐾[[𝑥]].

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi ми розглядали неоднорiдне диференцiальне рiвняння

𝑚-того порядку. Для довiльного кiльця знайдена умова, за якої для полiно-

мiальної неоднорiдностi таке рiвняння має полiномiальний розв’язок, тобто

вiдповiдь на питання 1.1. Введено поняття формального розв’язку лiнiйно-

го диференцiального рiвняння (2.1) у виглядi ряду, встановлено зв’язок

мiж розв’язком рiвняння i його формальним розв’язком. Доведено, що в

ℐ-адичнiй топологiї ряд, що представляє формальний розв’язок, нiколи не
є збiжним, якщо неоднорiднiсть належить 𝐾[[𝑥]] ∖𝐾[𝑥] (теорема 2.4).

Розглянутi кiльця з неархiмедовим нормуванням. Для таких кiлець зна-

йденi достатнi умови єдиностi i iснування розв’язку розглянутого рiвняння,

що є частковою вiдповiддю на питання 1.2. Цi теореми уточненi для кiльця

цiлих 𝑝-адичних чисел.

Також введено спецiальне поняття згортки формального степеневого

ряду з коефiцiєнтами з кiльця нормування та ряду Лорана з коефiцiєнтами

з того ж кiльця. Це дозволило знайти фундаментальний розв’язок вiдповiд-

ного оператора i представити розв’язок рiвняння за умови його iснування

у виглядi згортки фундаментального розв’язку з неоднорiднiстю.
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Основнi результати роздiлу:

� Введено поняття формального розв’язку рiвняння (2.1), встановлено

зв’язок з фактичним розв’язком цього рiвняння (теореми 2.2 i 2.3).

� Доведено, що формальний розв’язок рiвняння (2.1) нiколи не є збi-

жним в ℐ-адичнiй топологiї (теорема 2.4).

� Умови iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (2.1) (теореми 2.5 i

2.6) для неоднорiдностi, що є формальним степеневим рядом з ко-

ефiцiєнтами з кiльця нормування неархiмедового поля. Уточнення

попереднiх результатiв для кiльця цiлих чисел (теорема 2.7).

� Введено спецiальне поняття згортки формального ряда Лорана з

формальним степеневим рядом, описанi її властивостi (означення 2.5,

лема 2.5)

� У випадку кiльця нормування неархiмедового поля введено поняття

фундаментального розв’язку рiвняння (2.1), доведенi його iснування

та єдинiсть. Представлення розв’язку за умови його iснування у ви-

глядi згортки фундаментального розв’язку з неоднорiднiстю (теорема

2.9).

Знайденi умови iснування i єдиностi розв’язку є доволi жорсткими. За-

лишається великий клас рiвнянь, що не вiдповiдає цим умовам. Для них

питання iснування та єдиностi розв’язку залишається вiдкритим.

Результати роздiлу були надрукованi в [7] Випадок кiльця цiлих чисел

опублiкований в [4].



ЛIНIЙНI РIЗНИЦЕВI РIВНЯННЯ 𝑚-ТОГО

ПОРЯДКУ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Нехай 𝐾 – довiльна область цiлiсностi з одиницею i 𝐾N0 – модуль всiх

послiдовностей елементiв з 𝐾, де N0 = N∪ {0}. Розглянемо неявне лiнiйне
рiзницеве рiвняння 𝑚-того порядку зi сталими коефiцiєнтами

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑎𝑚 ̸= 0, 𝑛 ∈ N0, (3.1)

де коефiцiєнти 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 i члени послiдовностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0 належать кiль-

цю 𝐾. Шукатимемо послiдовнiсть {𝑤𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾N0, що задовольнятиме це

рiвняння.

Зауваження 3.1. Зауважимо, що у випадку, коли 𝑎𝑚 є дiльником iн-

ших коефiцiєнтiв 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1 та неоднорiдностi 𝑓𝑛 для всiх 𝑛 ∈ N0,

зокрема якщо 𝑎𝑚 є оборотним елементом в 𝐾, рiвняння (3.1) зводиться до

явного рiвняння

𝑤𝑛+𝑚 +
𝑎𝑚−1

𝑎𝑚
𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+

𝑎1
𝑎𝑚

𝑤𝑛+1 +
𝑎0
𝑎𝑚

𝑤𝑛 =
𝑓𝑛
𝑎𝑚

, 𝑎𝑚 ̸= 0, 𝑛 ∈ N0

що має по одному розв’язку для кожної початкової умови {𝑤0, . . . , 𝑤𝑚−1}.

Зважаючи на це, в цьому роздiлi нас буде цiкавити той випадок, коли

рiвняння, що розглядається, справдi є неявним, тобто в кiльцi 𝐾 його не

можна подiлити на 𝑎𝑚, зокрема елемент 𝑎𝑚 не є оборотним.

Означення 3.1. Рiзницеве рiвняння (3.1) будемо називати цiлком не-

явним, якщо хоча б один з коефiцiєнтiв 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1 не дiлиться на 𝑎𝑚

в кiльцi 𝐾. Зокрема, елемент 𝑎𝑚 має бути необоротним.

Будемо спочатку розглядати суто алгебраїчний випадок, коли в кiль-

цi 𝐾 розглядається тiльки дискретна топологiя. В цьому випадку може-

мо повнiстю розв’язати рiвняння (3.1) для фiнiтної неоднорiдностi (роздiл
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3.1). Результати цього роздiлу i методи, якими вони отриманi, не можуть

бути прямо узагальненi на випадок неоднорiдностi, що має нескiнченну

кiлькiсть ненульових членiв. Навiть бiльше: в роздiлi 3.2.2 показано, що

цi методи нiяким чином не застосовнi нi до якого рiвняння з нефiнiтною

неоднорiднiстю.

Для таких неоднорiдностей в роздiлi 3.2.1 вводиться спецiальне поняття

формального розв’язку, яке дозволяє нам розширити область застосовано-

стi методу.

3.1 Фiнiтна неоднорiднiсть

Якщо неоднорiднiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=0 є фiнiтною, маємо декiлька наступних

простих результатiв (теорема 3.1, зауваження 3.2 i 3.3), що вiдносяться

до довiльних кiлець, якi можна розглядати як топологiчнi кiльця з дискре-

тною топологiєю.

Теорема 3.1. Рiвняння (3.1) має фiнiтний розв’язок для будь-якої фi-

нiтної послiдовностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾∞ тодi i тiльки тодi, коли елемент

𝑎0 ∈ 𝐾 є оборотним. При цьому, фiнiтний розв’язок є єдиним, має ви-

гляд

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘}∞𝑛=0, (3.2)

де коефiцiєнти 𝑦𝑘 визначаються з рiвностi

(𝑎𝑚𝑡
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑡

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑡+ 𝑎0)(𝑦0 + 𝑦1𝑡+ 𝑦2𝑡
2 + . . .) = 1 (3.3)

i номер останнього ненульового коефiцiєнта {𝑤𝑛}∞𝑛=0 такий самий, як i

номер останнього ненульового коефiцiєнта послiдовностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0.

Доведення. Позначимо за 𝑆 : 𝐾∞ → 𝐾∞ оператор зсуву, що дiє на кшталт

𝑆{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {𝑤𝑛+1}∞𝑛=0.

Позначивши послiдовностi 𝑊 = {𝑤𝑖}∞𝑖=0 i 𝐹 = {𝑓𝑖}∞𝑖=0, рiзнiцеве рiвнян-

ня (3.1) можна переписати у виглядi наступного рiвняння у модулi 𝐾N0

𝑎𝑚𝑆
𝑚𝑊 + 𝑎𝑚−1𝑆

𝑚−1𝑊 + . . .+ 𝑎1𝑆𝑊 + 𝑎0𝑊 = 𝐹. (3.4)
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Нехай 𝒳 (𝑡) є характеристичним полiномом 𝑎𝑚𝑡
𝑚+𝑎𝑚−1𝑡

𝑚−1+ . . .+𝑎1𝑡+𝑎0

рiвняння (3.1). Тодi переписуємо рiвняння (3.4) у виглядi 𝒳 (𝑆)𝑊 = 𝐹 .

Якщо елемент 𝑎0 є оборотним у 𝐾, то i полiном 𝒳 (𝑡) є оборотним в кiльцi

𝐾[[𝑥]]. Тому отримуємо єдиний розв’язок рiвняння (3.4) як 𝑊 = 𝑃 (𝑆)−1𝐹 .

Коефiцiєнти представлення оператора 𝑃 (𝑆)−1 =
∑︀∞

𝑖=0 𝑦𝑖𝑆
𝑖 можуть бути

знайденi за рiвнiстю (3.3), що еквiвалентна системi лiнiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0𝑦0 = 1,

𝑎0𝑦𝑘 + 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑘𝑦0 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝑎0𝑦𝑘 + 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑦𝑘−𝑚 = 0, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . .

,

(3.5)

i має єдиний розв’язок у випадку, коли 𝑎0 оборотний. Оскiльки послiдов-

нiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=0 фiнiтна, то

{𝑤𝑖}∞𝑖=0 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑆
𝑘{𝑓𝑖}∞𝑖=0 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘{𝑓𝑖+𝑘}∞𝑖=0 = {
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑖+𝑘}∞𝑖=0

є коректно визначеним розв’язком рiвняння (3.1).

З iншого боку, нехай рiвняння має фiнiтний розв’язок для будь-якої

фiнiтної неоднорiдностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0, зокрема для {1, 0, 0, 0, . . .}. Номери остан-
нiх ненульових елементiв послiдовностей 𝑆{𝑤𝑛}∞𝑛=0, . . . , 𝑆

𝑚{𝑤𝑛}∞𝑛=0 меншi

за номер останнього ненульового елементу {𝑤𝑛}∞𝑛=0. Тодi для послiдовно-

стi {𝑤𝑛}∞𝑛=0, що задовольняє рiвняння (3.4), номер останнього ненульового

елементу {𝑤𝑛}∞𝑛=0 має дорiвнювати 0, тобто розв’язок рiвняння (3.1) має

вигляд {𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {𝐶, 0, 0, 0, . . .}. Тому 𝑎0𝐶 = 𝑓0 = 1, тобто елемент 𝑎0 є

оборотним. ■

Для рiвнянь першого i другого порядку коефiцiєнти 𝑦𝑘, а, отже, i

розв’язок рiвняння (3.1) можуть бути знайденi в явному виглядi, як це

зроблено в наступному зауваженнi. Для диференцiальних рiвнянь аналогi-

чнi формули були знайденi у зауваженнi 2.1.

Зауваження 3.2. Нехай 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐾, {𝑓𝑛}∞𝑛=0 є фiнiтною i 𝑎0 – обо-

ротний елемент.
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Якщо 𝑚 = 1, маємо

1

𝑎0 + 𝑎1𝑡
=

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑎−𝑗−1
0 𝑎𝑗1𝑡

𝑗.

Отже, 𝑦𝑗 = (−1)𝑗𝑎−𝑗−1
0 𝑎𝑗1. Рiвняння 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛 має єдиний в 𝐾∞

розв’язок

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎−𝑘−1
0 𝑎𝑘1𝑆

𝑘{𝑓𝑛}∞𝑛=0 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

𝑎𝑛1𝑓𝑘+𝑛

}︃∞

𝑛=0

. (3.6)

Якщо 𝑚 = 2, маємо

1

𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡2
=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑛−𝑘
1 𝑎𝑘2𝑡

𝑛+𝑘 =

=
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=𝑘

(−1)𝑛

𝑎𝑛+1
0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑛−𝑘
1 𝑎𝑘2𝑡

𝑛+𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝑛+ 𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑛+𝑘

𝑎𝑛+𝑘+1
0

𝑎𝑛1𝑎
𝑘
2𝑡

𝑛+2𝑘 =

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗
[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑗−𝑘𝑎𝑗−2𝑘

1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

.

Отже,

𝑦𝑗 =

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑗−𝑘𝑎𝑗−2𝑘

1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

.

Рiвняння 𝑎2𝑤𝑛+2 + 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛 має єдиний в 𝐾∞ розв’язок

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑆𝑗{𝑓𝑘}∞𝑘=0

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑛=0

(−1)𝑗−𝑛

(︂
𝑗 − 𝑛

𝑛

)︂
𝑎𝑗−2𝑛
1 𝑎𝑛2

𝑎𝑗−𝑛+1
0

=

=

⎧⎨⎩
∞∑︁
𝑗=0

𝑓𝑛+𝑗

[ 𝑗2 ]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗−𝑘

(︂
𝑗 − 𝑘

𝑘

)︂
𝑎𝑗−2𝑘
1 𝑎𝑘2

𝑎𝑗−𝑘+1
0

⎫⎬⎭
∞

𝑛=0

. (3.7)

Зауваження 3.3. Позначимо за 𝐹 поле часток кiльця𝐾. Якщо 𝑎0 ̸= 0

не є оборотним у 𝐾, тодi, застосовуючи теорему 3.1 для 𝐹 , отримуємо

єдиний в 𝐹∞ розв’язок рiвняння (3.1). Таким чином, або цей розв’язок

належить 𝐾∞, або рiвняння (3.1) не має розв’язку з 𝐾∞.

Якщо ж 𝑎0 = 0 i 𝐾 нескiнченне, тодi рiвняння (3.1) або має нескiн-

ченно багато розв’язкiв в 𝐾∞, або жодного. Дiйсно, будемо розв’язувати
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рiвняння (3.1) вiдносно {𝑣𝑛}∞𝑛=0 = {𝑤𝑛+𝑙}∞𝑛=0, де 𝑙 – мiнiмальний номер, для

якого 𝑎𝑙 ̸= 0. Це рiвняння (𝑚 − 𝑙)-того порядку, що за теоремою 3.1 має

єдиний розв’язок з 𝐹∞. Як було зазначено вище, воно має не бiльше одного

розв’язку з 𝐾∞. Отримуємо рiвняння 𝑤𝑛+𝑙 = 𝑣𝑛, яке має або нескiнченно

багато, або жодного розв’язку з 𝐾∞.

Приклад 3.1. Розглянемо рiвняння

3{𝑤𝑛+1}∞𝑛=0 + 2{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {5, 2, 0, 0, . . .}

у Z-модулi Z∞ i в Q-модулi Q∞. В цьому випадку 𝑎0 = 2 ̸= 0, 𝑎1 = 3.

Тому 𝑦0 =
1
𝑎0

= 1
2, 𝑦1 = −𝑎1

𝑎20
= −3

4. За теоремою 3.1 єдиний розв’язок в Q∞

має вигляд

{𝑤0, 𝑤1, . . .} = {5𝑦0 + 2𝑦1, 2𝑦0, 0, 0, . . .} = {1, 1, 0, 0, . . .} ∈ Z∞.

Приклад 3.2. Розглянемо тепер рiвняння

3{𝑤𝑛+1}∞𝑛=0 + 2{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {5, 1, 0, 0, . . .}

у тих ж самих модулях. Воно має таку саму лiву частину, як i рiвняння

з попереднього прикладу, тому так само 𝑦0 =
1
𝑎0

= 1
2 i 𝑦1 = −𝑎1

𝑎20
= −3

4. За

теоремою 3.1 єдиний розв’язок в Q∞ має вигляд

{𝑤0, 𝑤1, . . .} = {5𝑦0 + 𝑦1, 𝑦0, 0, 0, . . .} = {7
4
,
1

2
, 0, 0, . . .}.

Вiн не належить Z∞, тому рiвняння не має розв’язкiв в Z∞.

3.2 Нефiнiтна неоднорiднiсть з кiльця 𝐾N0

Як видно з доведення теореми 3.1, для фiнiтної неоднорiдностi приро-

дно шукати розв’язок (3.1) у виглядi (3.2). Для нефiнiтної неоднорiдностi

ця схема незастосовна через те, що, взагалi кажучи, сума (3.2) має не-

скiнченно багато доданкiв, тобто не є коректно визначеною в дискретнiй

топологiї. Натомiсть, рiвняння може мати розв’язок з 𝐾N0 i в цьому випад-

ку.
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Зауваження 3.4. Зазначимо, що рiвняння виду (3.1) з неоднорiднi-

стю, що не є фiнiтною послiдовнiстю, не може мати фiнiтного розв’язку.

Дiйсно, якщо фiнiтна послiдовнiсть є розв’язком (3.1), тодi неоднорiднiсть

(3.1) дорiвнює 𝑎𝑚𝑆𝑚{𝑤𝑛}∞𝑛=0 + . . .+ 𝑎1𝑆{𝑤𝑛}∞𝑛=0 + 𝑎0{𝑤𝑛}∞𝑛=0, тобто також

є фiнiтною.

Тим не менш таке рiвняння може мати розв’язок з нескiнченною кiль-

кiстю ненульових членiв, як показано в наступних прикладах.

Приклад 3.3. Рiвняння 3𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = 1, 𝑛 ∈ N0 не має розв’язку в

ZN0, але має єдиний розв’язок {𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {1
2}

∞
𝑛=0 в модулi ZN0

(3), де Z(3) –

кiльце 3-цiлих чисел.

Приклад 3.4. Рiвняння 3𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = 2, 𝑛 ∈ N0 має розв’язок

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {1}∞𝑛=0 ∈ ZN0.

Зазначимо, що ряд (3.2) в цьому випадку записується у виглядi 𝑤𝑛 =∑︀∞
𝑘=0 𝑦𝑘 = −

∑︀∞
𝑘=0 3

𝑘, тобто не є коректно визначеним.

Далi покажемо, що суму (3.2) можна розглядати як “формальний”

розв’язок (роздiл 3.2.1) i використовувати для знаходження розв’язку

рiвняння (3.1) (роздiл 3.3). Конструкцiя “формального” розв’язку буде

пов’язана з послiдовнiстю формальних степеневих рядiв з коефiцiєнтами

з 𝐾. Для диференцiальних рiвнянь подiбна теорiя була побудована в роз-

дiлi 2.2.1.

3.2.1 Формальний розв’язок рiзницевого рiвняння

Нехай 𝐾 – довiльна область цiлiсностi з одиницею. Розглядатимемо

кiльце формальних степеневих рядiв 𝐾[[𝑡]].

Послiдовнiсть таких формальних степеневих рядiв з𝐾[[𝑡]]N0 можна ото-

тожнювати з формальним степеневим рядом, коефiцiєнтами якого є послi-

довностi з 𝐾-модуля 𝐾N0:

{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =

{︃ ∞∑︁
𝑗=0

𝑤𝑛,𝑗𝑡
𝑗

}︃∞

𝑛=0

=
∞∑︁
𝑗=0

{𝑤𝑛,𝑗}∞𝑛=0𝑡
𝑗 ∈ 𝐾N0[[𝑡]]
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Нехай 𝑆 : 𝐾N0[[𝑡]] → 𝐾N0[[𝑡]] є 𝐾-лiнiйним оператором, що дiє насту-

пним чином:

𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = 𝑡 · 𝑆

{︃ ∞∑︁
𝑗=0

𝑤𝑛,𝑗𝑡
𝑗

}︃∞

𝑛=0

,

де 𝑆 – це оператор лiвого зсуву у модулi 𝐾[[𝑡]]N0.

Тодi 𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {
∑︀∞

𝑗=0𝑤𝑖+1,𝑗𝑡
𝑗+1}∞𝑛=0 = {𝑡𝑤𝑛+1(𝑡)}∞𝑛=0.

Для будь-якого {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾N0 за означенням покладемо {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =

{𝑓𝑛}∞𝑛=0, тобто це є формальний степеневий ряд з 𝐾
N0, коефiцiєнтами яко-

го є послiдовностi, i всi коефiцiєнти окрiм першого дорiвнюють нулю, а

перший дорiвнює послiдовностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0.

Розглянемо тепер наступне рiвняння в 𝐾-модулi 𝐾N0[[𝑡]]:

𝑎𝑚𝑆
𝑚{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 + 𝑎𝑚−1𝑆

𝑚−1{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 + . . .+ 𝑎1𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0+

+ 𝑎0{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0, (3.8)

де 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾.

Означення 3.2. Аналогiчно до означення 3.1, рiвняння виду (3.8)

будемо називати цiлком неявним, якщо хоча б один з коефiцiєнтiв

𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1 не дiлиться на 𝑎𝑚 в кiльцi 𝐾. Зокрема, елемент 𝑎𝑚 має

бути необоротним.

Теорема 3.2. Нехай 𝑎0 є оборотним елементом 𝐾. Тодi цiлком неяв-

не рiвняння (3.8) в 𝐾-модулi 𝐾N0[[𝑡]] має єдиний розв’язок

{𝑤𝑛(𝑡)} =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑆
𝑘{𝑓𝑛}∞𝑛=0𝑡

𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘{𝑓𝑛+𝑘}∞𝑛=0𝑡
𝑘, (3.9)

де коефiцiєнти 𝑦𝑘 знаходяться з рiвностi (3.3).

Доведення. Як було зазначено в доведеннi теореми 3.1, полiном 𝒳 (𝑡) =

𝑎0 + 𝑎1𝑡 + . . . + 𝑎𝑚𝑡
𝑚 є оборотним в кiльцi 𝐾[[𝑡]], якщо 𝑎0 обернений. Пе-

реписуємо рiвняння (3.8) у виглядi 𝒳 (𝑆){𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0, з чого

отримуємо {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = 𝒳 (𝑆)−1{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0. Отже маємо

{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑆
𝑘{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘𝑡
𝑘

}︃∞

𝑛=0

.
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Цi ряди є коректно визначеними формальними степеневими рядами. ■

Якщо послiдовнiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=0 фiнiтна i елемент 𝑎0 є оборотним, послi-

довнiсть (3.2) сум рядiв є розв’язком рiвняння (3.1). Якщо {𝑓𝑛}∞𝑛=0 має

нескiнченну кiлькiсть ненульових членiв, ми будемо говорити, що (3.2) є

формальним розв’язком (3.1).

З цього маємо наступне означення.

Означення 3.3. Послiдовнiсть рядiв {𝑤𝑖}∞𝑖=0 = {
∑︀∞

𝑗=0𝑤𝑖,𝑗}∞𝑖=0, де

𝑤𝑖,𝑗 ∈ 𝐾 є формальним розв’язком рiвняння (3.1) якщо послiдовнiсть

формальних степеневих рядiв {𝑤𝑖(𝑡)}∞𝑖=0 = {
∑︀∞

𝑗=0𝑤𝑖,𝑗𝑡
𝑗}∞𝑖=0 є розв’язком

рiвняння (3.8), яке також можна переписати у виглядi

𝑎𝑚𝑡
𝑚𝑤𝑖+𝑚(𝑡)+𝑎𝑚−1𝑡

𝑚−1𝑤𝑖+𝑚−1(𝑡)+ . . .+𝑎1𝑡𝑤𝑖+1(𝑡)+𝑎0𝑤𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑡). (3.10)

Як було зазначено на початку цього роздiлу, цю послiдовнiсть рядiв

можна розглядати як ряд, елементами якого є послiдовностi.

Розглянемо знову рiзницеве рiвняння (3.1) над кiльцем 𝐾 з неоднорi-

днiстю 𝑓 ∈ 𝐾N0 i сформулюємо зв’язок мiж ним i рiвнянням (3.10).

Теорема 3.3. Нехай коефiцiєнт 𝑎0 рiвняння (3.1) оборотний.

� Якщо послiдовнiсть {𝑦𝑘}∞𝑘=0 задовольняє рiвнiсть (3.3), то послiдов-

нiсть (3.2) є формальним розв’язком рiвняння (3.1).

� Нехай {𝑓𝑛}∞𝑛=0 має нескiнченно багато ненульових членiв. Якщо по-

слiдовнiсть рядiв виду {
∑︀∞

𝑘=0 𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘}∞𝑛=0 є формальним розв’язком

рiвняння (3.1), тодi послiдовнiсть {𝑦𝑘}∞𝑘=0 задовольняє рiвнiсть

(3.3).

Доведення. Перше твердження випливає з теореми 3.2.

Нехай тепер 𝑏𝑘 ∈ 𝐾, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . i послiдовнiсть ря-

дiв {
∑︀∞

𝑘=0 𝑏𝑘𝑓𝑛+𝑘}∞𝑛=0 є формальним розв’язком рiвняння (3.1). Якщо

{𝑦𝑘}∞𝑘=0 – послiдовнiсть, що задовольняє (3.3), тодi послiдовнiсть рядiв

{
∑︀∞

𝑘=0 (𝑏𝑘 − 𝑦𝑘)𝑓𝑛+𝑘𝑡
𝑘}∞𝑛=0 є розв’язком однорiдного рiвняння

𝑎𝑚𝑡
𝑚𝑤𝑖+𝑚(𝑡) + 𝑎𝑚−1𝑡

𝑚−1𝑤𝑖+𝑚−1(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑡𝑤𝑖+1(𝑡) + 𝑎0𝑤𝑖(𝑡) = 0. (3.11)
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З теореми 3.2 випливає, що (𝑏𝑘 − 𝑦𝑘)𝑓𝑛+𝑘 = 0 для будь-яких 𝑘 i 𝑛.

Тепер припустимо вiд супротивного, що iснує 𝑗, для якого 𝑏𝑗 ̸= 𝑦𝑗. Так

як 𝐾 – область цiлiсностi, то 𝑓𝑗+𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛, тобто {𝑓𝑛}∞𝑛=0

фiнiтна, що суперечить умовi теореми. ■

Наступна лема, за деяких умов, розв’язку рiвняння (3.10) ставить у

вiдповiднiсть розв’язок рiвняння (3.1).

Лема 3.1. Нехай деякий 𝐾-лiнiйний оператор 𝑇 : 𝐾N0[[𝑡]] → 𝐾N0 з

областю визначення D(𝑇 ) задовольняє такi умови:

1. 𝑆(D(𝑇 )) ⊂ D(𝑇 );

2. 𝑇 (𝑆𝑤) = 𝑆(𝑇𝑤) для кожного 𝑤 ∈ D;

3. для будь-якого {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾N0, якщо {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛}∞𝑛=0, тобто всi

коефiцiєнти окрiм перших в кожному рядi 𝑓𝑛(𝑡) дорiвнюють нулю,

а першi дорiвнюють 𝑓𝑛, то 𝑇{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛}∞𝑛=0.

Тодi якщо {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 ∈ D(𝑇 ) є розв’язком (3.10), то 𝑇{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 є

розв’язком (3.1).

Доведення. Оскiльки {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 належить D(𝑇 ), то, зважаючи на пер-

шу умову, 𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0, 𝑆
2{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0, . . . , 𝑆

𝑚{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 належать D(𝑇 ).

Послiдовнiсть рядiв {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 ∈ D(𝑇 ) є розв’язком (3.10), тому

𝑇 (𝑎𝑚𝑆
𝑚{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 + . . .+ 𝑎1𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 + 𝑎0{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) = 𝑆{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0.

Для будь-якого 𝑗 маємо 𝑇 (𝑆𝑗{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) = 𝑆𝑗(𝑇{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) i

𝑇{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛}∞𝑛=0, тому

𝑎𝑚𝑆
𝑚(𝑇{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) + . . .+ 𝑎1𝑆(𝑇{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) + 𝑎0𝑇{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {𝑓𝑛}𝑛=0.

■
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3.2.2 Збiжнiсть формального розв’язку в топологiї покоефiцiєнтної

стабiлiзацiї

В цьому роздiлi доведемо, що для жодної нефiнiтної неоднорiдностi ми

не можемо отримати розв’язок у виглядi (3.2) без додаткових топологiчних

умов для кiльця 𝐾.

У модулi𝐾N0 будемо розглядати топологiю покоординатної стабiлiзацiї,

тобто топологiю добутку (нагадаємо, що в цьому роздiлi ми розглядаємо

𝐾 як дискретне кiльце).

Наслiдок 3.1. Нехай кожен з рядiв 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘,𝑛 має скiнченну

кiлькiсть ненульових доданкiв, i послiдовнiсть сум рядiв {𝑤𝑛}∞𝑛=0 є фор-

мальним розв’язком рiвняння (3.1). Тодi ця послiдовнiсть є розв’язком

(3.1) i дорiвнює послiдовностi (3.2), яка так само складається з рядiв, що

мають скiнченну кiлькiсть доданкiв.

Доведення. Нехай вiдображення 𝑇 : 𝐾N0[[𝑡]] → 𝐾N0 з областю визна-

чення

D(𝑇 ) =

{︃
{𝑣𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {

∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘,𝑛𝑡
𝑘}∞𝑛=0 :

ряди
∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘,𝑛 мають скiнченну кiлькiсть доданкiв

}︃

задається рiвнiстю

𝑇 ({𝑣𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) = {𝑣𝑛(1)}∞𝑛=0. (3.12)

Оператор 𝑇 задовольняє всi умови леми 3.1. Дiйсно, оскiльки
∑︀∞

𝑘=0 𝑣𝑘,𝑛

мають скiнченну кiлькiсть доданкiв, то
∑︀∞

𝑘=0 𝑣𝑘+1,𝑛 також мають скiнчен-

ну кiлькiсть доданкiв, тому 𝑆{𝑣𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 ∈ D(𝑇 ). Також 𝑇{𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =

{𝑓𝑛}∞𝑛=0 для {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾N0 i 𝑇 (𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) = 𝑇 (𝑡 · 𝑆{𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0) =

(𝑡 · {𝑤𝑛+1(𝑡)}∞𝑛=0)
⃒⃒⃒
𝑡=1

= 𝑆{𝑤𝑛(1)}∞𝑛=0 = 𝑆(𝑇{𝑤𝑛}∞𝑛=0).

Нехай {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘,𝑛𝑡
𝑘}∞𝑛=0. Тодi з леми 3.1 маємо, що

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑘,𝑛}∞𝑛=0 є розв’язком (3.1). За теоремою 3.2 можна запи-
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сати {𝑤𝑛}∞𝑛=0 як
∑︀∞

𝑘=0 𝑦𝑘𝑆
𝑘{𝑓𝑛}∞𝑛=0. Неважко перевiрити, що цей ряд тото-

жнiй до послiдовностi {
∑︀∞

𝑘=0 𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘}∞𝑛=0. ■

Нехай тепер характеристика поля часток 𝐹 кiльця 𝐾 дорiвнює 0. Роз-

глянемо рiвняння (3.1) з неоднорiднiстю iз 𝐹N0. За теоремою 3.3, послi-

довнiсть (3.2) є формальним розв’язком (3.1). В теоремi 3.4 буде показано,

що послiдовнiсть (3.2) складається з рядiв, що мають скiнченну кiлькiсть

доданкiв, тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=0 є фiнiтною.

Теорема 3.4. Нехай {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐹N0, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐹 , 𝑎0 ̸= 0 i 𝑦𝑗 задо-

вольняють (3.3). Тодi ряди

∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘, (3.13)

що є членами послiдовностi (3.2) мають скiнченну кiлькiсть доданкiв

тодi i тiльки тодi, коли {𝑓𝑛}∞𝑛=0 є фiнiтною.

Доведення цiєї теореми аналогiчно доведенню теореми 2.4 з роздiлу

2.2.2.

3.3 Кiльце з неархiмедовим нормуванням

Зв’язок формального i справжнього розв’язкiв рiвняння (лема 3.1) до-

зволяє отримати певнi результати для розв’язання рiвняння (3.1) для спе-

цiальних топологiчних комутативних кiлець i у випадку неоднорiдностей,

що мають нескiнченну кiлькiсть ненульових членiв.

Нагадаємо деякi конструкцiї, описанi в роздiлi 1, означення 1.4 та 1.5:

нехай (𝐹, | · |) – поле характеристики нуль з неархiмедовим нормуванням

i 𝐾 = {𝑠 ∈ 𝐹 : |𝑠| ≤ 1} – це його кiльце нормування. Будемо розгляда-

ти кiльце 𝐾 з метрикою i топологiєю, що iндукуються цим нормуванням.

Нагадаємо, що елемент 𝑎 ∈ 𝐾 є оборотним тодi i тiльки тодi, коли |𝑎| = 1

(лема 1.2). В модулi 𝐾N0 будемо розглядати топологiю покоординатної збi-

жностi (топологiя добутку).
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Теорема 3.5. Нехай в рiвняннi (3.1) коефiцiєнти 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 нале-

жать 𝐾, |𝑎𝑖| < |𝑎0| для будь-якого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 та 𝑓𝑛 ∈ 𝐾 для будь-якого

𝑛 ∈ N0. Тодi це рiвняння має не бiльше одного розв’язку з 𝐾N0.

Доведення. Щоб довести єдинiсть розв’язку рiвняння (3.1) достатньо

довести, що однорiдне рiвняння

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N0 (3.14)

в модулi 𝐾N0 має тiльки тривiальний розв’язок {𝑤𝑛}∞𝑛=0 = {0}.
В модулi 𝐹N0 розв’язок {𝑤𝑛}∞𝑛=0 задовольняє рiвняння

𝑤𝑛 = −𝑎𝑚
𝑎0

𝑤𝑛+𝑚 − 𝑎𝑚−1

𝑎0
𝑤𝑛+𝑚−1 − . . .− 𝑎1

𝑎0
𝑤𝑛+1, 𝑛 ∈ N0. (3.15)

Беручи до уваги, що нормування є неархiмедовим, тобто задовольняє

сильну нерiвнiсть трикутника, маємо |𝑤𝑛| ≤ max
1≤𝑖≤𝑚

{|𝑎𝑖𝑤𝑛+𝑖

𝑎0
|}. З цього випли-

ває, що для будь-якого 𝑛 iснує 𝑖 таке що

|𝑤𝑛| ≤ |𝑎𝑖𝑤𝑛+𝑖

𝑎0
| = |𝑎𝑖

𝑎0
||𝑤𝑛+𝑖|. (3.16)

Позначимо 𝑟 = max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑎𝑗𝑎0 |}. Отримуємо, що для будь-якого 𝑛 iснує 𝑖 таке

що |𝑤𝑛| ≤ 𝑟|𝑤𝑛+𝑖|.
Фiксуємо довiльне 𝑘 ∈ N0. Починаючи з 𝑤𝑘, будуємо пiдпослiдовнiсть

{𝑤𝑛𝑖
}∞𝑖=0, для якої 𝑛0 = 𝑘 i кожен член можна оцiнити таким чином: |𝑤𝑛𝑗

| ≤
𝑟|𝑤𝑛𝑗+1

| для будь-якого 𝑗. Це можна зробити, бо для 𝑛 = 𝑛𝑗 iснує 𝑖 таке що

|𝑤𝑛𝑗
| ≤ 𝑟|𝑤𝑛𝑗+𝑖|, тому ми можемо обрати 𝑛𝑗+1 = 𝑛𝑗 + 𝑖 номером наступного

члена пiдпослiдовностi.

Таким чином, перший член цiєї послiдовностi |𝑤𝑘| ≤ 𝑟𝑗 · |𝑤𝑛𝑗
| для будь-

якого 𝑗. Позаяк 𝑤𝑛 належить 𝐾, то |𝑤𝑛| ≤ 1 для всiх 𝑛. Тодi |𝑤𝑘| ≤ 𝑟𝑗 для

будь-якого 𝑗. Помiтимо, що за умовою теореми 𝑟 < 1. Тодi 𝑤𝑘 = 0 i, через

те, що ми фiксували довiльне 𝑘, маємо 𝑤𝑛 = 0 для всiх 𝑛. ■

Тепер отримаємо умови iснування розв’язку. Для цього розглянемо пе-
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ретворення 𝑇 , що задається рiвнiстю (3.12) i має область визначення

D(𝑇 ) =

{︃
{𝑣𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘,𝑛𝑡
𝑘

}︃∞

𝑛=0

:
∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘,𝑛 збiгається в топологiї

покоефiцiєнтної збiжностi в 𝐾N0

}︃

Теорема 3.6. Нехай поле 𝐹 повне вiдносно нормування | · |, |𝑎0| = 1

та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Тодi ряди (3.13) збiгаються в кiльцi 𝐾 i

послiдовнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3.1).

Доведення. Вiдображення 𝑇 задовольняє умовi леми 3.1. Дiйсно, так са-

мо як в наслiдку 3.1, можна довести, що 𝑇 (�̃�𝑣) = (𝑇𝑣)′(𝑥) i 𝑇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)

для 𝑓 ∈ 𝐾N0. Якщо 𝑣 ∈ D(𝑇 ), то для будь-якого 𝑗 ряд
∑︀∞

𝑖=0 𝑣𝑖,𝑗 збiгається

в 𝐾 вiдносно нормування | · |. Тодi для будь-якого 𝑗 ряд
∑︀∞

𝑗=0 𝑣𝑖,𝑗+1 також

збiгається в 𝐾 вiдносно | · |. Таким чином, 𝑆𝑣(𝑡) =
∑︀∞

𝑖=0

(︁∑︀∞
𝑗=0 𝑣𝑖,𝑗+1

)︁
𝑡𝑖 ∈

D(𝑇 ).

За теоремою 3.2 ряд {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 = {
∑︀∞

𝑘=0 𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘𝑡
𝑘}∞𝑛=0 є розв’язком рiв-

няння (3.10). Перевiримо, що {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0 належить D(𝑇 ). Для цього оцiни-

мо коефiцiєнти 𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘 ряду {𝑤𝑛(𝑡)}∞𝑛=0.

Нормування | · | є неархiмедовим, тому для того, щоб кожен з рядiв

(3.13), збiгався над 𝐾, достатньо, щоб послiдовнiсть {|𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘|}∞𝑛=0 пряму-

вала до нуля (Теорема 1.1).

Виходячи з того, що 𝑓𝑛 належить кiльцю нормування 𝑅, маємо |𝑓𝑛| ≤ 1

для всiх 𝑛. Завершимо доведення наступною лемою:

Лема 3.2. Нехай |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Нехай

{𝑦𝑛}∞𝑛=0 задовольняє (3.3). Тодi |𝑦𝑛| → 0 при 𝑖 → ∞.

Доведемо, що |𝑦𝑛| ≤ 𝑟[
𝑛
𝑚 ] · 𝑆, де 𝑆 = max

0≤𝑗≤𝑚−1
{|𝑦𝑗|} i 𝑟 = max

1≤𝑗≤𝑚
{|𝑎𝑗|}.

Будемо доводити це за iндукцiєю по 𝑛. Твердження очевидне для 𝑛 <

𝑚. Дiйсно, в цьому випадку |𝑦𝑛| ≤ 𝑆 = max
0≤𝑗≤𝑚−1

{|𝑦𝑗|}.
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Зауважимо, що оскiльки {𝑦𝑗}∞𝑗=0 задовольняє (3.3), ця послiдовнiсть не

є фiнiтною i є розв’язком системи (3.5), що означає, що для випадку 𝑛 =

𝑚 = 𝑚+ 0 над полем 𝐹 , маємо

𝑦𝑚 = −𝑎1
𝑎0
𝑦𝑚−1 −

𝑎2
𝑎0
𝑦𝑚−2 − . . .− 𝑎𝑚

𝑎0
𝑦0,

отже, усвiдомлюючи, що нормування |·| є неархiмедовим i |𝑎0| = 1, можемо

оцiнити |𝑦𝑚|:

|𝑦𝑚| = |𝑎1
𝑎0
𝑦𝑚−1 +

𝑎2
𝑎0
𝑦𝑚−2 + . . .+

𝑎𝑚
𝑎0

𝑦0| ≤

≤ max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑎𝑗𝑦𝑚−𝑗|} ≤ max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑎𝑗|} · max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑦𝑗|} = 𝑟 · 𝑆.

Для доведення iндуктивного переходу припустимо, що нерiвнiсть є вiр-

ною для 𝑛 ≤ 𝑚+𝑘−1. Доведемо, що вона виконується також для 𝑛 = 𝑚+𝑘,

тобто |𝑦𝑛| ≤ 𝑟[
𝑘+𝑚
𝑚 ] · 𝑆.

З системи (3.5) маємо

𝑦𝑘+𝑚 = −𝑎1
𝑎0
𝑦𝑘+𝑚−1 −

𝑎2
𝑎0
𝑦𝑘+𝑚−2 − . . .− 𝑎𝑚

𝑎0
𝑦𝑘,

тому, усвiдомлюючи, що нормування | · | неархiмедове i |𝑎0| = 1, можемо

оцiнити |𝑦𝑘+𝑚|:

|𝑦𝑘+𝑚| ≤ max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑎𝑗𝑦𝑘+𝑚−𝑗|} ≤ max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑎𝑗|}· max
1≤𝑗≤𝑚

{|𝑦𝑘+𝑚−𝑗|} = 𝑟 max
𝑘≤𝑗≤𝑘+𝑚−1

{|𝑦𝑗|}

За припущенням iндукцiї, |𝑦𝑗| ≤ 𝑟[
𝑗
𝑚 ] · 𝑆 для всiх 𝑘 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 +𝑚− 1. Тому

max
𝑘≤𝑗≤𝑘+𝑚−1

{|𝑦𝑗|} ≤ max
𝑘≤𝑗≤𝑘+𝑚−1

𝑟[
𝑗
𝑚 ]. Оскiльки 𝑟 < 1 за означенням 𝑟 i умовою

теореми, то 𝑟[
𝑗
𝑚 ] ≤ 𝑟[

𝑘
𝑚 ] для всiх 𝑘 ≤ 𝑗. Маємо max

𝑘≤𝑗≤𝑘+𝑚−1
𝑟[

𝑗
𝑚 ] ≤ 𝑟[

𝑘
𝑚 ]. Отже,

|𝑦𝑘+𝑚| ≤ 𝑟 · 𝑟[ 𝑘𝑚 ] · 𝑆 = 𝑟[
𝑘+𝑚
𝑚 ] · 𝑆.

Таким чином, ми довели, що нерiвнiсть |𝑦𝑛| ≤ 𝑟[
𝑛
𝑚 ] · 𝑆 виконується для

всiх 𝑛 ∈ N0.

Позаяк 𝑟 < 1, то |𝑦𝑛| прямує до нуля, тому кожен ряд, що є членом

послiдовностi (3.2), збiгається, що завершує доведення леми. ■

Зауваження 3.5. В частковому випадку 𝑚 = 1 маємо рiвняння

𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.17)
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яке має єдиний розв’язок над 𝐾 якщо |𝑎0| = 1 i |𝑎1| < 1. За теоремою 3.6,

цей розв’язок має вигляд (3.2). В цьому випадку розв’язок рiвняння (3.17)

можна записати як (3.6).

Для 𝑚 = 2 маємо рiвняння

𝑎2𝑤𝑛+2 + 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

яке має єдиний розв’язок над 𝐾 якщо |𝑎0| = 1, |𝑎1| < 1 i |𝑎2| < 1. За

теоремою 3.6, цей розв’язок має вигляд (3.2). В цьому випадку розв’язок

цього рiвняння можна записати у виглядi (3.7).

Теорема 3.6 дає умову збiжностi рядiв (3.2) i iснування розв’язку рiвня-

ння (3.1) для будь-якої неоднорiдностi {𝑓𝑛}∞𝑛=0. Вiдмiтимо, що у порiвняннi

iз теоремою 3.5, в цiй теоремi вимагаємо бiльше вiд коефiцiєнту 𝑎0. Але

замiсть цього можемо накласти деякi обмеження на неоднорiднiсть.

Теорема 3.7. Нехай поле 𝐹 повне вiдносно нормування | · |, |𝑎𝑖| < |𝑎0|
для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 та |𝑓𝑛| → 0 при 𝑛 → +∞. Тодi ряди (3.13) збiгаються

в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння

(3.1).

Доведення. Проведемо всi мiркування з доведення теореми 3.6, але зробимо

висновок, що послiдовнiсть {|𝑦𝑘𝑓𝑛+𝑘|}∞𝑛=0 прямує до нуля з того, що всi 𝑦𝑘

належать кiльцю нормування 𝐾, тому |𝑦𝑘| ≤ 1, i 𝑓𝑘 → 0 при 𝑘 → +∞. ■

В теоремах 3.6 i 3.11 ми вимагали, щоб поле 𝐹 було повним. Якщо

поле 𝐹 не є повним, то попереднi теореми цiлком застосовнi для кiльця

�̂�, що є поповненням кiльця 𝐾 за | · |. Тобто за виконання умов теореми

3.6 або теореми 3.11, iснуватиме єдиний в �̂�N0 розв’язок рiвняння (3.1). На

практицi є дiйсно складною задачею з’ясувати, чи належить елемент з �̂�N0

до 𝐾N0 (див. приклад 1.4).

Наступна теорема показує, що за умови iснування розв’язку рiвняння

(3.1), ряд (3.2) буде збiгатися до елементу в 𝐾 навiть якщо поле 𝐹 буде

неповним.
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Для зручностi будемо розглядати рiвняння

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑎0𝑤𝑛 (3.18)

замiсть рiвняння (3.1). Це не змiнить основнi оцiнки, позаяк при множеннi

будь-яких з коефiцiєнтiв 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 на −1, їх нормування не змiниться.

В цьому випадку покладемо {𝑦𝑛}∞𝑛=0 таким, що задовольняє рiвнiсть

(𝑎0 − 𝑎𝑚𝑡
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑡

𝑚−1 − . . .− 𝑎1𝑡)(𝑦0 + 𝑦1𝑡+ 𝑦2𝑡
2 + . . .) = 1 (3.19)

або систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0𝑦0 = 1,

𝑎0𝑦𝑘 = 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑘𝑦0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝑎0𝑦𝑘 = 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑦𝑘−𝑚, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . .

,

(3.20)

а формальний розв’язок можна записати у виглядi (3.2).

Теорема 3.8. Якщо рiвняння (3.18) має розв’язок над кiльцем 𝐾 i

{𝑦𝑘}∞𝑘=0, знайдене з (3.20), прямує до нуля, то кожен з рядiв, що є чле-

ном послiдовностi (3.2), збiгається в 𝐾. В цьому випадку (3.2) є єдиним

розв’язком рiвняння (3.18) в 𝐾N0.

Доведення. Нехай {𝑤𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐾N0 – розв’язок рiвняння (3.1).

Вважаючи, що 𝑦𝑘 = 0 для всiх 𝑘 < 0, для всiх 𝑖 ≤ 𝑚 та 𝑘 ∈ N0

позначимо 𝐴𝑘
𝑖 = 𝑎𝑖𝑦𝑘 + 𝑎𝑖+1𝑦𝑘−1 + . . . + 𝑎𝑚𝑦𝑖+𝑘−𝑚. Зазначимо, що за цим

означенням маємо

1. 𝐴0
𝑖 = 𝑎𝑖𝑦0 для будь-якого 𝑖;

2. 𝐴𝑘
𝑚 = 𝑎𝑚𝑦𝑘 для будь-якого 𝑘;

3. 𝐴𝑘+1
𝑖 = 𝑎𝑖𝑦𝑘+1 + 𝐴𝑘

𝑖+1 для будь-яких 𝑘 i 𝑖;

4. 𝐴𝑘
1 = 𝑎1𝑦𝑘 + . . .+ 𝑎𝑚𝑦𝑘+1−𝑚 = 𝑎0𝑦𝑘+1 для будь-яких 𝑘 i 𝑖;

5. оскiльки 𝑦𝑖 → 0 при 𝑖 → +∞, то 𝐴𝑘
𝑖 → +∞ при 𝑘 → 0 для будь-якого

𝑖.
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Будемо доводити за iндукцiєю по 𝑘, що

𝑤𝑛 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑘+𝑛+𝑖 (3.21)

для будь-якого 𝑘 ∈ N0. Для випадку 𝑘 = 0, домножимо рiвняння (3.18) на

𝑦0. Отримуємо

𝑎0𝑦0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛𝑦0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦0𝑤𝑛+𝑖

Оскiльки 𝑎0𝑦0 = 1 i 𝐴0
𝑖 = 𝑎𝑖𝑦0, маємо

𝑤𝑛 = 𝑦0𝑓𝑛 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴0
𝑖𝑤𝑛+𝑖.

Нехай для деякого 𝑘 виконується 𝑤𝑛 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑘+𝑛+𝑖. Тодi

𝑤𝑛 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 + 𝐴𝑘
1𝑤𝑛+1+𝑘 +

𝑚∑︁
𝑖=2

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑛+𝑖+𝑘 = [𝐴𝑘

1 = 𝑎0𝑦𝑘+1] =

=
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 + 𝑎0𝑦𝑘+1𝑤𝑛+1+𝑘 +
𝑚∑︁
𝑖=2

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑛+𝑖+𝑘 =

= [𝑎0𝑤𝑛+1+𝑘 = 𝑓𝑛+1+𝑘 + 𝑎1𝑤𝑛+2+𝑘 + . . .+ 𝑎𝑚𝑤𝑛+1+𝑚+𝑘] =

=
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 + 𝑦𝑘+1𝑓𝑛+1+𝑘 + 𝑦𝑘+1

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑤𝑛+𝑖+𝑘+1 +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘
𝑖+1𝑤𝑛+𝑖+𝑘+1 =

=
𝑘+1∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑘
𝑖+1 + 𝑦𝑘+1𝑎𝑖)𝑤𝑛+𝑖+𝑘+1 + 𝑎𝑚𝑦𝑘+1𝑤𝑛+𝑚+𝑘+1 =

= [𝐴𝑘+1
𝑖 = 𝑎𝑖𝑦𝑘+1 + 𝐴𝑘

𝑖+1] =

=
𝑘+1∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘+1
𝑖 𝑤𝑛+𝑖+(𝑘+1) + 𝑎𝑚𝑦𝑘+1𝑤𝑛+𝑚+𝑘+1 =

= [𝐴𝑘+1
𝑚 = 𝑎𝑚𝑦𝑘+1] =

𝑘+1∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘+1
𝑖 𝑤𝑛+𝑖+(𝑘+1) (3.22)

Таким чином, ми довели (3.21) для будь-якого k. Оскiльки |𝐴𝑘
𝑖 | → 0 при
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𝑘 → +∞ для будь-якого 𝑖 i нормування неархiмедове, то

|
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑘+𝑛+𝑖| ≤

𝑚
max
𝑖=1

{|𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑘+𝑛+𝑖|} ≤ [𝑤𝑛 ∈ 𝑅 ⇒ |𝑤𝑛| ≤ 1] ≤

≤ 𝑚
max
𝑖=1

{|𝐴𝑘
𝑖 |} → 0 при 𝑘 → ∞

Отже, 𝑤𝑛 = lim
𝑘→+∞

(︃
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑘
𝑖𝑤𝑘+𝑛+𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑓𝑛+𝑖. ■

Наслiдок 3.2. Нехай |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Якщо

рiвняння (3.1) має хоча б один розв’язок в 𝐾N0, тодi ряди (3.13) збiгаю-

ться в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є цим єдиним в 𝐾N0 розв’язком

рiвняння (3.1).

Доведення. За лемою 3.2, 𝑦𝑛 прямує до 0 при 𝑛 → ∞. Тепер цей наслiдок

прямо випливає з теореми 3.12. ■

Сформулюємо декiлька теорем, що є наслiдками або доводяться ана-

логiчно до попереднiх теорем цього роздiлу, оскiльки стосуються алгебра-

їчних конструкцiй, на яких природно вводиться неархiмедова топологiя.

Нехай 𝐾 – комутативне кiльце з одиницею i ℐ – його iдеал. На кiльцi 𝐾

можна ввести ℐ-адичну топологiю i вiдповiдне квазiнормування | · | (див.
роздiл 1.2).

Теорема 3.9. Нехай в рiвняннi (3.1) коефiцiєнти 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ ℐ i 𝑎0 –

оборотний елемент, 𝑓𝑛 ∈ 𝐾 для будь-якого 𝑛 ∈ N0. Тодi це рiвняння має

не бiльше одного розв’язку з 𝐾N0.

Доведення. Оскiльки 𝑎0, то 𝑎0 ̸∈ ℐ. Тому |𝑎0| = 1, |𝑎𝑖| < 1. Також для

будь-якого елементу 𝑥 ∈ 𝐾, |𝑥| ≤ 1. Подальше доведення збiгається з

доведенням теореми 3.5, але позаяк | · | – це квазi нормування, то замiсть
3.16 матимемо |𝑤𝑛| ≤ |𝑎𝑖𝑤𝑛+𝑖

𝑎0
| ≤ | 𝑎𝑖𝑎0 ||𝑤𝑛+𝑖|. ■

Доведення наступних леми i теорем повнiстю повторює доведення 3.2,

3.6, 3.11 i 3.12.
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Лема 3.3. Нехай 𝑎0 – оборотний та 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ ℐ. Нехай {𝑦𝑛}∞𝑛=0

задовольняє (3.3). Тодi |𝑦𝑛| → 0 при 𝑖 → ∞.

Теорема 3.10. Нехай поле 𝐹 повне вiдносно нормування | · |, 𝑎0 – обо-
ротний та 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ ℐ. Тодi ряди (3.13) збiгаються в кiльцi 𝐾 i послi-

довнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3.1).

Теорема 3.11. Нехай поле 𝐹 повне вiдносно нормування | · |, 𝑎0 – обо-
ротний, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ ℐ та |𝑓𝑛| → 0 при 𝑛 → +∞. Тодi ряди (3.13) збi-

гаються в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком

рiвняння (3.1).

Теорема 3.12. Якщо рiвняння (3.18) має розв’язок над кiльцем 𝐾 i

{𝑦𝑘}∞𝑘=0, знайдене з (3.20), прямує до нуля, то ряди (3.13) збiгаються в

кiльцi 𝐾, а послiдовнiсть їх сум (3.2) є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння

(3.1).

Наслiдок 3.3. Нехай 𝑎0 – оборотний та 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ ℐ. Тодi якщо
рiвняння (3.18) має розв’язок над кiльцем 𝐾, ряди (3.13) збiгаються в

кiльцi 𝐾, а послiдовнiсть їх сум (3.2) є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння

(3.1).

Нехай 𝐾 є факторiальним кiльцем (див. означення 1.6), 𝑣 ∈ 𝐾 –

простий елемент. Нагадаємо, що тодi будь-який елемент 𝑥 з поля часток

𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) єдиним чином представляється у виглядi 𝑥 = 𝑣𝑡 · 𝑐 так, що 𝑡 ∈ Z i

𝑐 = 𝑟
𝑠 , де 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐾 i обидва елементи 𝑟, 𝑠 не мiстять 𝑣 у своїй факторизацiї.

Будемо говорити, що 𝑥 дiлиться на 𝑣, якщо 𝑡 > 0, а 𝑥 не дiлиться на 𝑣,

якщо 𝑡 = 0. Якщо покладемо за означенням |𝑥|𝑣 = 2−𝑡, то нормування | · |𝑣
поля 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) є неархiмедовим i 𝑅0 є його кiльцем нормування.

У факторiальному кiльцi 𝐾 сформулюємо наступнi результати, що є

прямими наслiдками 3.6, 3.2, 3.11 i 3.12.

Теорема 3.13. Нехай кiльце 𝐾 факторiальне, 𝑣 ∈ 𝐾, коефiцiєнти

𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 в рiвняннi (3.1) належать 𝐾 i неоднорiднiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=0 ∈
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𝐾N0. Нехай для будь-якого 𝑗 маємо 𝑎𝑗 = 𝑣𝑡𝑗 · 𝑦𝑗, де 𝑡𝑗 ∈ Z i 𝑦𝑗 =
𝑟𝑗
𝑠𝑗
, де

𝑟𝑗, 𝑠𝑗 ∈ 𝑅0 i обидва елементи 𝑟𝑗, 𝑠𝑗 не мiстять 𝑣 в своїй факторизацiї.

Тодi якщо 𝑡𝑗 < 𝑡0 для всiх 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, рiвняння (3.1) має не бiльше одного

розв’язку з 𝐾N0.

В цьому випадку отримуємо наступний наслiдок теореми 3.13:

Наслiдок 3.4. Якщо iснує таке 𝑣 ∈ 𝐾, що всi 𝑎𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚

дiляться на 𝑣, а 𝑎0 не дiлиться на 𝑣, то рiвняння (3.1) має не бiльше

нiж один розв’язок з 𝐾N0.

Теорема 3.14. Нехай поле 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) повне вiдносно нормування

| · |𝑣, всi 𝑎𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 дiляться на 𝑣, а 𝑎0 не дiлиться на 𝑣. Тодi ряди

(3.13) збiгаються в кiльцi 𝐾, а послiдовнiсть їх сум (3.2) є єдиним в 𝐾N0

розв’язком рiвняння (3.1).

Теорема 3.15. Нехай поле 𝐹 повне вiдносно нормування | · |𝑣, всi 𝑎𝑗
для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 дiляться на 𝑣, 𝑎0 не дiлиться на 𝑣 та |𝑓𝑛|𝑣 → 0 при

𝑛 → +∞. Тодi ряди (3.13) збiгаються в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є

єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3.1).

Наслiдок 3.5. Нехай всi 𝑎𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 дiляться на 𝑣, 𝑎0 не дiли-

ться на 𝑣. Тодi якщо рiвняння (3.18) має розв’язок над кiльцем 𝐾, ряди

(3.13) збiгаються в кiльцi 𝐾, а послiдовнiсть їх сум (3.2) є єдиним в 𝐾N0

розв’язком рiвняння (3.1).

Зауваження 3.6. Оскiльки кiльце цiлих чисел є факторiальним, то

для будь-якого простого числа 𝑝 на цьому кiльцi можна ввести неархiмедо-

ве нормування. Але кiльце цiлих чисел не буде повним за цим нормуванням.

Поповнення за цим неархiмедовим нормуванням для простого 𝑝 – це кiльце

цiлих 𝑝-адичних чисел Z𝑝 (див. приклад 1.1).

З огляду на це, можна використовувати попереднi теореми для випадку

𝐾 = Z𝑝. Очевидно, що єдинiсть розв’язку виконуватиметься i для кiльця

цiлих чисел.
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Теорема 3.16. Нехай 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z i 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 мають спiльний про-

стий дiльник, що не є дiльником 𝑎0. Тодi рiвняння (3.1) має не бiльше

одного цiлочисельного розв’язку.

Для сталої правої частини за умови єдиностi розв’язку можна насту-

пний результат описує умови iснування розв’язку.

Наслiдок 3.6. Нехай 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚, 𝑓 ∈ Z i однорiдне рiвняння (3.14) має

тiльки тривiальний цiлочисельний розв’язок. Тодi 𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑚 ̸= 0,

i рiвняння

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓, 𝑎𝑚 ̸= 0, 𝑛 ∈ N0

має цiлочисельний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝑓 дiлиться на 𝑎0 +

𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑚. При цьому розв’язок є сталим i дорiвнює

𝑤𝑛 =
𝑓

𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑚
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Випадок, коли рiвняння (3.1) має перший порядок розiбрано окремо в

Роздiлi 4.4.

3.3.1 Рiзницеве рiвняння в кiльцi полiномiв

Нехай 𝐹 є полем характеристики нуль. Зафiксуємо довiльне 𝑧0 ∈ 𝐹 i

розглядатимемо в якостi кiльця 𝐾 кiльце формальних степеневих рядiв

𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]] (Див. приклад 1.5). Нагадаємо, що це факторiальни кiльце, i

елемент (𝑧 − 𝑧0) є простим в ньому. Поле часток кiльця 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]] – це

поле рядiв Лорана 𝐹 ((𝑧− 𝑧0)), воно є повним, i кiльце 𝐹 [[𝑧− 𝑧0]] є кiльцем

нормування для 𝐹 ((𝑧 − 𝑧0)). За означенням, для 𝑤 ∈ 𝐹 ((𝑧 − 𝑧0)) вiзьмемо

|𝑤(𝑧−𝑧0)|𝑧−𝑧0 = 2𝑡, де 𝑡 – найменше цiле число, для якого (𝑧−𝑧0)
𝑡·𝑤(𝑧−𝑧0) ∈

𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]].

Переформулюємо теореми 3.5 i 3.6 у випадку цього кiльця:
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Наслiдок 3.7. Нехай в рiвняннi (3.1) неоднорiднiсть {𝑓𝑛(𝑧−𝑧0)}∞𝑛=0 ∈
𝐹 [[𝑧− 𝑧0]]

N0 коефiцiєнти 𝑎0(𝑧− 𝑧0), 𝑎1(𝑧− 𝑧0), . . . , 𝑎𝑚(𝑧− 𝑧0) також нале-

жать 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]] та 𝑎𝑖(𝑧 − 𝑧0) = (𝑧 − 𝑧0)
𝑘𝑖 · �̃�𝑖(𝑧 − 𝑧0), де �̃�𝑖(𝑧0) ̸= 0 i 𝑘𝑖 –

невiд’ємнi цiлi числа.

Тодi якщо 𝑘0 < 𝑘𝑖 для будь-якого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, тодi це рiвняння має не

бiльше одного розв’язку з 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]]
N0.

Наслiдок 3.8. Нехай в рiвняннi (3.1) неоднорiднiсть {𝑓𝑛(𝑧−𝑧0)}∞𝑛=0 ∈
𝐹 [[𝑧− 𝑧0]]

N0 коефiцiєнти 𝑎0(𝑧− 𝑧0), 𝑎1(𝑧− 𝑧0), . . . , 𝑎𝑚(𝑧− 𝑧0) також нале-

жать 𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]] i 𝑘𝑖 – невiд’ємнi цiлi числа.

Тодi якщо 𝑎𝑖(𝑧0) = 0 для будь-якого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, а 𝑎0(𝑧0) ̸= 0, то

система (3.5) має єдиний розв’язок {𝑦𝑖}∞𝑖=0 = {𝑦𝑖(𝑧−𝑧0)}∞𝑖=0 в кiльцi 𝐹 [[𝑧−
𝑧0]]

N0 i ряд

𝑤𝑛(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖(𝑧 − 𝑧0)𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.23)

збiгається в цьому кiльцi та є єдиним розв’язком рiвняння (3.1) з кiльця

𝐹 [[𝑧 − 𝑧0]]
N0.

З цих наслiдкiв випливає наступний результат, що стосується iснуван-

ня i єдиностi розв’язку рiзницевого рiвняння над кiльцем полiномiв. Для

полiномiв 𝑎𝑚(𝑧), . . . , 𝑎0(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐹 [𝑧], розглянемо рiвняння

𝑎𝑚(𝑧)𝑤𝑛+𝑚(𝑧) + . . .+ 𝑎1(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) + 𝑎0(𝑧)𝑤𝑛(𝑧) = 𝑓𝑛(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(3.24)

Оскiльки будь-який полiном може бути розкладений у виглядi фор-

мального степеневого ряду з кiльця 𝐾[[𝑧− 𝑧0]] для будь-якого значення 𝑧0,

то це рiвняння може бути розглянуто над кiльцем𝐾[[𝑧−𝑧0]] для будь-якого

𝑧0.

Наслiдок 3.9. Якщо iснує таке 𝑧0, що рiвняння (3.24), розглянуте

над кiльцем 𝐾[[𝑧−𝑧0]], задовольняє умови наслiдку 3.7, то рiвняння (3.24)

має не бiльше нiж один полiномiальний розв’язок.
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Наслiдок 3.10. Якщо iснує 𝑧0, який є коренем полiномiв 𝑎𝑚(𝑧), . . . , 𝑎1(𝑧)

i не є коренем 𝑎0(𝑧), то система (3.5), всi коефiцiєнти i невiдомi якої роз-

глядаються як формальнi степеневi ряди з𝐾[[𝑧−𝑧0]] має єдиний розв’язок

{𝑦𝑖(𝑧 − 𝑧0)}∞𝑖=0 в кiльцi 𝐾[[𝑧 − 𝑧0]]
N0. Тодi або послiдовнiсть сум (3.28) є

послiдовнiстю полiномiв, що задовольняє рiвняння (3.24), або рiвняння

(3.24) не має полiномiального розв’язку.

Доведення. За наслiдком 3.7, рiвняння (3.24) має не бiльше одного

розв’язку з кiльця формальних степеневих рядiв, тому якщо воно має по-

лiномiальний розв’язок, то цi розв’язки повиннi збiгатися. ■

3.3.1.1 Рiзницевi рiвняння першого порядку в кiльцi полiномiв

Для рiзницевого рiвняння першого порядку

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧) + 𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[[𝑧]], 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

(3.25)

в кiльцi формальних степеневих рядiв можемо переформулювати наслiдки

3.8 i 3.10 у наступний спосiб:

Наслiдок 3.11. Нехай 𝑎(𝑧0) ̸= 0 i 𝑏(𝑧0) = 0. Тодi послiдовнiсть рядiв

𝑤𝑛(𝑧 − 𝑧0) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖(𝑧 − 𝑧0)

𝑎𝑖+1(𝑧 − 𝑧0)
𝑓𝑛+𝑖(𝑧 − 𝑧0), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.26)

є єдиним розв’язком рiвняння (3.25) над кiльцем 𝐾[[𝑧 − 𝑧0]].

Тепер розглянемо рiвняння першого порядку

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧) + 𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

(3.27)

в кiльцi полiномiв. Оскiльки будь-який полiном належить 𝐾[[𝑧 − 𝑧0]] для

всiх 𝑧0, отримуємо наступний наслiдок.
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Наслiдок 3.12. Якщо iснує таке 𝑧0, що 𝑏(𝑧0) = 0, а 𝑎(𝑧0) ̸= 0, то або

послiдовнiсть сум

𝑤𝑛(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖(𝑧)

𝑎𝑖+1(𝑧)
𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.28)

є послiдовнiстю полiномiв, що задовольняє рiвняння (3.27), або це рiвня-

ння не має полiномiального розв’язку.

В наступному прикладi показано, що рiвняння (3.27) може не мати по-

лiномiального розв’язку.

Приклад 3.5. Рiвняння

𝑧𝑤𝑛+1(𝑧) + 1 = 𝑤𝑛(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

не має полiномiального розв’язку. Дiйсно, для нього виконуються умови

наслiдку 3.3.1.1, тому воно має єдиний розв’язок

𝑤𝑛(𝑧) = 1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + . . . , 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

в кiльцi формальних степеневих рядiв, який очевидно не є полiномом.

Наступна теорема прямо випливає з наслiдку 3.3.1.1 якщо 𝐾 є алгебра-

їчно замкненим. В загальному випадку вона потребує окремого доведення.

Теорема 3.17. Однорiдне рiвняння

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (3.29)

має тiльки тривiальний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝑎(𝑧) не дi-

литься на 𝑏(𝑧). За цiєї умови рiвняння (3.27) має не бiльше нiж один

полiномiальний розв’язок.

Доведення. Оскiльки 𝑎(𝑧) не дiлиться на 𝑏(𝑧), iснує 𝑝(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], що 𝑝(𝑧)

дiлить 𝑏(𝑧), але не дiлить 𝑎(𝑧). З (3.29) випливає що

𝑏𝑛(𝑧)

𝑎𝑛(𝑧)
𝑤𝑛(𝑧) = 𝑤0(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
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Маємо, що 𝑤0(𝑧) дiлиться на 𝑝𝑛(𝑧) для будь-якого степеня 𝑛, що є немо-

жливим для ненульового 𝑤0(𝑧). Оскiльки 𝑤0(𝑧) = 0, то 𝑤𝑛(𝑥) = 0 для всiх

𝑛.

Якщо 𝑎(𝑧) дiлиться на 𝑏(𝑧), то рiвняння (3.29) можна переписати у

явному виглядi 𝑤𝑛(𝑧) = 𝑎(𝑧)
𝑏(𝑧)𝑤0(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Є нескiнченно багато

розв’язкiв цього рiвняння: свiй розв’язок для кожного початкового значе-

ння 𝑤0(𝑧). ■

Приклад 3.6. Нехай 𝑓𝑛(𝑧) = 𝑓(𝑧) для всiх 𝑛 i 𝑎(𝑧) дiлиться на 𝑏(𝑧).

Припустимо, що послiдовнiсть полiномiв {𝑤𝑛(𝑧)}∞𝑛=0 є розв’язком рiзнице-

вого рiвняння

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) + 𝑓(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧).

Послiдовнiсть {𝑤𝑛+1(𝑧)}∞𝑛=0 очевидно також задовольняє це рiвнян-

ня. За теоремою 3.17 рiвняння має не бiльше нiж один полiномiальний

розв’язок, тому 𝑤𝑛(𝑧) = 𝑤𝑛+1(𝑧) для всiх 𝑛. Це означає, що якщо розв’язок

iснує, вiн має бути сталим, i має задовольняти рiвняння

𝑏(𝑧)𝑤(𝑧) + 𝑓(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤(𝑧).

Таким чином, послiдовнiсть

𝑤𝑛(𝑧) = 𝑤(𝑧) =
𝑓(𝑧)

𝑎(𝑧)− 𝑏(𝑧)

є єдиним можливим полiномiальним розв’язком цього рiвняння у тому ви-

падку, коли вiн є полiномом. Тому рiвняння зi сталою неоднорiднiстю має

розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝑓(𝑧) дiлиться на 𝑎(𝑧)− 𝑏(𝑧).

Наприклад, рiвняння 𝑧𝑤𝑛+1(𝑧)+1 = 𝑤𝑛(𝑧), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . з попередньо-

го прикладу не має жодного полiномiального розв’язку, оскiльки 𝑓(𝑧) = 1

не дiлиться на 𝑏(𝑧)− 𝑎(𝑧) = 1− 𝑧.

Розглянутий приклад в тому числi показує, що рiвняння може не ма-

ти жодного полiномiального розв’язку, i щоб знаходити полiномiальний



88

розв’язок за теоремою треба перевiряти, чи належить кожний елемент по-

слiдовностi формальних степеневих рядiв (3.28) кiльцю полiномiв. Насту-

пна теорема стверджує, що для цього достатньо перевiрити тiльки чи є

полiномом перший формальний степеневий ряд 𝑤0(𝑧).

Теорема 3.18. Нехай 𝑎(𝑧) = 1. Якщо 𝑤0(𝑧) з (3.28) є полiномом, то

всi наступнi 𝑤𝑛(𝑧) з (3.28) також є полiномами.

Доведення. Доведемо це за iндукцiєю. Оскiльки {𝑤𝑛(𝑧)}∞𝑛=0 є розв’язком

рiвняння, то

𝑤𝑛+1(𝑧) =
𝑤𝑛(𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧)

𝑏(𝑧)
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Позаяк 𝑤𝑛(𝑧) i 𝑓𝑛(𝑧) всi є полiномами, то 𝑤𝑛(𝑧) − 𝑓𝑛(𝑧) також є полi-

номами. Доведемо, що ця рiзниця подiляється на 𝑏(𝑧). З рiвностi (3.28),

маємо

𝑤𝑛(𝑧)−𝑓𝑛(𝑧) = 𝑏(𝑧)
(︀
𝑓𝑛+1(𝑧) + 𝑏(𝑧)𝑓𝑛+2(𝑧) + 𝑏2(𝑧)𝑓𝑛+3(𝑧) + . . .

)︀
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

(3.30)

Оберемо елемент 𝑧 з алгебраїчного замикання �̃� кiльця 𝐾, таке що

𝑏(𝑧)дiлиться на 𝑧 − 𝑧, тобто 𝑏(𝑧) = 0.

Нехай �̂�(𝑧 − 𝑧) = 𝑏(𝑧) i 𝑓𝑛(𝑧 − 𝑧) = 𝑓𝑛(𝑧) для всiх 𝑛. Шукатимемо

{𝑤𝑛(𝑧)}∞𝑛=0 у виглядi послiдовностi формальльних степеневих рядiв �̂�𝑛(𝑧−
𝑧) з �̃�[[𝑧 − 𝑧]]. Тодi для кожного 𝑛 ми отримаємо наступну рiвнiсть мiж

двома формальними степеневими рядами з �̃�[[𝑧 − 𝑧]]:

�̂�(𝑧 − 𝑧)
∞∑︁
𝑖=0

�̂�𝑖(𝑧 − 𝑧)𝑓𝑛+𝑖+1(𝑧 − 𝑧) = �̂�𝑛(𝑧 − 𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧 − 𝑧).

Так як 𝑏(𝑧) = 0, то �̂�(0) = 0. Тому 𝑤𝑛(𝑧) − 𝑓𝑛(𝑧) = �̂�𝑛(0) − 𝑓𝑛(0) = 0,

тобто полiном 𝑤𝑛(𝑧) − 𝑓𝑛(𝑧) дiлиться на 𝑧 − 𝑧. Тодi можна подiлити цю

рiвнiсть на 𝑧 − 𝑧 i розглядати рiвнiсть

�̂�(𝑧 − 𝑧)

𝑧 − 𝑧

∞∑︁
𝑖=0

�̂�𝑖(𝑧 − 𝑧)𝑓𝑛+𝑖+1(𝑧 − 𝑧) =
�̂�𝑛(𝑧 − 𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧 − 𝑧)

𝑧 − 𝑧
,

де права частина є полiномом з коефiцiєнтами з �̃�.
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Повторюватимемо цю процедуру для всiх дiльникiв 𝑏(𝑧), i отримаємо,

що

∞∑︁
𝑖=0

�̂�𝑖(𝑧−𝑧)𝑓𝑛+𝑖+1(𝑧−𝑧) =
�̂�𝑛(𝑧 − 𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧 − 𝑧)

�̂�(𝑧 − 𝑧)
=

𝑤𝑛(𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧)

𝑏(𝑧)
= 𝑤𝑛+1(𝑧),

є полiномом з коефiцiєнтами з алгебраїчного замикання кiльця 𝐾.

Цi коефiцiєнти повиннi належати 𝐾. Дiйсно, коефiцiєнти полiномiв

𝑤𝑛(𝑧) − 𝑓𝑛(𝑧) i 𝑏(𝑧) належать 𝐾. Позначимо за 𝑘 степiнь 𝑤𝑛+1(𝑧). Роз-

глянемо 𝑘 + 1 попарно рiзних елементiв з кiльця 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝐾,

що не є коренями 𝑏(𝑧). Елементи

𝑤𝑛(𝑥𝑗)− 𝑓𝑛(𝑥𝑗)

𝑏(𝑥𝑗)
∈ 𝐾, де 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘,

є значеннями полiнома. Але є єдиний полiном степеня 𝑘, що приймає цi

𝑘 + 1 значення, i його коефiцiєнти належать 𝐾. ■

Зауваження 3.7. Насправдi, з рiвностi (3.30) не випливає прямо, що

𝑤𝑛(𝑧)− 𝑓𝑛(𝑧) подiляється на 𝑏(𝑧). Це здається очевидним, але насправдi

може бути так, що полiном не є дiльником добутку цього полiному з

формальним степеневим рядом, наприклад,

(1− 𝑧)(1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + . . .) = 1.

Але в теоремi 3.11, розглядуваний формальний степеневий ряд має спецi-

альну структуру 𝑓𝑛(𝑧)+𝑏(𝑧)𝑓𝑛+1(𝑧)+𝑏2(𝑧)𝑓𝑛+2(𝑧)+. . ., i саме це дозволило

нам провести наведенi мiркування.

Приклад 3.7. Розглянемо рiвняння

𝑧𝑤𝑛+1(𝑧) +
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗𝑧
𝑛+𝑗 = 𝑤𝑛(𝑧).

В цьому випадку 𝑎(𝑧) = 1, 𝑏(𝑧) = 𝑧 i 𝑓𝑛(𝑧) =
∑︀𝑘

𝑗=0𝐴𝑗𝑧
𝑛+𝑗. Тобто, викону-

ються умови наслiдку 3.11 i теореми 3.18 над кiльцем 𝐾[[𝑧]]. Тодi перший
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елемент розв’язку дорiвнюватиме

𝑤0(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑧𝑖
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗𝑧
𝑗 =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑧𝑖+𝑗 =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗

∞∑︁
𝑖=𝑗

𝑧𝑖 =

=
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗(
𝑘∑︁

𝑖=𝑗

𝑧𝑖 +
∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝑧𝑖) =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗

𝑘−1∑︁
𝑖=𝑗

𝑧𝑖 +
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗 ·
∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝑧𝑖.

Вiн є полiномом тодi i тiльки тодi, коли
∑︀𝑘

𝑗=0𝐴𝑗 = 0. Тодi

𝑤0(𝑧) =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗

𝑘−1∑︁
𝑖=𝑗

𝑧𝑖.

За теоремою 3.18, iншi елементи 𝑤𝑛(𝑧) також є полiномами.

Приклад 3.8. Розглянемо рiвняння

(𝑧 − 1)𝑤𝑛+1(𝑧) + 𝐴𝑛𝑧 +𝐵𝑛 = 𝑤𝑛(𝑧).

В цьому випадку 𝑎(𝑧) = 1, 𝑏(𝑧) = 𝑧−1, 𝑓𝑛(𝑧) = 𝐴𝑛𝑧+𝐵𝑛, тобто виконуються

умови наслiдку 3.11 i теореми 3.18 над кiльцем𝐾[[𝑧−1]]. Перепишемо 𝑓𝑛(𝑧)

як формальний степеневий ряд з кiльця 𝐾[[𝑧 − 1]]. Отримуємо

𝑓𝑛(𝑧) = 𝐴𝑛(𝑧 − 1) + 𝐴𝑛 +𝐵𝑛.

Тодi перший формальний степеневий ряд послiдовностi, що є розв’язком,

дорiвнюватиме

𝑤0(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑖𝑧 +𝐵𝑖)(𝑧 − 1)𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑖(𝑧 − 1)𝑖+1 + (𝐴𝑖 +𝐵𝑖)(𝑧 − 1)𝑖) =

=
∞∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖−1(𝑧 − 1)𝑖 +
∞∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖)(𝑧 − 1)𝑖 =

= 𝐴0 +𝐵0 +
∞∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑖−1 + 𝐴𝑖 +𝐵𝑖)(𝑧 − 1)𝑖 (3.31)

Цей формальний степеневий ряд є полiномом тодi i тiльки тодi, коли

iснує таке 𝑗, що для будь-якого 𝑖 ≥ 𝑗 виконується рiвнiсть 𝐴𝑖−1+𝐴𝑖+𝐵𝑖 = 0.

За теоремою 3.18 отримуємо, що у такому випадку всi iншi 𝑤𝑛(𝑧) також

будуть полiномами.
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Ще один спосiб визначити, чи буде формальний степеневий розв’язок

(3.27) послiдовнiстю полiномiв полягає у тому, щоб прослiдкувати за сте-

пенями.

Приклад 3.9. Рiвняння 𝑧𝑤𝑛+1+1 = 𝑤𝑛 не має жодного полiномiально-

го розв’язку, адже deg𝑤𝑛(𝑧) = deg𝑤𝑛+1(𝑧)+1, тобто степiнь 𝑤𝑛(𝑧) спадає.

Але це неможливо для послiдовностi полiномiв.

Наступна теорема дає бiльш загальну iнформацiю про степiнь полiно-

мов, якi є елементами послiдовностi-розв’язку деяких рiвнянь виду (3.27).

Теорема 3.19. Нехай deg 𝑎 < deg 𝑏. Якщо послiдовнiсть полiномiв

𝑤𝑛(𝑧) є розв’язком рiвняння (3.27), то iснує такий номер 𝑘 для якого

виконується нерiвнiсть

deg𝑤𝑘 ≤ deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎.

Доведення. Припустимо супротивне, що deg𝑤𝑘 > deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎

для всiх 𝑘. Розглянемо наступнi випадки, усвiдомлюючи, що {𝑤𝑘}∞𝑘=0 задо-

вольняє (3.27), тобто 𝑏 · 𝑤𝑘+1 = 𝑎 · 𝑤𝑘 + 𝑓𝑘:

1. якщо deg 𝑓𝑘 < deg𝑤𝑘+1 + deg 𝑏, то deg(𝑎 · 𝑤𝑘) = deg(𝑏 · 𝑤𝑘+1), отже

deg𝑤𝑘 + deg 𝑎 = deg𝑤𝑘+1 + deg 𝑏.

Позаяк deg 𝑎 < deg 𝑏, то deg𝑤𝑘+1 < deg𝑤𝑘;

2. якщо deg 𝑓𝑘 = deg𝑤𝑘+1 + deg 𝑏, то deg𝑤𝑘+1 = deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏, за при-

пущенням deg 𝑓𝑘 < deg𝑤𝑘 + deg 𝑏− deg 𝑎, з чого випливає, що

deg𝑤𝑘+1 = deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏 < deg𝑤𝑘 − deg 𝑎.

Тому deg𝑤𝑘+1 < deg𝑤𝑘;

3. якщо deg 𝑓𝑘 > deg𝑤𝑘+1+deg 𝑏, то deg(𝑎·𝑤𝑘) = deg 𝑓𝑘, тому отримуємо

deg𝑤𝑘 + deg 𝑎 = deg 𝑓𝑘 > deg𝑤𝑘+1 + deg 𝑏.

Знов через те, що deg 𝑎 < deg 𝑏, маємо deg𝑤𝑘+1 < deg𝑤𝑘;
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В усiх цих випадках ми дiстали висновку, що deg𝑤𝑘+1 < deg𝑤𝑘, тобто ця

нерiвнiсть виконуватиметься для всiх 𝑘. Оскiльки послiдовнiсть степеней

полiномiв не може спадати, отримуємо суперечнiсть.

Доведення завершено. ■

Приклад 3.10. Розглянемо рiвняння

(𝑧 + 1)𝑤𝑛+1 + 𝐴𝑧𝑛 +𝐵𝑧𝑛+1 + 𝐶𝑧𝑛+2 +𝐷𝑧𝑛+3 = 𝑤𝑛(𝑧).

В цьому випадку 𝑎(𝑧) = 1, 𝑏(𝑧) = 𝑧+1, 𝑓𝑛(𝑧) = 𝐴𝑧𝑛+𝐵𝑧𝑛+1+𝐶𝑧𝑛+2+𝐷𝑧𝑛+3.

Умови наслiдку 3.11 над кiльцем 𝐾[[𝑧 + 1]] виконуються, тому ми можемо

записати розв’язок

𝑤𝑛(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑧𝑛 +𝐵𝑧𝑛+1 + 𝐶𝑧𝑛+2 +𝐷𝑧𝑛+3)(𝑧 + 1)𝑖.

Ми бачимо, що обов’язково 𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑧𝑤𝑛+1(𝑧). Але щоб перевiрити, чи

є цей розв’язок полiномiальним, доведеться або переписати 𝑓𝑛(𝑧) у виглядi

формального степеневого ряду з 𝐾[[𝑧 + 1]], або переписати 𝑏𝑖(𝑧) у виглядi

формального степеневого ряду з 𝐾[[𝑧]]. I те, i iнше зробити доволi важко.

За теоремою 3.19, якщо 𝑤𝑛(𝑧) є полiномом, то для деякого 𝑛 його сте-

пiнь буде не бiльше як deg(𝐴𝑧𝑛+𝐵𝑧𝑛+1+𝐶𝑧𝑛+2+𝐷𝑧𝑛+3)−deg(𝑧+1) = 𝑛+2.

Тобто якщо iснує полiномiальний розв’язок, всi елементи, що мають бiль-

ший степiнь, мають скоротитися. Елементи, що мають менший степiнь, є

тiльки в перших трьох доданках.

Тому якщо розглянуте рiвняння має полiномiальний розв’язок, вiн має

бути сумою елементiв зi степенем не бiльшим за 𝑛 + 2 з перших трьох

доданкiв:

𝑤𝑛(𝑧) = 𝐴𝑧𝑛 + (𝐴+𝐵)𝑧𝑛+1 + (2𝐴+𝐵 + 𝐶)𝑧𝑛+2

Оскiльки 𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑧𝑤𝑛(𝑧), то зараз достатньо перевiрити, коли цей
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розв’язок задовольняє рiвняння:

(𝑧 + 1)(𝐴𝑧𝑛+1 + (𝐴+𝐵)𝑧𝑛+2 + (2𝐴+𝐵 + 𝐶)𝑧𝑛+3)+

+ 𝐴𝑧𝑛 +𝐵𝑧𝑛+1 + 𝐶𝑧𝑛+2 +𝐷𝑧𝑛+3 =

= 𝐴𝑧𝑛 + (𝐴+𝐵)𝑧𝑛+1 + (2𝐴+𝐵 + 𝐶)𝑧𝑛+2. (3.32)

Коефiцiєнти при 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1 та 𝑧𝑛+2 скорочуються автоматично, а з коефi-

цiєнтiв при 𝑧𝑛+3 i 𝑧𝑛+4 ми отримуємо умови 3𝐴 + 2𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = 0 та

2𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0. Дiстаємо висновку, що розглянуте рiвняння має полiно-

мiальний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝐷 = 𝐴 + 𝐶 i 2𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0.

Цей розв’язок дорiвнює

𝑤𝑛(𝑧) = 𝐴𝑧𝑛 + (𝐴+𝐵)𝑧𝑛+1.

3.3.2 Квазiполiномiальна неоднорiднiсть

Розглянемо наступне неявне рiзницеве рiвняння з квазiполiномiальною

неоднорiднiстю над кiльцем 𝐾

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 = 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑎0𝑤𝑛 + 𝜆𝑛
𝑠∑︁

𝑗=0

𝑝𝑗𝑛
𝑗, 𝑛 ∈ N0 (3.33)

де 𝜆, 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑝𝑗 ∈ 𝑅 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑠), 𝜆 ̸= 0.

Доведення двох наступних теорем можна отримати, застосувавши до

цього рiвняння метод невизначених коефiцiєнтiв ([37, Роздiл 2.4]), тобто є

класичним результатом. Ми повторюємо всi обчислення, бо в цьому випад-

ку для нас ключовими умови є подiльностi.

Теорема 3.20. Нехай 𝐾 - область цiлiсностi з нульовою характери-

стикою. Нехай 𝜆 не є розв’язком характерiстичного рiвняння

𝒳 (𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 − . . .− 𝑎1𝑥− 𝑎0 = 0.

Тодi iснує не бiльше одного квазiполiномiального з параметром 𝜆

розв’язку рiвняння (3.33).
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Доведення. Якщо iснує хоча б два розв’язки рiвняння (3.33) з параметром

𝜆, то їх рiзниця, що також є квазiполiномом з параметром 𝜆, є розв’язком

однорiдного рiвняння

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 − . . .− 𝑎1𝑤𝑛+1 − 𝑎0𝑤𝑛 = 0 (3.34)

Нехай iснує розв’язок цього рiвняння, що має вигляд

𝑤𝑛 = 𝜆𝑛
𝑡∑︁

𝑗=0

𝑞𝑗𝑛
𝑗, (3.35)

де 𝑞𝑗 ∈ 𝐾 для всiх 𝑗 ∈ N0 i 𝑞𝑡 ̸= 0. Пiдставляючи його в рiвняння i усвi-

домлюючи, що

𝜆𝑛+𝑘
𝑠∑︁

𝑗=0

𝑞𝑗(𝑛+ 𝑘)𝑗 = 𝜆𝑛+𝑘
𝑠∑︁

𝑗=0

𝑞𝑗

𝑗∑︁
𝑟=0

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑛𝑟𝑘𝑗−𝑟,

отримуємо

𝑎𝑚𝜆
𝑛+𝑚

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑠∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑚𝑗−𝑟−𝑎𝑚−1𝜆

𝑛+𝑚−1
𝑡∑︁

𝑟=0

𝑛𝑟
𝑠∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
(𝑚−1)𝑗−𝑟−. . .

. . .−𝑎2𝜆
𝑛+2

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑠∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
2𝑗−𝑟−𝑎1𝜆

𝑛+1
𝑡∑︁

𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
−𝑎0𝜆

𝑛
𝑡∑︁

𝑟=0

𝑞𝑟𝑛
𝑟 = 0

Оскiльки 𝐾 є областю цiлiсностi, то з цього випливає, що

𝑎𝑚𝜆
𝑚

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑚𝑗−𝑟 − 𝑎𝑚−1𝜆

𝑚−1
𝑡∑︁

𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
(𝑚− 1)𝑗−𝑟 − . . .

. . .− 𝑎2𝜆
2

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
2𝑗−𝑟 − 𝑎1𝜆

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
− 𝑎0

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑞𝑟𝑛
𝑟 = 0

Можемо переписати подвiйнi суми наступним чином

𝑡∑︁
𝑗=0

𝑞𝑗

𝑗∑︁
𝑟=0

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑛𝑟𝑘𝑗−𝑟 =

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑠∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑘𝑗−𝑟,
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i отримаємо

𝑎𝑚𝜆
𝑚

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑚𝑗−𝑟 − 𝑎𝑚−1𝜆

𝑚−1
𝑡∑︁

𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
(𝑚− 1)𝑗−𝑟 − . . .

. . .− 𝑎2𝜆
2

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
2𝑗−𝑟 − 𝑎1𝜆

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑛𝑟
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
− 𝑎0

𝑡∑︁
𝑟=0

𝑞𝑟𝑛
𝑟 = 0

(3.36)

Позаяк 𝐾 є кiльцем характеристики нуль, натуральнi числа є попарно рi-

зними i не дорiвнюють нулю як елементи кiльця 𝐾. Оскiльки 𝐾 також

є нескiнченною областю цiлiсностi, прирiвнюючи коефiцiєнти степеня 𝑛 в

рiвностi (3.36), маємо

𝑎𝑚𝜆
𝑚

𝑡∑︁
𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑚𝑗−𝑟 − 𝑎𝑚−1𝜆

𝑚−1
𝑡∑︁

𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
(𝑚− 1)𝑗−𝑟 − . . .

. . .− 𝑎2𝜆
2

𝑡∑︁
𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
2𝑗−𝑟 − 𝑎1𝜆

𝑡∑︁
𝑗=𝑟

𝑞𝑗

(︂
𝑗

𝑟

)︂
− 𝑎0𝑞𝑟 = 0, 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑡.

Об’єднавши суми, запишемо це як

𝜆

𝑡∑︁
𝑗=𝑟

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑞𝑗
(︀
𝑎𝑚𝜆

𝑚−1𝑚𝑗−𝑟 − . . .− 𝑎2𝜆2
𝑗−𝑟 − 𝑎1

)︀
= 𝑎0𝑞𝑟, (3.37)

що виконується для будь-якого 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑡.

У випадку 𝑟 = 𝑡 рiвнiсть (3.37) означає

𝑞𝑡(𝑎𝑚𝜆
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝜆

𝑚−1 − . . .− 𝑎2𝜆
2 − 𝑎1𝜆− 𝑎0) = 0.

Оскiльки 𝑞𝑡 ̸= 0, то 𝜆 є коренем

𝒳 (𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 − . . .− 𝑎2𝑥
2 − 𝑎1𝑥− 𝑎0 = 0.

Якщо 𝑟 = 𝑡− 1 рiвнiсть (3.37) означає(︂
𝑡

1

)︂
𝑞𝑡
(︀
𝑎𝑚𝜆

𝑚𝑚− 𝑎𝑚−1𝜆
𝑚−1(𝑚− 1)− . . .− 𝑎2𝜆

22− 𝑎1𝜆
)︀
+

+ 𝑞𝑡−1

(︀
𝑎𝑚𝜆

𝑚 − 𝑎𝑚−1𝜆
𝑚−1 − . . .− 𝑎2𝜆

2 − 𝑎1𝜆− 𝑎0
)︀
= 0
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Тому (︂
𝑠

1

)︂
𝑞𝑡(𝑎𝑚𝜆

𝑚𝑚− 𝑎𝑚−1𝜆
𝑚−1(𝑚− 1)− . . .− 𝑎2𝜆

22− 𝑎1𝜆) = 0.

Оскiльки 𝑞𝑡 ̸= 0 i 𝜆 ̸= 0, то 𝜆 є коренем

𝒳1(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚−1𝑚− 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−2(𝑚− 1)− . . .− 2𝑎2𝑥− 𝑎1

Продовжуючи цi мiркування, ми отримуємо що для того, щоб 𝜆𝑛
∑︀𝑡

𝑗=0 𝑞𝑗𝑛
𝑗

було розв’язком рiвняння (3.34), необхiдно щоб 𝜆 була коренем полiнома

𝒳 (𝑥) та всiх полiномiв

𝒳𝑖(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚−1𝑚𝑖 − 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−2(𝑚− 1)𝑖 − . . .− 2𝑖𝑎2𝑥− 𝑎1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡.

Оскiльки 𝒳1(𝑥) = 𝒳 ′(𝑥) i ми також можемо записати 𝒳 (𝑘)(𝑥) як комбiна-

цiю 𝒳𝑖, де 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, це також означає, що 𝒳 (𝑥) матиме 𝜆 коренем 𝑡-того

степеня, або ж однорiдне рiвняння (3.34) не матиме розв’язком квазiполi-

ном (3.35). ■

Наслiдок 3.13. Нехай 𝐾 – область цiлiсностi з нульовою характе-

ристикою. Нехай 𝑎0, 𝑎1 ∈ 𝐾 такi, що 𝑎0 не дiлиться на 𝑎1, 𝜆 ̸= 0 i

𝑝𝑗 ∈ 𝐾 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟) Тодi iснує не бiльше одного квазiполiномiально-

го з параметром 𝜆 розв’язку рiвняння

𝑎1𝑤𝑛+1 = 𝑎0𝑤𝑛 + 𝜆𝑛
𝑠∑︁

𝑗=0

𝑝𝑗𝑛
𝑗.

Доведення. Дiйсно, якщо 𝑎0 не дiлиться на 𝑎1, 𝜆 не може бути коренем

характерiстичного полiнома цього рiвняння 𝒳 (𝑥) = 𝑎1𝑥− 𝑎0 = 0. ■

Теорема 3.21. Нехай 𝐾 є областю цiлiсностi характеристики нуль.

Нехай iснують елементи 𝛼𝑗 ∈ 𝐾 такi що 𝑝𝑗 = 𝛼𝑗𝒳 (𝜆)𝑗+1. Тодi iснує

єдиний розв’язок вигляду (3.35) рiвняння (3.33).
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Доведення. З умов теореми випливає, що 𝒳 (𝜆) ̸= 0, тому за попере-

дньою теоремою, iснує не бiльше одного розв’язку виду (3.35) рiвняння

(3.33).

Позначимо 𝑝𝑟 = 0, 𝑟 ≥ 𝑠 + 1 i будемо шукати розв’язок виду (3.35),

де 𝑡 ≥ 𝑠. Пiдставляючи (3.35) в рiвняння (3.33) так само, як i в доведеннi

попередньої теореми та розглядаючи коефiцiєнти при однакових степенях

𝑛, маємо

𝑡∑︁
𝑗=𝑟

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑞𝑗
(︀
𝑎𝑚𝜆

𝑚𝑚𝑗−𝑟 − . . .− 𝑎2𝜆
22𝑗−𝑟 − 𝑎1𝜆

)︀
− 𝑎0𝑞𝑟 = 𝑝𝑟, 𝑟 ≥ 0

Якщо 𝑡 > 𝑠, to для 𝑟 = 𝑡 отримуємо 𝑞𝑡𝒳 (𝜆) = 𝑝𝑡 = 0, що неможливо для

𝑞𝑡 ̸= 0, тому 𝑡 = 𝑠. Тому можемо переписати рiвнiсть як

𝑠∑︁
𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑞𝑗
(︀
𝑎𝑚𝜆

𝑚𝑚𝑗−𝑟 − . . .− 𝑎2𝜆
22𝑗−𝑟 − 𝑎1𝜆

)︀
+𝒳 (𝜆)𝑞𝑟 = 𝑝𝑟, 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑠.

Згадавши означення 𝒳𝑖(𝑥), можемо також переписати його на

𝑠∑︁
𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑞𝑗𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆) + 𝒳 (𝜆)𝑞𝑟 = 𝑝𝑟, 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑠

Доведемо за iндукцiєю, що для кожного 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 iснує 𝑞𝑖 ∈ 𝐾, виражений

через 𝑞𝑖+1, . . . , 𝑞𝑠, i iснує таке 𝛽𝑖, що 𝑞𝑖 = 𝛽𝑖𝒳 (𝜆)𝑖. Для 𝑟 = 𝑠 отримуємо

𝑞𝑠𝒳 (𝜆) = 𝑝𝑠,

тодi позаяк 𝑝𝑠 = 𝛼𝑠𝒳 (𝜆)𝑠+1, то 𝑞𝑠𝒳 (𝜆) − 𝛼𝑠𝒳 (𝜆)𝑠+1 = 0, тому 𝒳 (𝜆)(𝑞𝑠 −
𝛼𝑠𝒳 (𝜆)𝑠) = 0. Оскiльки 𝒳 (𝜆) ̸= 0, отримуємо 𝛽𝑠 = 𝛼𝑠 i 𝑞𝑠 = 𝛼𝑠𝒳 (𝜆)𝑠.

Нехай для всiх 𝑟 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 iснує таке 𝛽𝑖, що 𝑞𝑖 = 𝛽𝑖𝒳 (𝜆)𝑖. Для 𝑖 = 𝑟

маємо

𝒳 (𝜆)𝑞𝑟 = 𝑝𝑟 −
𝑠∑︁

𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝑞𝑗𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆)

Пiдставляючи 𝑞𝑖 = 𝛽𝑖𝒳 (𝜆)𝑖, 𝑟 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 та 𝑝𝑟 = 𝛼𝑟, отримуємо

𝒳 (𝜆)𝑞𝑟 = 𝛼𝑟𝒳 (𝜆)𝑟+1 −
𝑠∑︁

𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝛽𝑗𝒳 (𝜆)𝑗𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆).
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Це означає, що

𝒳 (𝜆)

(︃
𝑞𝑟 − 𝛼𝑟𝒳 (𝜆)𝑟 +

𝑠∑︁
𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝛽𝑗𝒳 (𝜆)𝑗−1𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆)

)︃
= 0,

тому

𝛽𝑟 = 𝛼𝑟 −
𝑠∑︁

𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝛽𝑗𝒳 (𝜆)𝑗−𝑟−1𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆).

Отже,

𝑞𝑟 = 𝛼𝑟𝒳 (𝜆)𝑟 −
𝑠∑︁

𝑗=𝑟+1

(︂
𝑗

𝑟

)︂
𝛽𝑗𝒳 (𝜆)𝑗−1𝜆𝒳𝑗−𝑟(𝜆),

що завершує доведення. ■

Наслiдок 3.14. Нехай 𝐾 – область цiлiсностi з нульовою характе-

ристикою. Нехай 𝑎0, 𝑎1, 𝜆, 𝑝𝑗 ∈ 𝐾 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟), 𝜆 ̸= 0 такi, що 𝑝𝑟 дiли-

ться на (𝑎0𝜆− 𝑎1)
𝑟. Тодi рiвняння

𝑎1𝑤𝑛+1 = 𝑎0𝑤𝑛 + 𝜆𝑛
𝑟∑︁

𝑗=0

𝑝𝑗𝑛
𝑗

має єдиний квазiполiномiальний розв’язок з параметром 𝜆.

З теорем 3.12 i 3.21 випливає наступнi теореми, що є основними резуль-

татами стосовно рiзницевих рiвнянь з квазiполiномiальною неоднорiднiстю:

Теорема 3.22. Нехай ℐ є iдеалом областi цiлiсностi з нульовою

характеристикою 𝐾 i
⋂︀

𝑛≥0 ℐ𝑛 = {0}. Нехай 𝑎0 i 𝒳 (𝜆) – оборотнi,

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐼. Тодi iснує єдиний розв’язок в 𝐾N0 рiвняння (3.33). Ко-

жен його елемент буде квазiполiномом 𝜆

𝑤𝑛 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝜆
𝑛+𝑘

𝑠∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗(𝑛+ 𝑘)𝑗, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.38)

де ряд збiгається за 𝐼-адичною топологiєю.

Доведення. За теоремою 3.21, iснує розв’язок виду (3.35) рiвняння

(3.33). За наслiдком 3.3, цей розв’язок є єдиним i дорiвнює (3.2). ■
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Теорема 3.23. Нехай 𝐾 є локальною нетеровою областю характери-

стики нуль (означення 1.9 i 1.10). Нехай 𝑎0 оборотний, а 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 не

є оборотними елементами. Тодi iснує єдиний розв’язок рiвняння (3.33).

Вiн є послiдовнiстю квазiполiномiв з коефiцiєнтом 𝜆, i дорiвнює {𝑤𝑛}∞𝑛=0,

де 𝑤𝑛 знаходиться за формулою (3.38).

Доведення. Нагадаємо, що будь-яка локальна нетерова область має єди-

ний максимальний iдеал. Позначимо його ℐ. Тодi 𝑎0 ̸∈ 𝐼 i 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 ∈ 𝐼.

За теоремою Крулля (теорема 1.2),
⋂︀

𝑛≥0 𝐼
𝑛 = {0}. Оскiльки 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 ∈

𝐼, то 𝑎𝑚𝜆
𝑚 + . . .+ 𝑎1𝜆 необоротний. Елемент 𝒳 (𝜆)− 𝑎𝑚𝜆

𝑚 − . . .− 𝑎1𝜆 до-

рiвнює 𝑎0, тому вiн оборотний. Отже, 𝒳 (𝜆) оборотний. Тепер достатньо

скористатися попередньою теоремою для завершення доведення. ■

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi ми розглянули неоднорiдне рiзницеве рiвняння 𝑚-того

порядку. Для довiльних кiлець знайдено повну вiдповiдь на питання 1.3

для випадку фiнiтної неоднорiдностi. Для кiлець, в яких можна ввести не-

архiмедове нормування або квазi нормування, були сформульованi достатнi

умови єдиностi i iснування розв’язку цього рiвняння, тобто дана часткова

вiдповiдь на питання 1.3. Також були вивченi такi рiвняння для неоднорi-

дностей, що є значеннями квазiполiнома в цiлих точках. Також були сфор-

мульованi достатнi умови єдиностi i iснування розв’язку такого рiвняння

i був знайдений цей розв’язок у явному виглядi для локальної нетерової

областi.

Крiм того були вивченi рiзницевi рiвняння першого порядку в кiльцi

полiномiв i дослiдженi властивостi полiномiальних розв’язкiв таких рiвнянь

Основнi результати роздiлу:

� Теореми 3.5, 3.9 та 3.13, де сформульованi достатнi умови єдиностi

розв’язку для випадкiв рiзних кiлець.
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� Теореми 3.6, 3.10 та 3.14, в яких сформульованi достатнi умови iснува-

ння розв’язку для випадку, коли поле часток кiльця повне, а також

знайдений загальний вигляд розв’язку у виглядi рядiв, збiжних за

неархiмедовою топологiєю.

� Теореми 3.18 i 3.19 про рiвняння в кiльцi полiномiв, що дозволяють

простiше знаходити розв’язки таких рiвнянь, чи доводити неiснуван-

ня розв’язку

Результати роздiлу були опублiкованi в [5] i частково в роздiлi 4 статтi

[9]. Деякi результати, що стосуються кiльця цiлих чисел, були опублiкованi

в [4].



ЛIНIЙНЕ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ ТА НЕЯВНЕ

ЛIНIЙНЕ РIЗНИЦЕВЕ РIВНЯННЯ ПЕРШОГО

ПОРЯДКУ

В цьому роздiлi вивчається операторне рiвняння першого порядку, що

є узагальненням як диференцiального рiвняння, так i рiзницевого, якi роз-

глядалися у попереднiх роздiлах.

Нехай 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, . . .) – це послiдовнiсть додатних цiлих чисел, та-

ких що виконуються наступнi умови:

Умова 4.1. нескiнченно багато членiв 𝛼𝑖 цiєї послiдовностi бiльше

одиницi;

Умова 4.2. для будь-якого простого 𝑝, або жодне з 𝛼𝑖 не дiлиться на

𝑝, або iснує нескiнченно багато 𝛼𝑖, що дiляться на 𝑝.

Нехай оператор оператор 𝐴 дiє на кiльцi формальних степеневих рядiв з

цiлими коефiцiєнтами на кшталт

𝐴(𝑤0 + 𝑤1𝑥+ 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥+ 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . . .

Розглядатимемо рiвняння

(𝐴𝑤)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), (4.1)

де 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + . . . ∈ Z[[𝑥]]. Будемо шукати розв’язок цього

рiвняння в кiльцi Z[[𝑥]].
Зазначимо, що якщо розглядатимемо 𝛼 = (1, 2, 3, 4, . . .), тодi описанi

вище умови 4.1 i 4.2 виконуватимуться, при чому 𝐴 буде диференцiальним

оператором, i рiвняння (4.1) матиме вигляд 𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥).

У випадку, якщо 𝛼 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏, . . .), 𝑏 ̸= 1, так само виконуватимуться

умови 4.1 i 4.2, i 𝐴 = 𝑏 ·𝑆*, де 𝑆* – оператор лiвого зсуву над кiльцем Z[[𝑥]].
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4.1 Лiнiйнi рiвняння з узагальненим оператором лiвого

зсуву

Почнемо з доведення єдиностi розв’язку рiвняння (4.1) в кiльцi Z[[𝑥]].

Лема 4.1. Рiвняння (4.1) має не бiльше як один розв’язок в Z[[𝑥]].

Доведення. Достатньо довести, що однорiдне рiвняння 𝐴𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑥)

має тiльки тривiальний розв’язок. Нехай 𝑤(𝑥) = 𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . . є

розв’язком цього рiвняння. Тодi

𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥+ 𝛼3𝑤3𝑥
2 + . . . = 𝑤0 + 𝑤1𝑥+ 𝑤2𝑥

2 + . . . .

Порiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥, отримуємо, що 𝑤𝑛 =

𝛼𝑛+1𝑤𝑛+1 для всiх 𝑛. Тобто маємо ланцюжок рiвнянь

𝑤𝑛 =
𝑤𝑛−1

𝑎𝑛
=

𝑤𝑛−2

𝑎𝑛𝑎𝑛−1
= . . . .

Отже, 𝑤𝑛 = 𝑤0

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛
для будь-якого 𝑛. Оскiльки всi коефiцiєнти формаль-

ного степеневого ряду 𝑤(𝑥) цiлi, а серед цiлих коефiцiєнтiв 𝛼𝑖 нескiнченно

багато таких, що не дорiвнюють одиницi, то послiдовнiсть {𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑛}∞𝑛=0

необмежена. Отже, iснуватиме 𝑛 таке, що 𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑛 бiльше за 𝑤0. Тодi

𝑤𝑛 = 𝑤0

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛
може бути цiлим тiльки за умови, що 𝑤0 = 0. Тодi будь-яке

𝑤𝑛 = 0, що означає, що 𝑤(𝑥) = 0. ■

Зауваження 4.1. Доведення попередньої леми спиралося на той

факт, що послiдовнiсть {𝛼𝑛}∞𝑛=0 має нескiнченно членiв, що бiльше за 1

(умова 4.1). Ця умова дiйсно є iстотною для єдиностi. Iснує нескiнченно

багато розв’язкiв рiвняння (4.1) в Z[[𝑥]] якщо 𝛼𝑛 = 1 для всiх 𝑛 бiльших

за деяке 𝑛0. Дiйсно, розв’язуючи однорiдне рiвняння 𝐴𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑥) ми

отримуємо

𝑤𝑛 =
𝑤0

𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑛
=

𝑤0

𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑛0

для всiх 𝑛 ≥ 𝑛0. Обираючи будь-яке 𝑤0, що дiлиться на 𝛼1𝛼2 . . . 𝑎𝑛0
, ми

отримуємо розв’язок однорiдного рiвняння.
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Наступна лема описує просту ситуацiю, в якiй неоднорiдне рiвняння

має єдиний розв’язок.

Лема 4.2. Рiвняння (4.1), де 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + . . . + 𝑓𝑛𝑥
𝑛 ∈ Z[𝑥] є

полiномом, має рiвно один розв’язок з кiльця Z[𝑥].

Доведення. Для всiх 𝑖 ≥ 𝑛 (𝐴𝑖𝑓)(𝑥) дорiвнює нулю. Розглянемо суму

∞∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑖𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . .

Вона дорiвнює
𝑛∑︁

𝑖=0

(𝐴𝑖𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . ,

тому вона є полiномом. Також нескладно перевiрити, що ця сума є

розв’язком. Дiйсно,

𝐴
[︀
𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . .

]︀
+ 𝑓(𝑥) =

= 𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . . (4.2)

■

Зауваження 4.2. Зазначимо, що суму з доведення попередньої леми

можна знайти, застосовуючи такi самi мiркування, як i для випадку

диференцiйного та рiзницевого рiвнянь, що були описанi в доведеннi те-

ореми 2.1 та теореми 3.1. Якщо позначимо 𝑃 (𝑥) = 𝑥 − 𝐼, то рiвняння

(4.1) перепишеться у виглядi 𝑃 (𝐴)𝑤 = −𝑓 . В кiльцi формальних степене-

вих рядiв полiном 𝑃 (𝑥) є оборотним. Тому розв’язком цього рiвняння буде

−𝑃 (𝐴)−1𝑓 . Оскiльки зворотний елемент до полiному −𝑃 (𝐴) дорiвнює

−𝑃 (𝑥)−1 = (𝐼 − 𝑥)−1 = 𝐼 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . . ,

то

−𝑃 (𝐴)−1 = 𝐼 + 𝐴+ 𝐴2 + 𝐴3 + . . . .

Як було вже доведено, (𝐼 +𝐴+𝐴2 +𝐴3 + . . .)𝑓 є полiномом. Тому вiн i є

розв’язком рiвняння (4.1).
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З лем 4.1 та 4.2 випливає наступне твердження.

Теорема 4.1. Множина формальних степеневих рядiв 𝑓(𝑥) з цiлими

коефiцiєнтами, такими що рiвняння (4.1) має розв’язок з цiлими кое-

фiцiєнтами, є незлiченною. Крiм того, це є щiльний пiдмодуль просто-

ру формальних степеневих рядiв з цiлими коефiцiєнтами за топологiєю

Крулля.

Доведення. Дiйсно, можна побудувати неоднорiднiсть, якщо ми знаємо

розв’язок, у наступний спосiб: 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) − (𝐴𝑤)(𝑥). Для рiзних 𝑤(𝑥)

ми отримаємо рiзнi 𝑓(𝑥), iнакше це означало б, що рiвняння з такою не-

однорiднiстю мало б хоча б два розв’язки. Оскiльки множина множина

формальних степеневих рядiв з цiлими коефiцiєнтами є незлiченною, то

ми маємо незлiченно рядiв, якi можуть бути розв’язками, а отже, незлi-

ченно рядiв 𝑓(𝑥), для яких рiвняння (4.1) має розв’язок. Також для всiх

полiномiальних неоднорiдностей рiвняння має розв’язок (i вiн також є по-

лiномом), i множина полiномiв є щiльною в Z[[𝑥]] за топологiєю Крулля.

Тому множина формальних степеневих рядiв 𝑓(𝑥) з цiлими коефiцiєнтами

таких, що рiвняння (4.1) має розв’язок з цiлими коефiцiєнтами, є щiльною

за топологiєю Крулля. ■

Приклад 4.1. Розглянемо рiвняння (4.1), де 𝑎 = (2, 2, 2, 2, . . .) i 𝑓(𝑥) =

1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . .,

2(𝑆*𝑦)(𝑥) + 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . . = 𝑤(𝑥). (4.3)

Нескладно перевiрити, що 𝑤(𝑥) = −1−𝑥−𝑥2−𝑥3−. . . = −𝑓(𝑥) є розв’язком

цього рiвняння з Z[[𝑥]]. Дiйсно, −2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = −𝑓(𝑥). За теоремою 4.1

цей розв’язок є єдиним.

Наступнi приклади демонструють, що рiвняння (4.1) не обов’язково має

розв’язок з Z[[𝑥]].
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Приклад 4.2. Розглянемо рiвняння (4.1) з 𝑎 = (3, 3, 3, 3, . . .) i 𝑓(𝑥) =

1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . ., тобто

3(𝑆*𝑦)(𝑥) + 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . . = 𝑤(𝑥). (4.4)

Доведемо, що воно не має жодного розв’язку з Z[[𝑥]]. Якщо 𝑤(𝑥) = 𝑤0 +

𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . . є розв’язком цього рiвняння, то виконується наступна

рiвнiсть:

3𝑤1 + 3𝑤2𝑥+ 3𝑤3𝑥
2 + . . .+ 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . . = 𝑤0 + 𝑤1𝑥+ 𝑤2𝑥

2 + . . . .

Розв’язання такого рiвняння зводиться до знаходження послiдовностi

{𝑤𝑛}∞𝑛=0, 𝑤𝑛 ∈ Z такої що для всiх 𝑛 виконуються рiвностi 3𝑤𝑛+1 +1 = 𝑤𝑛.

Зазначимо, що послiдовнiсть {𝑤𝑛+1}∞𝑛=0 також має задовольняти цi рiвно-

стi. Оскiльки розв’язок є єдиним за теоремою 4.1, послiдовнiсть {𝑤𝑛}∞𝑛=0,

що задовольняє рiвностi також має бути єдиною. Тому послiдовностi

{𝑤𝑛}∞𝑛=0 i {𝑤𝑛+1}∞𝑛=0 повиннi збiгатися. Оскiльки 𝑤𝑛 = 𝑤𝑛+1 для всiх 𝑛,

то 𝑤𝑛 = −1
2 , що не є цiлим числом. Робимо висновок, що це рiвняння не

має розв’язкiв з цiлими коефiцiєнтами.

Приклад 4.3. Розглянемо рiвняння (4.1), де 𝑎 = (1, 2, 3, 4, . . .) i 𝑓(𝑥) =

1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . ., тобто

𝑤′(𝑥) + 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . . = 𝑤(𝑥). (4.5)

Доведемо, що це рiвняння не має жодного розв’язку з кiльця Z[[𝑥]]. Якщо
𝑤(𝑥) = 𝑤0 + 𝑤1𝑥+ 𝑤2𝑥

2 + . . . є розв’язком цього рiвняння, то маємо

𝑤1+2𝑤2𝑥+3𝑤3𝑥
2+4𝑤4𝑥

3 . . .+1+𝑥+𝑥2+𝑥3+ . . . = 𝑤0+𝑤1𝑥+𝑤2𝑥
2+ . . . .

Тодi для послiдовностi {𝑤𝑛+1}∞𝑛=0, 𝑤𝑛 ∈ Z мають виконуватися рiвностi

𝑛𝑤𝑛 + 1 = 𝑤𝑛−1 для всiх 𝑛. Тобто, 𝑤𝑛+1 =
𝑤𝑛−1
𝑛+1 для всiх 𝑛.

Жоден з коефiцiєнтiв 𝑤𝑖 не має дорiвнювати нулю. Дiйсно, якщо 𝑤0 = 0,

то 𝑤1 = −1, 𝑤2 = −1, 𝑤3 = −2
3 . Але ми припускали, що коефiцiєнти цiлi.

Так само, якщо 𝑤𝑛 = 0, то 𝑤𝑛+1 = − 1
𝑛+1 , що не є цiлим числом для будь-

якого 𝑛 ≥ 1.
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Нехай тепер 𝑤𝑛 ̸= 0 для всiх 𝑛. Розглянувши |𝑤𝑛| отримуємо, що

|𝑤𝑛| ≤
1

𝑛
(|𝑤𝑛−1|+ 1) =

1

𝑛
|𝑤𝑛−1|+

1

𝑛
,

оскiльки 𝑤𝑛 =
𝑤𝑛−1 − 1

𝑛
для всiх 𝑛. Для 𝑛 > 2 маємо

1

𝑛
|𝑤𝑛−1|+

1

𝑛
<

1

𝑛
|𝑤𝑛−1|+

𝑛− 1

𝑛
|𝑤𝑛−1| = |𝑤𝑛−1|,

оскiльки 1
𝑛 < 𝑛−1

𝑛 при 𝑛 > 2, а |𝑤𝑛−1| ≥ 1. Загалом маємо, що |𝑤𝑛| < |𝑤𝑛−1|
для будь-якого 𝑛 > 2, тобто {|𝑤𝑛|}∞𝑛=0 є спадною послiдовнiстю натураль-

них чисел, чого не може бути.

Зауваження 4.3. Iснує нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (4.1)

в кiльцi Q[[𝑥]]: ми можемо знайти єдиний розв’язок цього рiвняння для

кожного початкового значення 𝑦(0) ∈ Q.

4.2 Збiжнiсть розв’язку за 𝑎-адичною топологiєю

Позначимо за �̂� послiдовнiсть, що отримана з послiдовностi 𝛼 =

(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, . . .) видаленням всiх елементiв 𝑎𝑘, що дорiвнюють одиницi. (На-

приклад, з послiдовностi 𝛼 = (3, 1, 1, 4, 1, 5, 6, . . .), то �̂� = (3, 4, 5, 6, . . .).)

Оскiльки 𝛼 вiдповiдає умовi 4.1, �̂� є нескiнченною послiдовнiстю цiлих чи-

сел, бiльших за 1. Нехай Z�̂� – кiльце �̂�-адичних цiлих чисел (побудова таких

чисел описана в Роздiлi 1.3). Оскiльки �̂�-адична метрика є неархiмедовою,

а кiльце Z�̂� – повне, то ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑥𝑛, де 𝑥𝑛 ∈ Z�̂� є збiжним в Z�̂� тодi i

тiльки тодi, коли 𝑥𝑛 → 0 в Z�̂�.

Спочатку розглянемо питання щодо розв’язуваностi рiвняння 𝐴𝑤 +

𝑓(𝑥) = 𝑤 в кiльцi Z�̂�[[𝑥]].

Теорема 4.2. Рiвняння (4.1) має такий єдиний розв’язок в Z�̂�[[𝑥]] :

𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . , (4.6)

де сума в правiй частинi рiвностi є збiжною в Z�̂�[[𝑥]] в топологiї покое-

фiцiєнтної збiжностi.
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Доведення. Доведемо спочатку єдинiсть. Розв’язуючи однорiдне рiвня-

ння 𝐴𝑤 = 𝑤, ми отримуємо рекурентну формулу 𝑤𝑛 = 𝛼𝑛+1𝑤𝑛+1. Тобто

𝑤0 = 𝛼1 . . . 𝛼𝑛𝑤𝑛. Вiдмiтимо, що послiдовнiсть {𝛼1 . . . 𝛼𝑛}∞𝑛=0 прямує до ну-

ля в Z�̂�, бо 𝜎(𝛼1 . . . 𝛼𝑛, 0) = 2−𝑛. Тому 𝑤0 = 0. За рекурентною формулою,

ми отримуємо 𝑤𝑛 = 0 для всiх 𝑛 ≥ 1. Отже, 𝑤 = 0.

Тепер розглянемо неоднорiдне рiвняння. Нехай

𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥+ 𝑓2𝑥
2 + . . . ∈ Z[[𝑥]].

Розглянемо формальну суму

𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . . .

Будь-який формальний степеневий ряд 𝑔(𝑥) може бути представлений у

виглядi

𝑔(𝑥) = 𝑔(0) +
(𝐴𝑔)(0)

𝛼1
𝑥+

(𝐴2𝑔)(0)

𝛼1𝛼2
𝑥2 +

(𝐴3𝑔)(0)

𝛼1𝛼2𝛼3
𝑥3 + . . . .

Це деякий аналог розкладу в ряд Тейлора. Розкладемо кожний член ряду

таким чином i перегрупуємо доданки. Отримаємо

𝑓(𝑥) + (𝐴𝑓)(𝑥) + (𝐴2𝑓)(𝑥) + (𝐴3𝑓)(𝑥) + . . .

=

[︂
𝑓(0) +

𝐴𝑓(0)

𝛼1
𝑥+

𝐴2𝑓(0)

𝛼1𝛼2
𝑥2 + . . .

]︂
+

[︂
𝐴𝑓(0) +

𝐴2𝑓(0)

𝛼1
𝑥+

𝐴3𝑓(0)

𝛼1𝛼2
𝑥2 + . . .

]︂
+

[︂
𝐴2𝑓(0) +

𝐴3𝑓(0)

𝛼1
𝑥+

𝐴4𝑓(0)

𝛼1𝛼2
𝑥2 + . . .

]︂
+ . . .

=

[︂
𝑓(0) + 𝐴𝑓(0) + 𝐴2𝑓(0) + . . .

]︂
+

[︂
𝐴𝑓(0)

𝛼1
+

𝐴2𝑓(0)

𝛼1
+

𝐴3𝑓(0)

𝛼1
+ . . .

]︂
𝑥

+

[︂
𝐴2𝑓(0)

𝛼1𝛼2
+

𝐴3𝑓(0)

𝛼1𝛼2
+

𝐴4𝑓(0)

𝛼1𝛼2
+ . . .

]︂
𝑥2 + . . .

Спочатку покажемо, що кожен ряд, що вiдiграє роль коефiцiєнта при сте-

пенi 𝑥, збiгатиметься в Z�̂�. Дiйсно, 𝑛-тий доданок з коефiцiєнту при 𝑥𝑚

матиме вигляд
(𝐴𝑚+𝑛𝑓)(0)

𝛼1 · . . . · 𝑎𝑚
= 𝑎𝑚+1 · . . . · 𝑎𝑚+𝑛𝑓𝑚+𝑛.

Зазначимо, що вiн прямує до нуля в Z�̂� при 𝑛 → ∞. Дiйсно, для будь-

якого 𝑗 iснує 𝑛 таке, що 𝑎𝑚+1 · . . . · 𝑎𝑚+𝑛 дiлиться на 𝑎𝑗, тому що за умовою
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4.2 кожен простий дiльник 𝑎𝑗 також є дiльником нескiнченної кiлькостi 𝛼𝑖.

Оскiльки кожен з членiв ряду прямує до нуля, ряд збiгається. Тобто кое-

фiцiєнт при 𝑥𝑚 належить Z�̂� для будь-якого 𝑚. Маємо, що права частина

(4.6) є коректно визначеною як елемент з Z�̂�[[𝑥]]. Аналогiчно до (4.2) пере-

вiряємо, що цей ряд є розв’язком (4.1). ■

Наступна теорема є критерiєм того, що рiвняння (4.1) має розв’язок в

кiльцi Z[[𝑥]].

Теорема 4.3. Нехай 𝑓 ∈ Z[[𝑥]], 𝑓(𝑥) = 𝑓0+ 𝑓1𝑥+ 𝑓2𝑥
2+ . . .. Наступнi

твердження є еквiвалентними:

1. 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑎4𝑓4 + . . . ∈ Z в Z�̂�;

2. Рiвняння 𝐴𝑤 + 𝑓(𝑥) = 𝑤 має розв’язок в Z[[𝑥]].

Доведення. За теоремою 4.2, єдиний розв’язок рiвняння 𝐴𝑤+ 𝑓(𝑥) = 𝑤

має вигляд (4.6). Доведемо, що при виконаннi твердження 1, цей розв’язок

належить Z[[𝑥]], тобто що коефiцiєнт при 𝑥𝑛 в розв’язку (4.6) є цiлим для

будь-якого 𝑛. Доводитимемо за iндукцiєю по 𝑛. Для 𝑤0 маємо

𝑤0 = 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + . . . .

Воно цiле за припущенням. Нехай 𝑘-тий коефiцiєнт

𝑤𝑘 = 𝑓𝑘 + 𝛼𝑘+1𝑓𝑘+1 + 𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2𝑓𝑘+2 + . . .

є цiлим. Доведемо, що 𝑘 + 1-ший коефiцiєнт

𝑤𝑘+1 = 𝑓𝑘+1 + 𝛼𝑘+2𝑓𝑘+2 + 𝛼𝑘+2𝛼𝑘+3𝑓𝑘+3 + . . .

також є цiлим. Можна виразити 𝑤𝑘+1 = 𝑤𝑘−𝑓𝑘
𝛼𝑘+1

. Оскiльки 𝑓𝑘 ∈ Z, робимо
висновок, що

𝑤𝑘 − 𝑓𝑘 = 𝛼𝑘+1𝑓𝑘+1 + 𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2𝑓𝑘+2 + 𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2𝛼𝑘+3𝑓𝑘+3 + . . .

є цiлим. Треба довести, що сума цього ряду дiлиться на 𝛼𝑘+1. Для цього

доведемо наступну лему.
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Лема 4.3. Нехай {𝑟𝑛} є послiдовнiстю елементiв Z. Якщо 𝛼𝑘𝑟𝑛 → 𝑙 в

Z�̂� при 𝑛 → ∞, то 𝛼𝑘|𝑙.

Доведення. Оскiльки 𝛼𝑘𝑟𝑛 → 𝑙, то 𝜎𝛼(𝛼𝑘𝑟𝑛, 𝑙) → 0, де 𝜎𝛼 – стандартна

метрика в Z�̂� (див. Роздiл 1.3). Тодi iснує 𝑛0 таке що 𝛼𝑘𝑟𝑛 − 𝑙 дiлиться на

𝛼𝑘 для всiх 𝑛 > 𝑛0. Отже, 𝑙 дiлиться на 𝛼𝑘 i 𝑟𝑛 → 𝑙
𝛼𝑘
. ■

Отже, якщо кожний елемент ряду, що розглядається в Z�̂�, дiлиться

на 𝛼𝑘, тодi сума цього ряду також дiлиться на 𝛼𝑘. Бiльше того, якщо∑︀∞
𝑛=1 𝛼𝑘𝑟𝑛 = 𝑙, то

∑︀∞
𝑛=1 𝑟𝑛 = 𝑙

𝛼𝑘
.

Повернемося до доведення теореми. Всi доданки ряду

𝛼𝑘+1𝑓𝑘+1 + 𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2𝑓𝑘+2 + 𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2𝛼𝑘+3𝑓𝑘+3 + . . . ,

сума якого дорiвнює 𝑤𝑘 − 𝑓𝑘, дiляться на 𝛼𝑘+1. Використовуючи лему по-

слiдовно для всiх доданкiв 𝛼𝑘+1, отримуємо, що сума цього ряду також

дiлиться на 𝛼𝑘+1. Отже, сума ряду

𝑓𝑘+1 + 𝛼𝑘+2𝑓𝑘+2 + 𝛼𝑘+2𝛼𝑘+3𝑓𝑘+3 + . . . =
𝑤𝑘 − 𝑓𝑘
𝛼𝑘+1

є цiлою. ■

4.3 Диференцiальнi рiвняння першого порядку над

кiльцем цiлих чисел

Якщо 𝑎 = (𝑏, 2𝑏, 3𝑏, 4𝑏, 5𝑏, . . .), то рiвняння (4.1) є диференцiальним i

записується у виглядi

𝑏𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥). (4.7)

За теоремою 4.3 розв’язок цього рiвняння можна записати у виглядi ряду

𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑏𝑓 ′(𝑥) + 𝑏2𝑓 ′′(𝑥) + 𝑏3𝑓 ′′′(𝑥) + . . . , (4.8)

що збiгається в Z�̂�[[𝑥]] i рiвняння має розв’язок в Z[[𝑥]] тодi i тiльки тодi,

коли

𝑓0 + 𝑏𝑓1 + 2!𝑏2𝑓2 + 3!𝑏3𝑓3 + 4!𝑏4𝑓4 + . . . ∈ Z.
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Крiм того, в цьому випадку можна сформулювати iншу умову iснування

розв’язку цього рiвняння. Для цього доведемо наступну лему.

Лема 4.4. Нехай 𝑐 ∈ Z i {𝑟𝑛} є послiдовностями з Z. Тодi наступнi
твердження є еквiвалентними:

1. 𝑟𝑛 → 𝑐 в Z�̂�, де 𝑎 = (𝑏, 2𝑏, 3𝑏, 4𝑏, . . .);

2. 𝑟𝑛 → 𝑐 в Z𝑝 для всiх простих 𝑝.

Доведення. Твердження (1) означає, що 𝜎𝛼(𝑟𝑛, 𝑐) → 0. Тодi для кожного

натурального𝑚 iснує 𝑛0, таке що 𝑟𝑛−𝑐 дiлиться на 𝛼0𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑚 = 𝑚!𝑏𝑚+1

для всiх 𝑛 > 𝑛0. Тобто для будь-якого степеня 𝑘 простого числа 𝑝 iснує 𝑛0,

таке що 𝑟𝑛−𝑐 дiлиться на 𝑝𝑘 для всiх 𝑛 > 𝑛0. Це означає, що ||𝑟𝑛−𝑐||𝑝 → 0,

де || · ||𝑝 є стандартною 𝑝-адичною нормою в Z𝑝.

Зворотну iмплiкацiю можна довести так само, оскiльки 𝑚!𝑏𝑚+1 запису-

ється як добуток простих чисел. ■

З цiєї леми i теореми 4.3 прямо випливає наступний результат.

Теорема 4.4. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що 𝑓0+1!𝑏𝑓1+2!𝑏2𝑓2+. . . = 𝑐 в Z𝑝 для всiх простих

𝑝.

2. Рiвняння 𝑏𝑤′ + 𝑓(𝑥) = 𝑤 має розв’язок з Z[[𝑥]].

Приклад 4.4. Розглянемо рiвняння (4.5). За теоремою це рiвняння

має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли iснує таке цiле число, що

1 + 1! + 2! + 3! + 4! + . . .

збiгається до нього в Z𝑝 для всiх 𝑝. В прикладi (4.3) показано, що воно не

має жодного розв’язку з Z[[𝑥]].
З цього маємо, що якщо для всiх простих 𝑝 ряд

∑︀∞
𝑛=0 𝑛! збiгається до є

цiлого числа в Z𝑝, то це не може бути одне i те саме цiле число.
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Зауваження 4.4. Наскiльки нам вiдомо, питання, чи збiгається ряд∑︀∞
𝑛=0 𝑛! до рацiонального числа в Q𝑝, залишається вiдкритим, однак, Дра-

говiч в [46] показав, що цей ряд не може збiгатися до одного i того самого

рацiонального числа для всiх Q𝑝.

Приклад 4.5. Розглянемо рiвняння 𝑤′(𝑥)+𝑥+2𝑥2+3𝑥3+ . . . = 𝑤(𝑥).

Добре вiдомо, що 1 ·1!+2 ·2!+3 ·3!+4 ·4!+ . . . = −1 в Z𝑝 для будь-якого

𝑝. Дiйсно, неважко довести за iндукцiєю, що

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + 4 · 4! + . . .+ 𝑛 · 𝑛! = (𝑛+ 1)!− 1.

В будь-якому Z𝑝 послiдовнiсть (𝑛 + 1)! прямує до нуля, тому (𝑛 + 1)! − 1

прямує до −1. Звiдси випливає, що розглянуте рiвняння має розв’язок.

Неважко перевiрити, що розв’язком буде ряд

𝑤(𝑥) = −1− 𝑥− 𝑥2 − 𝑥3 − . . . .

4.4 Рiзницевi рiвняння першого порядку над кiльцем

цiлих чисел

Нехай 𝑏 ∈ N i 𝛼 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏, . . .). Тодi 𝐴 = 𝑏𝑆*, де 𝑆* є оператором

лiвого зсуву на кiльцi формальних степеневих рядiв i рiвняння (4.1) можна

записати як

𝑏(𝑆*𝑤)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥). (4.9)

Зазначимо, що у разi, коли 𝑏 = 1, рiвняння (4.9) має нескiнченно багато

розв’язкiв в Z[[𝑥]], тодi як в iнших випадках – не бiльше як один розв’язок.
Будемо розглядати випадок, коли 𝑏 > 1, оскiльки iнакше умова 4.1 не буде

виконуватись. Тодi �̂� збiгається з 𝑎, тому Z�̂� = Z𝑎.

За теоремою 4.3 рiвняння має розв’язок з 𝑍[[𝑥]] тодi i тiльки тодi, коли

𝑓0 + 𝑏𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3 + . . . ∈ Z в Z𝛼, i цей розв’язок записується у виглядi

𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥)+𝑏𝑆*(𝑓)(𝑥)+𝑏2(𝑆*)2(𝑓)(𝑥)+𝑏3(𝑆*)3(𝑓)(𝑥)+𝑏4(𝑆*)4(𝑓)(𝑥)+ . . . .
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В цьому випадку можемо переформулювати теорему 4.3, скориставшись

наступною лемою.

Лема 4.5. Нехай 𝑐 ∈ Z i {𝑟𝑛} є послiдовнiстю з Z. Тодi наступнi
твердження є еквiвалентними:

1. 𝑟𝑛 → 𝑐 в Z𝛼, де 𝛼 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, . . .);

2. 𝑟𝑛 → 𝑐 в Z𝑝 для всiх простих дiльникiв 𝑏.

Доведення. Твердження (1) означає, що 𝜎𝛼(𝑟𝑛, 𝑐) → 0. Тодi для кожного

натурального 𝑚 iснує 𝑛0, таке що 𝑟𝑛−𝑐 дiлиться на 𝛼0𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑚 = 𝑏𝑚 для

всiх 𝑛 > 𝑛0. Якщо 𝑝 є дiльником 𝑏, то 𝑟𝑛 − 𝑐 дiлиться на 𝑝𝑚. Тодi для всiх

степенiв 𝑘 простого числа 𝑝|𝑏 iснує таке 𝑛0, що 𝑟𝑛 − 𝑐 дiлиться на 𝑝𝑘 для

всiх 𝑛 > 𝑛0. Отже, ||𝑟𝑛 − 𝑐||𝑝 → 0.

Зворотну iмплiкацiю можна довести так само, оскiльки 𝑏𝑚 записується

як добуток простих дiльникiв 𝑏. ■

З цього прямо випливає наступний результат.

Теорема 4.5. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що 𝑓0 + 𝑏𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3 + . . . = 𝑐 в Z𝑝 для всiх 𝑝,

якi є простими дiльниками 𝑏.

2. Рiвняння 𝑏(𝑆*𝑤) + 𝑓(𝑥) = 𝑤 має розв’язок в Z[[𝑥]].

Приклад 4.6. Розглянемо рiвняння (4.3). В цьому випадку

𝑓0 + 𝑏𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3 + . . . = 1 + 2 + 22 + 23 + . . . .

Оскiльки

1 + 2 + 22 + . . .+ 2𝑘 = 2𝑘+1 − 1 → −1 в Z2

при 𝑘 → ∞, то 1 + 2 + 22 + 23 + . . . = −1 в Z2.

Приклад 4.7. Тепер розглянемо рiвняння (4.4). В цьому випадку

𝑓0 + 𝑏𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3 + . . . = 1 + 3 + 32 + 33 + . . . /∈ Z
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в Z3. Оскiльки

1 + 3 + 32 + 33 + . . .+ 3𝑘 =
3𝑘+1 − 1

2
→ −1

2
в Z3,

то 1 + 3 + 32 + 33 + . . . = −1
2 в Z3. Отже, ми показали в iнший спосiб, що

це рiвняння не має розв’язкiв Z[[𝑥]].

4.5 Згортка над Z𝑎 i фундаментальний розв’язок

оператора 𝐴− 𝐼

В Роздiлi 2.4 була описана конструкцiя, яка дозволяла записати

розв’язок диференцiального рiвняння у виглядi згортки фундаментально-

го розв’язку, який залежав тiльки вiд лiвої частини рiвняння з неоднорi-

днiстю. В цьому роздiлi ми у подiбний спосiб означимо фундаментальний

розв’язок оператора 𝐴 − 𝐼 i запишемо розв’язок рiвняння 4.1 у виглядi

згортки.

Означимо згортку ряду Лорана

𝑄(𝑥) =
𝑞1
𝑥
+

𝑞2
𝑥2

+
𝑞3
𝑥3

. . . ∈ 1

𝑥
Z[[

1

𝑥
]]

з формальним степеневим рядом

𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥+ 𝑓2𝑥
2 + . . . ∈ Z[[𝑥]]

над Z𝛼 подiбно до формули (2.19).

Означення 4.1. Нехай 𝑞𝑖 дiлиться на 𝛼1𝛼2 . . . 𝑎𝑖−1. Покладемо за

означенням

(𝑄 * 𝑓)𝐴 = 𝑞1𝑓 − 𝑞2𝐴(𝑓)

𝛼1
+

𝑞3𝐴
2(𝑓)

𝛼1𝛼2
− 𝑞4𝐴

3(𝑓)

𝛼1𝛼2𝛼3
+ . . . . (4.10)

Коефiцiєнт при 𝑥𝑛 в (4.10) дорiвнює

𝑞1𝑓𝑛 −
𝑞2𝛼𝑛+1𝑓𝑛+1

𝛼1
+

𝑞3𝛼𝑛+1𝑎𝑛+2𝑓𝑛+2

𝛼1𝛼2
− 𝑞4𝛼𝑛+1𝑎𝑛+2𝑎𝑛+3𝑓𝑛+3

𝛼1𝛼2𝛼3
+ . . . .

Оскiльки 𝑞𝑖
𝛼1...𝑎𝑖−1

є цiлим i 𝛼𝑛+1𝑎𝑛+2 · . . . · 𝑎𝑛+𝑖−1 прямує до нуля в Z�̂� при

𝑖 → ∞, цей ряд збiгається в Z�̂�. Тому згортка належить Z�̂�[[𝑥]].

За теоремою 4.2, отримуємо наступний результат.
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Теорема 4.6. Нехай iснує розв’язок рiвняння (4.1), який належить

Z[[𝑥]]. Тодi цей розв’язок має вигляд ℰ * 𝑓 , де

ℰ(𝑥) = 1

𝑥
− 𝛼1

𝑥2
+

𝛼1𝛼2

𝑥3
− 𝛼1𝛼2𝛼3

𝑥4
+ . . . . (4.11)

Тобто, ми можемо розглядати ряд (4.11) як фундаментальний розв’язок

оператора 𝐴− 𝐼.

Для часткового випадку, тобто для рiвняння (4.9), можна переписати

цi означення i теорему наступним чином:

Означення 4.2. Нехай 𝑄(𝑥) = 𝑞1
𝑥 + 𝑞2

𝑥2 +
𝑞3
𝑥3 + . . ., де 𝑞𝑖 прямує до нуля

в Z𝑝 i 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥+ 𝑓2𝑥
2 + . . .. За означенням покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) = 𝑞1𝑓(𝑥)− 𝑞2𝑆
*𝑓(𝑥) + 𝑞3(𝑆

*)2𝑓(𝑥)− 𝑞4(𝑆
*)3𝑓(𝑥) + . . . . (4.12)

Коефiцiєнт при 𝑥𝑛 в (4.12) дорiвнює 𝑞1𝑓𝑛−𝑞2𝑓𝑛+1+𝑞3𝑓𝑛+2−𝑞4𝑓𝑛+3+ . . . .

Оскiльки 𝑞𝑖+1𝑓𝑛+𝑖 прямує до нуля при 𝑖 → ∞ в Z𝑝, то ряд (4.12) збiгається,

тому ця згортка є коректно визначене вiдображення 1
𝑥Z[[

1
𝑥 ]]× Z[[𝑥]] → Z𝑝.

Теорема 4.7. Нехай iснує розв’язок рiвняння (4.9), який належить

Z[[𝑥]]. Тодi цей розв’язок має вигляд згортки ∆𝑏 * 𝑓 , де

∆𝑏(𝑥) =
1

𝑥
− 𝑏

𝑥2
+

𝑏2

𝑥3
− 𝑏3

𝑥4
+ . . . . (4.13)

Доведення. Коефiцiєнт при 𝑥𝑛 в ∆𝑏 * 𝑓 дорiвнює

𝑓𝑛 + 𝑏𝑓𝑛+1 + 𝑏2𝑓𝑛+2 + 𝑏3𝑓𝑛+3 + . . . .

Тобто ця теорема також є прямим наслiдком теореми 4.2. ■

Таким чином ми можемо розглядати ряд (4.13) як фундаментальний

розв’язок оператора 𝑏∆− 𝐼.
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Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi розглядалося лiнiйне неоднорiдне операторне рiвняння

першого порядку𝐴𝑤(𝑥)+𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) над кiльцем цiлих чисел, частковими

випадками якого є рiзницевi i диференцiальнi рiвняння першого порядку.

Було знайдено єдиний розв’язок цього рiвняння в поповненнi кiльця цiлих

чисел вiдносно деякої неархiмедової метрики (теорема 4.2), який є цiлим

розв’язком цього рiвняння, якщо всi його коефiцiєнти збiгаються до еле-

ментiв з кiльця Z. Доведено, що для цього достатньо, щоб тiльки перший

коефiцiєнт збiгався до цiлого числа (теорема 4.3). Цi теореми уточненi для

часткових випадкiв рiзницевого i диференцiального рiвнянь.

Також описанi вiдповiднi згортки i фундаментальнi розв’язки для опе-

раторного i рiзницевого рiвнянь першого порядку.

Основнi результати роздiлу:

� Теорема 4.2 про iснування, єдинiсть i загальний вигляд розв’язку опе-

раторного рiвняння 𝐴𝑤(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥).

� Теорема 4.3 про збiжнiсть коефiцiєнтiв в кiльцi цiлих чисел.

� Теорема 4.6 про фундаментальний розв’язок оператора 𝐴− 𝐼.

Результати цього роздiлу дають можливiсть поєднати розглянутi класи

лiнiйних рiзницевих i диференцiальних рiвнянь як частковi випадки опе-

раторного рiвняння.

Результати роздiлу були опублiкованi в [8].



ПРАВИЛО КРАМЕРА

В цьому роздiлi буде розглянуто розв’язання за допомогою аналога ме-

тода Крамера

5.1 Для рiзницевого рiвняння

Нехай 𝐹 – поле нульової характеристики з неархiмедовим нормуванням

| · | i для рiвняння (3.1) виконуються умови теореми 3.6. Це рiвняння можна
представити як нескiнченну систему лiнiйних рiвнянь. Оскiльки, на вiдмiну

вiд звичайної, в нашiй ситуацiї (над кiльцем 𝐾 – кiльцем нормування поля

𝐹 ) вона має єдиний розв’язок, є сенс шукати його за допомогою методiв, що

пiдходять для систем з єдиним розв’язком, наприклад, правила Крамера.

Будемо доводити, що єдиний розв’язок рiвняння над кiльцем 𝐾 може бути

знайдений за допомогою аналога правила Крамера.

Оскiльки 𝑎0 є оборотним, без втрати загальностi можемо розглядати

наступне рiвняння замiсть (3.1):

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑤𝑛+1 + 𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (5.1)

Тодi, позначивши вектор (𝑓𝑖, 𝑓𝑖+1, 𝑓𝑖+2, . . .)
⊺ за f 𝑖, можемо записати це

рiвняння у виглядi нескiнченної лiнiйної системи рiвнянь

𝒜w0 = f0, де 𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑚 0 0 · · ·
0 1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 0 · · ·
0 0 1 𝑎1 · · · 𝑎𝑚−2 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 · · ·
... ... ... ... . . . ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Будемо позначати за 𝒜𝑛,x матрицю, отриману з матрицi 𝒜 замiною 𝑛+ 1-

того стовпця на вектор x.

Позначимо за ∆𝑗 головний кутовий мiнор (𝑗 + 1)-ого порядку (тобто

такий, що в ньому викресленi всi рядки i стовпцi окрiм перших (𝑗 + 1)-

116
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ого) матрицi 𝒜. Вiдповiдно, за ∆𝑛,f0;𝑗 позначимо головний кутовий мiнор

(𝑗 + 1)-ого порядку матрицi 𝒜𝑛,f0.

Теорема 5.1. Нехай виконуються умови теореми 3.6. Тодi єдиний

розв’язок рiвняння (3.1) над кiльцем 𝐾 можна знайти за допомогою ана-

лога правила Крамера:

𝑤𝑛 =
det𝒜𝑛,f0

det𝒜
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (5.2)

де визначники матриць 𝒜 i 𝒜𝑛,f0 означенi як наступнi границi послiдов-

ностей в 𝐾 за нормуванням | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑛,f0 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,f0;𝑟, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Доведення. З теорем 3.5 та 3.6 випливає, що рiвняння (3.1) має єди-

ний розв’язок над кiльцем 𝐾, i цей розв’язок дорiвнює (3.2). Покажемо,

що цей розв’язок збiгається з розв’язком, що ми отримуємо, застосовуючи

формули Крамера (5.2).

Зазначимо, що ∆𝑟 = 1 для будь-яких 𝑟, тому det𝒜 = lim𝑟→∞∆𝑟 =

1, тому достатньо перевiрити, що 𝑤𝑛 = det𝒜𝑛,f0, 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., де 𝑤𝑛

знайдений за формулами (3.2), а det𝒜𝑛,f0 = lim𝑟→∞∆𝑛,f0;𝑟.

Розглянемо спочатку

𝒜1,f0,=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓0 𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑚 0 0 · · ·
𝑓1 1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 0 · · ·
𝑓3 0 1 𝑎1 · · · 𝑎𝑚−2 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 · · ·
... ... ... ... . . . ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Позначимо за 𝐵𝑘 визначник, утворений з перших 𝑘 стовпцiв та рядкiв

матрицi ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑚 0 0 · · ·
1 𝑎1 · · · 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 0 · · ·
0 1 · · · 𝑎𝑚−2 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 · · ·
0 0 · · · 𝑎𝑚−3 𝑎𝑚−2 𝑎𝑚−1 · · ·
... ... . . . ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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та додамо за означенням 𝐵0 = 1. Якщо додатково означити 𝑎𝑖 = 0 для всiх

𝑖 > 𝑚, то для будь-якого 𝑘, визначник матиме вигляд

𝐵𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘

1 𝑎1 · · · 𝑎𝑘−2 𝑎𝑘−1

0 1 · · · 𝑎𝑘−3 𝑎𝑘−2

... ... . . . ... ...

0 0 · · · 𝑎1 𝑎2

0 0 · · · 1 𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
.

Розкладаючи ∆0,f0;𝑗 за першим стовпцем, ми отримуємо частковi суми

ряду

𝑓0 +
∞∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑓𝑗𝐵𝑗,

тому, за означенням маємо

det𝒜1,f0 = lim
𝑟→∞

𝑓0 +
𝑟∑︁

𝑗=1

(−1)𝑗𝑓𝑗𝐵𝑗 = 𝑓0 +
∞∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑓𝑗𝐵𝑗.

Тепер доведемо, що частковi суми цього ряду збiгаються з сумами∑︀𝑟
𝑘=0 𝑦𝑘𝑓𝑘, тобто що 𝑦𝑘 = (−1)𝑘𝐵𝑘 для 𝑘 ≥ 1.

Нескiнченна система рiвнянь{︃
𝑦𝑘 + 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑘𝑦0 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝑦𝑘 + 𝑎1𝑦𝑘−1 + 𝑎2𝑦𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑦𝑘−𝑚 = 0, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . .

(5.3)

з початковим значенням 𝑦0 = 1 має єдиний розв’язок {𝑦𝑘}∞𝑘=0. Тому доста-

тньо довести, що {(−1)𝑘𝐵𝑘}∞𝑘=0 є розв’язком цiєї системи.

Розкладаючи 𝐵𝑘 вiдносно першого рядка, отримуємо⎧⎪⎨⎪⎩𝐵𝑘 = 𝑎1𝐵𝑘−1 − 𝑎2𝐵𝑘−2 + 𝑎3𝐵𝑘−3 − . . .+ (−1)𝑚−1𝑎𝑚𝐵𝑘−𝑚 , якщо 𝑘 ≥ 𝑚

𝐵𝑘 = 𝑎1𝐵𝑘−1 − 𝑎2𝐵𝑘−2 + 𝑎3𝐵𝑘−3 − . . .+ (−1)𝑘𝑎𝑘𝐵0 , якщо 𝑘 < 𝑚

Тому,⎧⎪⎨⎪⎩𝐵𝑘 − 𝑎1𝐵𝑘−1 + 𝑎2𝐵𝑘−2 − 𝑎3𝐵𝑘−3 − . . .+ (−1)𝑘+1𝑎𝑘𝐵0 = 0 , якщо 𝑘 < 𝑚

𝐵𝑘 − 𝑎1𝐵𝑘−1 + 𝑎2𝐵𝑘−2 − 𝑎3𝐵𝑘−3 + . . .+ (−1)𝑚𝑎𝑚𝐵𝑘−𝑚 = 0 , якщо 𝑘 ≥ 𝑚
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Згадаємо, що ми означили 𝐵0 = 1, тобто {(−1)𝑘𝐵𝑘}∞𝑘=0 є розв’язком

(5.3) з початковим значенням 𝐵0 = 1. Звiдки 𝑦𝑘 = (−1)𝑘𝐵𝑘 для будь-якого

𝑘. Отримуємо, що

det𝒜1,f0 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑘 = 𝑤0.

Тепер розглянемо 𝒜𝑗+1,f0 i його головний кутовий мiнор 𝑖-того поряд-

ку. Зауважимо, що нас цiкавить границя цих мiнорiв при 𝑖, що прямує до

нескiнченностi, тому достатньо розглянути 𝑖, для яких 𝑖 > 𝑗 + 1 та 𝑖 > 𝑚.

В цьому випадку мiнор має вигляд⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑗−2 𝑎𝑗−1 𝑓0 𝑎𝑗+1 · · · 𝑎𝑚 0 · · ·
0 1 𝑎1 · · · 𝑎𝑗−3 𝑎𝑗−2 𝑓1 𝑎𝑗 · · · 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚 · · ·
0 0 1 · · · 𝑎𝑗−4 𝑎𝑗−3 𝑓2 𝑎𝑗−1 · · · 𝑎𝑚−2 𝑎𝑚−1 · · ·
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ... ... . . .

0 0 0 · · · 1 𝑎1 𝑓𝑗−1 𝑎3 · · · 𝑎𝑚−𝑗−1 𝑎𝑚−𝑗 · · ·
0 0 0 · · · 0 1 𝑓𝑗 𝑎2 · · · 𝑎𝑚−𝑗−2 𝑎𝑚−𝑗−1 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 𝑓𝑗+1 𝑎1 · · · 𝑎𝑚−𝑗−3 𝑎𝑚−𝑗−2 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 𝑓𝑗+2 1 · · · 𝑎𝑚−𝑗−4 𝑎𝑚−𝑗−3 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 𝑓𝑗+3 0 · · · 𝑎𝑚−𝑗−5 𝑎𝑚−𝑗−4 · · ·
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ... ... . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

Головний кутовий мiнор 𝑗-того порядку цiєї матрицi дорiвнює 1, то-

му, iз загального вигляду цiєї матрицi очевидно, що її визначник дорiвнює

визначнику матрицi, яку можна отримати з матрицi 𝒜 замiною першого

стовпця на вектор f 𝑗+1. Тобто

det𝒜𝑗,f0 = det𝒜0,f 𝑗+1.

Повторюючи попереднi мiркування для f 𝑗+1 замiсть f0, маємо, що

∆𝑗,f 𝑗+1;𝑖 =
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑗+𝑘,

тому

det𝒜𝑗,f 𝑗+1 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑓𝑗+𝑘 = 𝑤𝑗,
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що завершує доведення. ■

5.2 Для диференцiального рiвняння

В цьому роздiлi вважатимемо, що в рiвняннi (2.1) елемент 𝑎0 є оборо-

тним. Без втрати загальностi, можемо розглядати тiльки випадок, коли

𝑎0 = 1. Тодi послiдовнiсть {𝑐𝑘}, що задовольняє (2.2), є розв’язком насту-

пної лiнiйної системи:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑐0 = 1

𝑐0 +
∑︀𝑗−1

𝑖=0 𝑎𝑖𝑐𝑗−𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚∑︀𝑚
𝑖=0 𝑎𝑖𝑐𝑗−𝑖 = 0, 𝑗 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . .

. (5.4)

Перепишемо (2.1) як нескiнченну лiнiйну систему. Отримуємо:

𝑎0𝑤𝑘 + 𝑎1
(𝑘 + 1)!

𝑘!
𝑤𝑘+1 + . . .+ 𝑎𝑗

(𝑘 + 𝑗)!

𝑘!
𝑤𝑘+𝑗 + . . .+ 𝑎𝑚

(𝑘 +𝑚)!

𝑘!
𝑤𝑘+𝑚 = 𝑓𝑘,

(5.5)

де 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0𝑤𝑛𝑥
𝑛.

За означенням, покладемо 𝑎𝑖 = 0 для будь-якого 𝑖 > 𝑚. Тодi в матри-

чнiй формi цю систему можна записати у виглядi 𝐴𝑤 = 𝑓 , де

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3 4!𝑎4 5!𝑎5 · · ·
0 1 2𝑎1 3!𝑎2 4!𝑎3 5!𝑎4 · · ·
0 0 1 3!

2 𝑎1
4!
2 𝑎2

5!
2 𝑎3 · · ·

0 0 0 1 4!
3!𝑎1

5!
3!𝑎2 · · ·

0 0 0 0 1 5!
4!𝑎1 · · ·

... ... ... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
and 𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓0

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

𝑓5
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (5.6)

Тобто, членами цiєї нескiнченної верхньотрикутної матрицi 𝒜 є 𝛼𝑖𝑗 =
(𝑗 − 1)!

(𝑖− 1)!
𝑎𝑗−𝑖 для 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 i 𝛼𝑖𝑗 = 0 для 0 < 𝑗 < 𝑖.

Для будь-якого 𝑛 ≥ 0 позначимо за𝒜𝑛 матрицю, що отримана з матрицi

𝒜𝑛 замiною (𝑛 + 1)-го стовпця на вектор 𝑓 . Для 𝑗 ≥ 0 позначимо за ∆̃𝑗
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головний кутовий мiнор (𝑗 + 1)-го порядку матрицi 𝒜. Вiдповiдно, за ∆̃𝑛,𝑗

позначимо головний кутовий мiнор (𝑗 + 1)-го порядку матрицi 𝒜𝑛.

Теорема 5.2. Нехай виконуються умови теореми 2.6. Тодi коефiцi-

єнти єдиного розв’язку рiвняння (2.1) з кiльця 𝐾[[𝑥]] можна знайти за

допомогою правила Крамера:

𝑤𝑛 =
det𝒜𝑛

det𝒜
= det𝒜𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (5.7)

де визначники знаходяться, як наступнi границi послiдовностей в 𝐾 за

нормуванням | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆̃𝑟, det𝒜𝑛 = lim
𝑟→∞

∆̃𝑛,𝑟, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Доведення. Зазначимо, що ∆̃𝑟 = 1 для будь-якого 𝑟, тобто det𝒜 = 1.

За теоремою 2.6 рiвняння (2.1) має єдиний розв’язок в 𝐾, i цей розв’язок

має вигляд (2.3). Покажемо, що det𝒜𝑛 = 𝑤𝑛.

За �̃�𝑟 позначатимемо визначник

�̃�𝑟 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3 4!𝑎4 5!𝑎5 · · · 𝑟!𝑎𝑟

1 2𝑎1 3!𝑎2 4!𝑎3 5!𝑎4 · · · 𝑟!𝑎𝑟−1

0 1 3!
2 𝑎1

4!
2 𝑎2

5!
2 𝑎3 · · · 𝑟!

2 𝑎𝑟−2

0 0 1 4!
3!𝑎1

5!
3!𝑎2 · · · 𝑟!

3!𝑎𝑟−3

0 0 0 1 5!
4!𝑎1 · · · 𝑟!

4!𝑎𝑟−4

... ... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 𝑟!
(𝑟−1)!𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
. (5.8)

Розглянемо

∆̃0,𝑟 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑓0 𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3 4!𝑎4 5!𝑎5 · · · 𝑟!𝑎𝑟

𝑓1 1 2𝑎1 3!𝑎2 4!𝑎3 5!𝑎4 · · · 𝑟!𝑎𝑟−1

𝑓2 0 1 3!
2 𝑎1

4!
2 𝑎2

5!
2 𝑎3 · · · 𝑟!

2 𝑎𝑟−2

𝑓3 0 0 1 4!
3!𝑎1

5!
3!𝑎2 · · · 𝑟!

3!𝑎𝑟−3

𝑓4 0 0 0 1 5!
4!𝑎1 · · · 𝑟!

4!𝑎𝑟−4

... ... ... ... ... ... . . . ...

𝑓𝑟−1 0 0 0 0 0 . . . 𝑟!
(𝑟−1)!𝑎1

𝑓𝑟 0 0 0 0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

.
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Розкладаючи цей визначник за першим стовпцем, отримуємо

∆̃0,𝑟 = 𝑓0−𝑓1𝑎1+𝑓2

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎1 2𝑎2

1 2𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒−𝑓3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3

1 2𝑎1 3!𝑎2

0 1 3!
2 𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+𝑓4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3 4!𝑎4

1 2𝑎1 3!𝑎2 4!𝑎3

0 1 3!
2 𝑎1

4!
2 𝑎2

0 0 1 4!
3!𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+. . . =

= 𝑓0 − 𝑓1𝑎1 + 𝑓2�̃�2 − 𝑓3�̃�3 + 𝑓4�̃�4 − . . . = 𝑓0 −
𝑟∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖−1𝑓𝑖�̃�𝑖. (5.9)

Визначники

𝐵𝑟 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 · · · 𝑎𝑟

1 𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑟−1

0 1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑟−2

0 0 1 𝑎1 · · · 𝑎𝑟−3

... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 . . . 𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

(5.10)

були розглянутi в Роздiлi 5 i було показано, що 𝐵𝑟 = (−1)𝑟𝑐𝑟, де послiдов-

нiсть {𝑐𝑟} є розв’язком системи (5.4).

Зазначимо, що

�̃�𝑟 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑎1 2𝑎2 3!𝑎3 4!𝑎4 · · · 𝑘!𝑎𝑟

1 2𝑎1 3!𝑎2 4!𝑎3 · · · 𝑟!𝑎𝑟−1

0 1 3!
2 𝑎1

4!
2 𝑎2 · · · 𝑟!

2 𝑎𝑟−2

0 0 1 4!
3!𝑎1 · · · 𝑟!

3!𝑎𝑟−3

... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 . . . 𝑟!
(𝑟−1)!𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
=

= 2·3!·. . .·𝑟!·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 · · · 𝑎𝑟

1 𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎𝑟−1

0 1
2

1
2𝑎1

1
2𝑎2 · · · 1

2𝑎𝑟−2

0 0 1
3!

1
3!𝑎1 · · · 1

3!𝑎𝑟−3

... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 . . . 1
(𝑟−1)!𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
=

2 · 3! · . . . · 𝑟!
2 · 3! · . . . · (𝑟 − 1)!

𝐵𝑟 = 𝑟!𝐵𝑟.

(5.11)



123

Тодi �̃�𝑟 = 𝑟!(−1)𝑟𝑐𝑟. Маємо

∆̃1,𝑟 = 𝑓0 −
𝑟∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖−1𝑓𝑖�̃�𝑖 = 𝑓0 +
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝑖!𝑐𝑖 =
𝑟∑︁

𝑖=0

𝑓𝑖𝑖!𝑐𝑖. (5.12)

Тому
det𝒜0

det𝒜
=

lim𝑟→∞ ∆̃0,𝑟

lim𝑟→∞ ∆̃𝑟

= lim
𝑟→∞

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑖!𝑓𝑖𝑐𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖!𝑓𝑖𝑐𝑖. (5.13)

Це спiвпадає з 𝑤0, що знайдено в зауваженнi 2.3.

Розглянемо тепер 𝒜𝑛 для деякого 𝑛 ≥ 1 i її мiнор 𝑖-того порядку ∆̃𝑛,𝑖−1.

Для того щоб знайти границю мiнорiв при 𝑖 → +∞, достатньо розглянути

такi 𝑖 що 𝑖 > 𝑛 i 𝑖 > 𝑚. Тодi головний кутовий мiнор ∆̃𝑛,𝑖−1 дорiвнюватиме⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑛𝒜

𝑓0 (𝑛+ 1)!𝑎𝑛+1 · · · 𝑚!𝑎𝑚 0 · · · *
𝑓1 (𝑛+ 1)!𝑎𝑛 · · · 𝑚!𝑎𝑚−1 (𝑚+ 1)!𝑎𝑚 · · · *
𝑓2

(𝑛+1)!
2 𝑎𝑛−1 · · · 𝑚!

2 𝑎𝑚−2
(𝑚+1)!

2 𝑎𝑚−1 · · · *
... ... . . . ... ... . . . *

𝑓𝑛−2
(𝑛+1)!
(𝑛−2)!𝑎3 · · · 𝑚!

(𝑛−2)!𝑎𝑚−𝑛+2
(𝑚+1)!
(𝑛−2)! 𝑎𝑚−𝑛+3 · · · *

𝑓𝑛−1
(𝑛+1)!
(𝑛−1)!𝑎2 · · · 𝑚!

(𝑛−1)!𝑎𝑚−𝑛+1
(𝑚+1)!
(𝑛−1)! 𝑎𝑚−𝑛+2 · · · *

. . . ...

0
... . . .

𝑓𝑛 (𝑛+ 1)𝑎1 · · · 𝑚!
𝑛! 𝑎𝑚−𝑛

(𝑚+1)!
𝑛! 𝑎𝑚−𝑛+1 · · · *

𝑓𝑛+1 1 · · · 𝑚!
(𝑛+1)!𝑎𝑚−𝑛−1

(𝑚+1)!
(𝑛+1)! 𝑎𝑚−𝑛 · · · *

𝑓𝑛+2 0 · · · 𝑚!
(𝑛+2)!𝑎𝑚−𝑛−2

(𝑚+1)!
(𝑛+2)! 𝑎𝑚−𝑛−1 · · · *

... ... . . . ... ... . . . ...

𝑓𝑖−1 0 · · · 0 0 · · · 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

,

де останнiй 𝑖-тий стовпець має вигляд

(0, · · · , 0,
(𝑖− 1)!

(𝑖−𝑚− 1)!
𝑎𝑚, · · · , (𝑖− 1)!

(𝑖− 3)!
𝑎2,

(𝑖− 1)!

(𝑖− 2)!
𝑎1, 1)⊤

i за 𝑛𝒜 позначено квадратну матрицю, що утворюється з 𝒜 видаленням

всiх рядкiв i стовпцiв, за виключенням перших 𝑛− 1.
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Отримуємо, що її визначник ∆̃𝑛,𝑖−1 дорiвнює⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑓𝑛 (𝑛+ 1)𝑎1
(𝑛+2)!

𝑛! 𝑎2 · · · 𝑚!
𝑛! 𝑎𝑚−𝑛 · · · (𝑖−1)!

𝑛! 𝑎𝑖−𝑛−1

𝑓𝑛+1 1 (𝑛+ 2)𝑎1 · · · 𝑚!
(𝑛+1)!𝑎𝑚−𝑛−1 · · · (𝑖−1)!

(𝑛+1)!𝑎𝑖−𝑛−2

𝑓𝑛+2 0 1 · · · 𝑚!
(𝑛+2)!𝑎𝑚−𝑛−2 · · · (𝑖−1)!

(𝑛+2)!𝑎𝑖−𝑛−3

... ... ... . . . ... . . . ...

𝑓𝑖−1 0 0 · · · 0 · · · 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
. (5.14)

Нехай �̌�0 = 1 i

�̌�𝑟 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(𝑛+ 1)𝑎1
(𝑛+2)!

𝑛! 𝑎2
(𝑛+3)!

𝑛! 𝑎3
(𝑛+4)!

𝑛! 𝑎4 · · · (𝑛+𝑟)!
𝑛! 𝑎𝑟

1 (𝑛+ 2)𝑎1
(𝑛+3)!
(𝑛+1)!𝑎2

(𝑛+4)!
(𝑛+1)!𝑎3 · · · (𝑛+𝑟)!

(𝑛+1)!𝑎𝑟−1

0 1 (𝑛+ 3)𝑎1
(𝑛+4)!
(𝑛+2)!𝑎2 · · · (𝑛+𝑟)!

(𝑛+2)!𝑎𝑟−2

0 0 1 (𝑛+ 4)𝑎1 · · · (𝑛+𝑟)!
(𝑛+3)!𝑎𝑟−3

... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 . . . (𝑛+ 𝑟)𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
. (5.15)

Розкладаючи ∆̃𝑛,𝑖−1 за першим стовпцем, отримуємо

∆̃𝑛,𝑖−1 =
𝑖−𝑛∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠−1𝑓𝑛+𝑠−1�̌�𝑠−1. (5.16)

Зазначимо, що

�̌�𝑟 =
(𝑛+ 1)! · (𝑛+ 2)! · . . . · (𝑛+ 𝑟)!

𝑛! · (𝑛+ 1)! · . . . · (𝑛+ 𝑟 − 1)!
𝐵𝑟 =

(𝑛+ 𝑟)!

𝑛!
𝐵𝑟.

Тодi

∆̃𝑛,𝑖−1 =
𝑖−𝑛∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠−1𝑓𝑛+𝑠−1
(𝑛+ 𝑠− 1)!

𝑛!
𝐵𝑠−1 =

𝑖−𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝑓𝑛+𝑠
(𝑛+ 𝑠)!

𝑛!
𝑐𝑠.

Отримуємо

lim
𝑖→∞

∆̃𝑛,𝑖 =
∞∑︁
𝑠=0

𝑓𝑛+𝑠
(𝑛+ 𝑠)!

𝑛!
𝑐𝑠 = 𝑤𝑛.

Доведення теореми завершено. ■
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5.3 Для операторного рiвняння першого порядку

За теоремою 4.2 роздiлу 4, рiвняння (4.1) має не бiльше як один

розв’язок з Z[[𝑥]], але може не мати жодного. Будемо шукати розв’язок

(4.1), припустивши, що вiн iснує.

Пiдставивши розв’язок 𝑤(𝑥) = 𝑤0+𝑤1𝑥+𝑤2𝑥
2+ . . . в рiвняння 𝐴(𝑥)𝑤+

𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), отримуємо

𝛼1𝑤1+𝛼2𝑤2𝑥+𝛼3𝑤3𝑥
2+. . .+𝑓0+𝑓1𝑥+𝑓2𝑥

2+𝑓3𝑥
3+. . . = 𝑤0+𝑤1𝑥+𝑤2𝑥

2+. . . ,

що призводить до неявної рекурентної формули для коефiцiєнтiв 𝑤(𝑥):

𝛼𝑛+1𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑤𝑛.

Її можна записати як нескiнченну лiнiйну систему

𝒜𝑦 = 𝑓 , where 𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −𝛼1 0 0 · · ·
0 1 −𝛼2 0 · · ·
0 0 1 −𝛼3 · · ·
0 0 0 1 · · ·
... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓0

𝑓1

𝑓2

𝑓3
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (5.17)

Нехай 𝒜𝑖 – матриця, що отримана з матрицi 𝒜 замiною 𝑖-того стовпця

на 𝑓 . Тодi

𝒜1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1 −𝛼1 0 0 . . .

𝑓2 1 −𝛼2 0 . . .

𝑓3 0 1 −𝛼3 . . .

𝑓4 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,𝒜2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑓1 0 0 . . .

0 𝑓2 −𝛼2 0 . . .

0 𝑓3 1 −𝛼3 . . .

0 𝑓4 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, . . . .

Означимо головний мiнор порядку 𝑘 матрицi 𝒜 за ∆𝑟. Означимо головний

мiнор порядку 𝑘 матриць 𝒜𝑖)за ∆𝑖,𝑟.

Теорема 5.3. Нехай виконуються умови теореми 4.2. Тодi коефiцiєн-

ти єдиного розв’язку рiвняння (4.1), що належить Z[[𝑥]], можуть бути
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знайденi за допомогою формули Крамера 𝑤𝑘 = det𝒜𝑘

det𝒜 , де визначники зна-

ходяться як наступнi границi в Z�̂�:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑘 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,𝑟.

Доведення. За теоремою рiвняння має розв’язок 4.6. Коефiцiєнт при 𝑥𝑛

дорiвнюватимуть

𝑓𝑛 + 𝑓𝑛+1𝛼𝑛+1 + 𝑓𝑛+2𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2 + . . . .

Перевiримо, що коефiцiєнти розв’язку, отриманi за допомогою правила

Крамера, спiвпадатимуть з цими.

Знайдемо спочатку ∆𝑛,𝑘. Очевидно,

∆𝑛,𝑛 = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −𝛼1 0 . . . 𝑓0

0 1 −𝛼2 . . . 𝑓1

0 0 1 . . . 𝑓2

0 0 0 . . . 𝑓3
... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . 𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑓𝑛.

Якщо 𝑘 > 𝑛, то

∆𝑛,𝑘 = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −𝛼1 . . . 𝑓0 0 . . . 0

0 1 . . . 𝑓1 0 . . . 0
... ... ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 𝑓𝑛 0 . . . 0
... ... . . . ... ... . . . ...

0 0 . . . 𝑓𝑘−1 0 . . . −𝛼𝑘

0 0 . . . 𝑓𝑘 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

= ∆𝑛,𝑘−1 + 𝑓𝑘𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2 · . . . · 𝛼𝑘.

Отже,

∆𝑛,𝑘 = 𝑓𝑛 +
𝑘∑︁

𝑠=𝑛+1

𝑓𝑠𝛼𝑛+1 · . . . · 𝛼𝑠 =
𝑘∑︁

𝑠=𝑛

𝑓𝑠𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2 · . . . · 𝛼𝑠.



127

Оскiльки ∆𝑘 = 1 для будь-якого 𝑘, то

𝑤𝑛 =
lim𝑘→∞∆𝑛,𝑘

lim𝑘→∞∆𝑘
=

∞∑︁
𝑗=0

𝑓𝑛+𝑗𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2 · . . . · 𝛼𝑛+𝑗. (5.18)

■

Зауваження 5.1. Також можна розв’язувати систему (5.17), знаходя-

чи оборотну матрицю 𝒜. Можемо знайти її “алгебраїчно” за допомогою

приєднаних матриць:

𝒜−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝛼1 𝛼1𝛼2 𝛼1𝛼2𝛼3 𝛼1𝛼2𝛼3𝛼4 . . .

0 1 𝛼2 𝛼2𝛼3 𝛼2𝛼3𝛼4 . . .

0 0 1 𝛼3 𝛼3𝛼4 . . .

0 0 0 1 𝛼4 . . .

0 0 0 0 1 . . .
... ... . . . ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Бачимо, що при знаходженнi добутку цiєї матрицi i вектора 𝑓 , виникають

нескiнченнi суми (5.18).

Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi ми розглядали лiнiйнi рiзницевi, диференцiальнi та опе-

раторнi рiвняння, що вивчалися у попереднiх роздiлах, як нескiнченнi лi-

нiйнi системи рiвнянь. Ми розв’язували цi системи за допомогою правила

Крамера, для якого спецiальним чином рахувалися визначники нескiнчен-

них матриць. Було доведено, що у випадку iснування i єдиностi розв’язку

таких рiвнянь, ряд, знайдений за допомогою методу Крамера i буде тим

самим єдиним розв’язком.

Основнi результати роздiлу:

� Теорема 5.1 про правило Крамера для рiзницевого рiвняння.

� Теорема 5.2 про правило Крамера для диференцiального рiвняння.
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� Теорема 5.3 про правило Крамера для операторного рiвняння першо-

го порядку.

Результати роздiлу були опублiкованi в [5] i [6].



ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi розглядаються лiнiйнi диференцiальнi та неявнi

лiнiйнi рiзницевi неоднорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами над кому-

тативними кiльцями. Нас цiкавлять умови iснування та єдиностi розв’язку,

способи його знайти, а також побудування аналогiв конструкцiй, прита-

манних звичайнiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Перший роздiл мiстить

коротку iсторiю вивчення питань, розглянутих в дисертацiї, стислий опис

вищезгаданих конструкцiй i iнших аналогiчних до них побудов, а також

вiдомi результати, що використовуються в дисертацiї. Другий роздiл при-

свячений вивченню лiнiйного диференцiального рiвняння. В цьому роздiлi

повнiстю описаний випадок, коли неоднорiднiсть є полiномом, сформульо-

ванi умови iснування i єдиностi полiномiального розв’язку та знайдено цей

розв’язок. Для рiвняння з неоднорiднiстю у виглядi формального степе-

невого ряду введено поняття формального розв’язку, за допомогою якого

знайдено достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку для деяких типiв

кiлець. Отриманi умови єдиностi розв’язку для кiльця нормування поля

характеристики нуль з неархiмедовим нормуванням та умови iснування

розв’язку для кiльця нормування поля характеристики нуль з неархiме-

довим нормуванням, повного вiдносно цього нормування. Кожний коефi-

цiєнт розв’язку знайдений у виглядi ряду, збiжного за цим нормуванням.

Знайденi умови уточненi для випадку кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел, що

пов’язує iснування розв’язку над кiльцем цiлих чисел iз питаннями щодо

збiжностi деяких рядiв до цiлих чисел в 𝑝-адичнiй метрицi. Також в цьо-

му роздiлi знайдено аналог фундаментального розв’язку диференцiально-

го оператора, що дозволяє знаходити розв’язок у виглядi згортки деякого

формального ряду Лорана, що залежить тiльки вiд лiвої частини, з нео-

днорiднiстю. В третьому роздiлi розглядалися лiнiйнi рiзницевi рiвняння.

Подiбно до попереднього роздiлу, повнiстю вивчений випадок фiнiтної нео-

днорiдностi, а для нефiнiтної неоднорiдностi введено поняття формального
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розв’язку, за допомогою якого сформульованi достатнi умови iснування i

єдиностi розв’язку для деяких кiлець. Так само, як i в попередньому роздi-

лi, знайденi умови єдиностi розв’язку для кiльця нормування поля характе-

ристики нуль з неархiмедовим нормуванням та умови iснування розв’язку

для кiльця нормування поля характеристики нуль з неархiмедовим норму-

ванням, повного вiдносно цього нормування. Крiм того, доведено, що за

деяких умов i за умови iснування розв’язку, його можна знайти навiть у

випадку неповних вiдносно неархiмедового нормування кiлець. Цi резуль-

тати уточненi для факторiальних кiлець. У якостi прикладу розглянуто

рiвняння з квазiполiномiальною неоднорiднiстю. Бiльш детально розiбра-

но випадок кiльця формальних степеневих рядiв, для цього кiльця умови

переформульованi для рiвняння першого порядку. З цього для рiвняння

першого порядку отримано умови iснування розв’язку, всi елементи якого

є полiномами. За деяких умов доведено, що якщо перший елемент є полi-

номом, то i всi iншi також є полiномами, i отриманий результат про оцiнку

степенiв полiномiв, що має спростити знаходження розв’язку або доведення

його неiснування. Слiд зазначити, що отриманi умови iснування i єдиностi

розв’язку для диференцiальних рiвнянь вищого порядку з неоднорiднiстю

у виглядi формального степеневого ряду i для рiзницевих рiвнянь вищо-

го порядку з нефiнiтною неоднорiднiстю навiть у повних кiльцях є доволi

жорсткими. Знаходження бiльш м’яких умов є вiдкритим питанням, що по-

требує дослiдження. В четвертому роздiлi бiльш детально розглядаються

рiвняння першого порядку над кiльцем цiлих чисел. Для цього вводиться

деяка конструкцiя, що дозволяє поєднати лiнiйнi рiзницеве i диференцi-

альне рiвняння, розглядаючи їх як окремi випадки операторного рiвняння.

В п’ятому роздiлi розглянутi в дисертацiї рiзницевi i диференцiальнi рiв-

няння були представленi у виглядi нескiнченних лiнiйних систем, i було

доведено, що за умови iснування i єдиностi розв’язку, вони можуть бути

розв’язанi за допомогою аналога метода Крамера.

У дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi новi результати:

1) Для лiнiйного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
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з комутативного кiльця характеристики нуль з одиницею:

– наведено умови iснування i єдиностi полiномiального розв’язку, зна-

йдено в явному виглядi розв’язок лiнiйного диференцiального рiвня-

ння 𝑚-того порядку з полiномiальною неоднорiднiстю;

– введено поняття формального розв’язку лiнiйного диференцiального

рiвняння 𝑚-того порядку з неоднорiднiстю у виглядi формального

степеневого ряду над комутативним кiльцем характеристики нуль з

одиницею, встановлено зв’язок формального розв’язку цього рiвнян-

ня з фактичним розв’язком;

– доведено, що формальний розв’язок буде коректно визначеним фор-

мальним степеневим рядом тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть

полiномiальна;

– отриманi умови iснування i єдиностi розв’язку лiнiйного диференцi-

ального рiвняння 𝑚-того порядку з неоднорiднiстю у виглядi фор-

мального степеневого ряду над кiльцем нормування повного поля ха-

рактеристики нуль з неархiмедовим нормуванням;

– цi умови уточненi для випадку кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел;

– для випадку кiльця нормування повного поля характеристики нуль з

неархiмедовим нормуванням введено спецiальну згортку формально-

го ряду Лорана з вiд’ємними степенями з формальним степеневим ря-

дом. Знайдений аналог фундаментального розв’язку диференцiаль-

ного оператора, пов’язаного з лiвою частиною рiвняння. Доведено,

що для будь-якої неоднорiдностi, що є формальним степеневим ря-

дом, розв’язок розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння можна

представити у виглядi згортки цього фундаментального розв’язку з

неоднорiднiстю.

2) Для неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

з комутативного кiльця характеристики нуль з одиницею:
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– наведено умови iснування i єдиностi фiнiтного розв’язку, знайдено

в явному виглядi розв’язок неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння

𝑚-того порядку з фiнiтною неоднорiднiстю;

– аналогiчно до випадку диференцiального рiвняння введено поняття

формального розв’язку i доведено, що вiн буде коректно визначеним

тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть фiнiтна;

– отриманi умови iснування i єдиностi розв’язку лiнiйного диференцi-

ального рiвняння 𝑚-того порядку з неоднорiднiстю у виглядi фор-

мального степеневого ряду над кiльцем нормування повного поля ха-

рактеристики нуль з неархiмедовим нормуванням;

– цi умови уточненi для випадку факторiального кiльця, кiльця цiлих

𝑝-адичних чисел i кiльця формальних степеневих рядiв;

– лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку в кiльцi полiномiв

для знайденого розв’язку з кiльця формальних степеневих рядiв за

деяких умов доведено, що якщо його нульовий елемент є полiно-

мом, то i всi iншi також є полiномами. Також отриманий результат

про оцiнку степенiв полiномiв, що дає змогу знаходити полiномiальнi

розв’язки деяких типiв рiвнянь.

3) Знайденi умови iснування та єдиностi розв’язку лiнiйного оператор-

ного рiвняння першого порядку в кiльцi цiлих чисел. Цi умови уточненi

для часткових випадкiв, тобто рiзницевого i диференцiального рiвнянь.

4) У випадку iснування розв’язку для лiнiйних диференцiальних i рi-

зницевих рiвнянь, доведено, що цi розв’язки можна знайти за допомогою

деякого аналога метода Крамера.

Всi результати дисертацiйної роботи наведенi з повними i строгими

математичними доведеннями. Результати мають теоретичний характер та

розширюють наше уявлення про лiнiйнi диференцiальнi та рiзницевi рiв-

няння.
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