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АНОТАЦIЯ

Гончарук А. Б. Алгебраїчнi конструкцiї в лiнiйних диференцiальних

рiвняннях та в теорiї неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь. – Квалiфiка-

цiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика).

– Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2023.

Дисертацiю присвячено вивченню лiнiйних диференцiальних рiвнянь з

неоднорiднiстю у виглядi формального степеневого ряду над комутативни-

ми кiльцями та неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь над комутативними

кiльцями.

Перший роздiл присвячений iсторiї вивчення питань, розглянутих в

дисертацiї. Також там наведено стислий опис конструкцiй, до яких в цiй

роботi будуються аналоги, а також сформульованi вiдомi результати, що

використовуються в подальшому.

У другому роздiлi розглядається наступне лiнiйне диференцiальне

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та неоднорiднiстю у виглядi формаль-

ного степеневого ряду над комутативними кiльцями:

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)

де 𝑓(𝑥) є формальним степеневим рядом, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 i коефiцiєнти формаль-

ного степеневого ряду 𝑓(𝑥) належать деякому комутативному кiльцю 𝐾 з

одиницею, а розв’язок шукається в кiльцi формальних степеневих рядiв з

коефiцiєнтами з 𝐾.

Нас цiкавлять питання єдиностi та iснування розв’язку рiвняння (1), а

також явна формула або метод знаходження цього розв’язку. В дисертацiї

отриманий повний опис ситуацiй, в яких це рiвняння має єдиний розв’язок

у випадку, коли права частина є полiномом. Для вивчення випадку, коли

права частина є формальним степеневим рядом з нескiнченною кiлькiстю
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ненульових коефiцiєнтiв, введений формальний розв’язок цього рiвняння,

який є сумою формальних степеневих рядiв, i доведено що, якщо ця сума

є коректно визначеною, то вона є розв’язком рiвняння (1) (наслiдок 2.1).

Доведено, що формальний розв’язок є коректно визначеним рядом у кiль-

цi 𝐾 з дискретною топологiєю тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть 𝑓(𝑥)

є полiномом. Знайденi умови, за яких формальний розв’язок є коректно

визначеним, якщо кiльце 𝐾 є кiльцем нормування повного поля характе-

ристики нуль з неархiмедовим нормуванням. Таким чином знайденi доста-

тнi умови iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (1) i явний вигляд цього

розв’язку.

Основним результатом роздiлу є наступна теорема.

Теорема (достатня умова iснування i єдиностi розв’язку).Не-

хай 𝐹 повне вiдносно неархiмедового нормування | · | поле характеристики
нуль, 𝐾 – його кiльце нормування, |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

а 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 задовольняють рiвнiсть

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)
−1 = 𝑐0 + 𝑐1𝑠+ 𝑐2𝑠

2 + 𝑐3𝑠
3 + . . . . (2)

Тодi ряд 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) збiгається в 𝐾[[𝑥]] в топологiї покоефiцiєн-

тної збiжностi i його сума є єдиним в 𝐾[[𝑥]] розв’язком рiвняння (1).

Цей результат уточнюється для кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел.

Теорема. Нехай 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z цiлi. Тодi рiвняння (1) має єдиний

розв’язок з Z𝑝[[𝑥]] для будь-якого простого 𝑝, що не є дiльником 𝑎0.

Також у випадку кiльця нормування неархiмедового поля введено спе-

цiальне поняття згортки формального ряду Лорана з вiд’ємними степенями

i формального степеневого ряду.

Означення. Нехай 𝑞𝑖 → 0 в 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]] i 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]]. За

означенням покладемо

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑞𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
.

Побудовано аналог фундаментального розв’язку диференцiального опе-

ратору, тобто доведено, що за умови iснування, розв’язок можна предста-
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вити у виглядi згортки формального ряду Лорана, який залежить тiльки

вiд правої частини рiвняння, з неоднорiднiстю.

Теорема. Припустимо, що виконуються умови теореми про iснуван-

ня i єдинiсть розв’язку рiвняння (1). Тодi єдиний розв’язок з 𝐾[[𝑥]] цього

рiвняння має вигляд 𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥), де ℰ(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!
𝑥𝑘+1 .

Третiй роздiл присвячений вивченню неявних лiнiйних рiзницевих

рiвнянь над комутативними кiльцями виду

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, (3)

де 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 i 𝑓𝑛 для всiх 𝑛 ≥ 0 належать деякому комутативному кiльцю

з одиницею.

Нас цiкавить питання єдиностi i iснування такої послiдовностi елементiв

кiльця 𝐾, яка б задовольняла це рiзницеве рiвняння. Аналогiчно до того,

як це зроблено в попередньому роздiлi, отримано повний опис ситуацiй, в

яких це рiвняння має єдиний розв’язок у випадку, коли права частина є

фiнiтною послiдовнiстю. Для вивчення випадку, коли права частина є не-

фiнiтною, введений формальний розв’язок цього рiвняння i доведено що,

якщо вiн коректно визначений, то вiн є розв’язком рiвняння (3) (наслiдок

3.1). Доведено, що формальний розв’язок є коректно визначеним рядом у

кiльцi 𝐾 з дискретною топологiєю тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть

є фiнiтною. Знайденi умови, за яких формальний розв’язок є коректно ви-

значеним, якщо кiльце 𝐾 є кiльцем нормування поля характеристики нуль

з неархiмедовим нормуванням. Таким чином знайденi достатнi умови iсну-

вання i єдиностi розв’язку рiвняння (3) i явний вигляд цього розв’язку.

Один з основних результатiв цього роздiлу – це наступна теорема.

Теорема (достатня умова iснування i єдиностi розв’язку).Не-

хай 𝐹 повне вiдносно неархiмедового нормування | · | поле характеристики
нуль, 𝐾 – його кiльце нормування, |𝑎0| = 1 та |𝑎𝑖| < 1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, а

𝑐𝑘 ∈ 𝐾 задовольняють рiвнiсть (2). Тодi ряди 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 збiгаються

в кiльцi 𝐾 i послiдовнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3).

Цей результат можна переформулювати для будь-якого повного фа-
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кторiального кiльця, у тому числi кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел i кiльця

формальних степеневих рядiв.

Теорема. Нехай кiльце 𝐾 – факторiальне, поле 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) повне

вiдносно нормування | · |𝑣, всi 𝑎𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 дiляться на 𝑣, а 𝑎0 не

дiлиться на 𝑣. Тодi ряди 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 збiгаються в кiльцi 𝐾, а послi-

довнiсть їх сум є єдиним в 𝐾N0 розв’язком рiвняння (3).

Бiльш детально вивчається рiзницеве рiвняння першого порядку в кiль-

цi полiномiв

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧) + 𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(4)

Для нього уточнений попереднiй результат.

Теорема. Якщо iснує таке 𝑧0, що 𝑏(𝑧0) = 0, а 𝑎(𝑧0) ̸= 0, то або послi-

довнiсть сум формальних степеневих рядiв 𝑤𝑛(𝑧) =
∑︀∞

𝑖=0
𝑏𝑖(𝑧)

𝑎𝑖+1(𝑧)𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 =

0, 1, 2, . . . , є послiдовнiстю полiномiв, що задовольняє рiвняння , або це рiв-

няння не має полiномiального розв’язку.

Наступнi теореми є одними з основних результатiв роздiлу.

Теорема. Нехай 𝑎(𝑧) = 1. Якщо формальний степеневий ряд 𝑤0(𝑧) з є

полiномом, то всi наступнi 𝑤𝑛(𝑧) також є полiномами.

Теорема. Нехай deg 𝑎 < deg 𝑏. Якщо послiдовнiсть полiномiв 𝑤𝑛(𝑧) є

розв’язком рiвняння , то iснує такий номер 𝑘 для якого виконується нерiв-

нiсть deg𝑤𝑘 ≤ deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎.

Четвертий роздiл присвячено бiльш детальному вивченню рiвнянь

першого порядку над кiльцем цiлих чисел. В ньому розглянуто операторне

рiвняння (𝐴𝑤)(𝑥)+𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), де 𝑤(𝑥) ∈ Z[[𝑥]] i оператор𝐴 дiє на кшталт

𝐴(𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥 + 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . ., яке узагальнює

як диференцiальне (якщо 𝛼𝑛 = 𝑛), так i рiзницеве (якщо 𝛼𝑛 = 𝑏) рiвняння

першого порядку. Розглянуто 𝑎-адичну метрику i топологiю, пов’язану з

послiдовнiстю 𝛼𝑛, на кiльцi цiлих чисел i поповнення Z�̂� за цiєю метрикою.

Для розглянутого операторного рiвняння доведено наступнi теореми.

Теорема. Рiвняння (𝐴𝑤)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) має єдиний розв’язок
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𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥)+ (𝐴𝑓)(𝑥)+ (𝐴2𝑓)(𝑥)+ (𝐴3𝑓)(𝑥)+ . . . в Z�̂�[[𝑥]], де ряд в правiй

частинi рiвностi є збiжним в Z�̂�[[𝑥]] в топологiї покоефiцiєнтної збiжностi.

Теорема. Нехай 𝑓 ∈ Z[[𝑥]], 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + . . .. Наступнi

твердження є еквiвалентними:

1. 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑎4𝑓4 + . . . ∈ Z в Z�̂�;

2. Рiвняння 𝐴𝑤 + 𝑓(𝑥) = 𝑤 має розв’язок в Z[[𝑥]].

Наслiдками цiєї теореми є наступнi критерiї, якi i є основними резуль-

татами цього роздiлу.

Теорема. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що
∑︀∞

𝑛=0 𝑛!𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 в Z𝑝 для всiх простих 𝑝.

2. Рiвняння 𝑏𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) має розв’язок з Z[[𝑥]].

Теорема. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Iснує таке 𝑐 ∈ Z, що
∑︀∞

𝑛=0 𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 в Z𝑝 для всiх 𝑝, якi є простими

дiльниками 𝑏.

2. Рiвняння 𝑏𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑤𝑛, 𝑛 ≥ 0 має цiлочисельний розв’язок.

У п’ятому роздiлi лiнiйне диференцiальне i лiнiйне рiзницеве рiвнян-

ня (1) i (3) над кiльцем нормування𝐾 повного неархiмедового поля розгля-

даються у виглядi системи 𝒜w = f , де f = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . .)
⊺. Позначатимемо

𝒜𝑛 матрицю, що отримана з матрицi 𝒜 замiною 𝑛 + 1-ого стовпця на ве-

ктор f . За ∆𝑛,𝑟 позначимо головний кутовий мiнор 𝑟 + 1-го порядку цiєї

матрицi, а за ∆𝑟 – головний кутовий мiнор 𝑟+1-го порядку цiєї матрицi 𝒜.
Нехай визначники нескiнченних матриць знаходяться як наступнi границi

послiдовностей в 𝐾 за нормуванням | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑛 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,𝑟, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Основними результатами роздiлу є наступнi твердження про те, що при

виконаннi умов теорем про єдинiсть i iснування розв’язку, єдиний розв’язок

цих систем можна знаходити за допомогою правила Крамера.
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Теорема. Нехай виконуються умови теореми про iснування i єдинiсть

розв’язку рiвняння (1) i 𝑎0 = 1. Тодi коефiцiєнти єдиного розв’язку рiв-

няння (1) з кiльця 𝐾[[𝑥]] можна знайти за допомогою правила Крамера

𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 = det𝒜𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Теорема. Нехай виконуються умови теореми про iснування i єдинiсть

розв’язку рiвняння (3) i 𝑎0 = 1. Тодi єдиний розв’язок цього рiвняння над

кiльцем 𝐾 можна знайти за допомогою аналога правила Крамера 𝑤𝑛 =
det𝒜𝑛

det𝒜 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Ключовi слова: лiнiйне диференцiальне рiвняння, лiнiйне рiзнице-

ве рiвняння, лiнiйне операторне рiвняння, теореми єдиностi i iснування,

полiноми, формальнi степеневi ряди, цiлочисельнi розв’язки, неархiмедо-

вi поля, кiльця 𝑝-адичних чисел, нескiнченнi лiнiйнi системи, нескiнчен-

нi матрицi, формальнi узагальненi функцiї (розподiли), фундаментальний

розв’язок диференцiального оператора, згортка

ABSTRACT

Anna B. Goncharuk. Algebraic constructions in linear differential equations

and in the theory of implicit linear difference equations. – Qualification scientific

work is as a manuscript.

А thesis on the degree of doctor of philosophy: Specialty 111 – Mathemati-

cs (Mathematics and statistics). – V.N.Karazin Kharkiv National University,

Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2023.

The thesis is devoted to the study of linear differential equations with

inhomogeneity in the form of a formal power series over commutative rings

and implicit linear difference equations over commutative rings

The first chapter is devoted to the history of questions considered. This

section also provides a short description of the structures whose analogs we will

introduce and formulates the known results used in the thesis.

In the second section, we consider the following linear differential equati-

on with constant coefficients and inhomogeneity in the form of a formal power
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series over commutative rings:

𝑎𝑚𝑤
(𝑚)(𝑥) + 𝑎𝑚−1𝑤

(𝑚−1)(𝑥) + . . .+ 𝑎2𝑤
′′(𝑥) + 𝑎1𝑤

′(𝑥) + 𝑎0𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥), (5)

where 𝑓(𝑥) is a formal power series, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 and the coefficients of formal

power series 𝑓(𝑥) belong to some commutative ring 𝐾 with identity, and we are

looking for the solutions from the ring of formal power series with coefficients

from 𝐾.

We are interested in the uniqueness and existence of a solution to (5) and

an explicit formula or method for finding the solution. This thesis provides

a complete description of the situations in which this equation has a unique

solution in the case when the right-hand side is a polynomial. To study the case

when the right-hand side is a formal power series with an infinite number of non-

zero coefficients, a formal solution of this equation is introduced, which is the

sum of formal power series, and it is proved that if this sum is correctly defined,

then it is a solution of the equation (5) (consequence 2.1). It is proved that the

formal solution is a well-defined series in a ring 𝐾 with discrete topology if and

only if the inhomogeneity 𝑓(𝑥) is a polynomial. The conditions under which the

formal solution is correctly defined are found if the ring 𝐾 is the valuation ring

of the complete field of characteristic zero with non-Archimedean valuation.

Therefore, sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution

of the equation (5) and the explicit form of this solution are found.

The main result of this section is the following theorem.

Theorem (sufficient condition for the existence and uniqueness

of the solution). Let 𝐹 be complete with respect to the non-Archimedean

valuation | · | field of characteristic zero, 𝐾 – its valuation ring, |𝑎0| = 1 and

|𝑎𝑖| < 1 for any 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, and 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 satisfy the equality

(𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0)
−1 = 𝑐0 + 𝑐1𝑠+ 𝑐2𝑠

2 + 𝑐3𝑠
3 + . . . . (6)

Then the series 𝑤(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓
(𝑘)(𝑥) converges in 𝐾[[𝑥]] with respect to the

topology of the coefficient-wise convergence. Sum of this series is the unique

solution of (5) in 𝐾[[𝑥]].
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This result is specified for the ring of 𝑝-adic integers.

Theorem. Let 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ Z be integers. Then equation (5) has a

unique solution in Z𝑝[[𝑥]] for any prime 𝑝, that is not a divisor of 𝑎0.

Also, in the case of the valuation ring of a non-Archimedean field, we

introduce a special notion of convolution of the formal Laurent series with

only negative degrees and the formal power series.

Definition. Let 𝑞𝑖 → 0 in 𝐾, 𝑄 =
∑︀∞

𝑘=1
𝑞𝑘
𝑥𝑘 ∈ 1

𝑥𝐾[[ 1𝑥 ]], and 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑥]].

By definition, put

(𝑄 * 𝑓)(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑞𝑖+1
𝑓 (𝑖)(𝑥)

𝑖!
.

An analog of the fundamental solution of a differential operator is

constructed, i.e., it is proved that if the solution exists, it can be represented as a

convolution of the formal Laurent series, which depends only on the right-hand

side of the equation, with inhomogeneity.

Theorem. Assume that the conditions of the existence and uniqueness

theorem for the equation (5) are hold. Then the unique solution in𝐾[[𝑥]] of this

equation could be written as 𝑤(𝑥) = (ℰ * 𝑓)(𝑥), where ℰ(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘
(−1)𝑘𝑘!
𝑥𝑘+1 .

The third section is devoted to the study of implicit linear difference

equations over commutative rings

𝑎𝑚𝑤𝑛+𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑤𝑛+𝑚−1 + . . .+ 𝑎0𝑤𝑛 = 𝑓𝑛, (7)

where 𝑎0, . . . , 𝑎𝑚 and 𝑓𝑛 for all 𝑛 ≥ 0 belong to some commutative ring with

identity.

We are interested in the uniqueness and existence of a sequence of elements

of the ring 𝐾 that satisfies this difference equation. Similarly to what was

done in the previous section, we obtain a complete description of situations

in which this equation has a unique solution in the case when the right-hand

side is a finite sequence. To study the case when the right-hand side is infinite,

a formal solution of this equation is introduced, and it is proved that if it is

correctly defined, then it is a solution of the equation (7) (consequence 3.1). It is
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proved that the formal solution is a well-defined series in a ring 𝐾 with discrete

topology if and only if the inhomogeneity is fifnite. The conditions under which

the formal solution is correctly defined are found if the ring 𝐾 is the valuation

ring of the complete field of characteristic zero with non-Archimedean valuation.

Therefore, sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution

of the equation (7) and the explicit form of this solution are found.

One of the main results of this section is the following theorem.

Theorem (sufficient condition for the existence and uniqueness

of the solution). Let 𝐹 be a complete with respect to the non-Archimedean

valuation | · | field of the characteristic zero, 𝐾 – its valuation ring, |𝑎0| = 1 and

|𝑎𝑖| < 1 for all 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, and 𝑐𝑘 ∈ 𝐾 satisfy the equality (6). Then the series

𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 converge in 𝐾 and the sequence of sums of these series is

the unique in 𝐾N0 solution of (7).

This result can be reformulated for any complete factorial ring, including

rings of 𝑝-adic numbers and rings of formal power series.

Theorem. Suppose the ring 𝐾 is factorial, the field 𝐹 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝐾) is

complete with respect to the valuation | · |𝑣, all 𝑎𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 are divisible by

𝑣, and 𝑎0 is not divisible by 𝑣. Then the series 𝑤𝑛 =
∑︀∞

𝑘=0 𝑐𝑘𝑓𝑛+𝑘 converge in

the ring 𝐾, and the sequence of their sums is the unique in 𝐾N0 solution of (7).

The first-order difference equation in the ring of polynomials

𝑏(𝑧)𝑤𝑛+1(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑤𝑛(𝑧)+𝑓𝑛(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑎(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾[𝑧], 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (8)

is studied in more detail. The previous result is specified for it.

Theorem. If there exists 𝑧0 such that 𝑏(𝑧0) = 0, and 𝑎(𝑧0) ̸= 0, then either

the sequence of sums of formal power series 𝑤𝑛(𝑧) =
∑︀∞

𝑖=0
𝑏𝑖(𝑧)

𝑎𝑖+1(𝑧)𝑓𝑛+𝑖(𝑧), 𝑛 =

0, 1, 2, . . . , is a polynomial solution of the equation (8) or this equation has no

polynomial solution.

The following theorems are some of the main results of the chapter.

Theorem. Let 𝑎(𝑧) = 1. If the formal power series 𝑤0(𝑧) is polynomial,

then all other 𝑤𝑛(𝑧) also are polynomials.

Theorem. Let deg 𝑎 < deg 𝑏. If the sequence of polynomials 𝑤𝑛(𝑧) is a
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solution of the equation (8), then there exists number 𝑘 for that the inequality

deg𝑤𝑘 ≤ deg 𝑓𝑘 − deg 𝑏+ deg 𝑎 holds.

The fourth section is devoted to a more detailed study of first-order

equations over a ring of integers. It considers the operator equation (𝐴𝑤)(𝑥) +

𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥), where 𝑤(𝑥) ∈ Z[[𝑥]] and the operator 𝐴 acts as follows 𝐴(𝑤0 +

𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + . . .) = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2𝑥 + 𝛼3𝑤3𝑥

2 + . . ., which generalizes both a

differential (if 𝛼𝑛 = 𝑛) and a difference (if 𝛼𝑛 = 𝑏) equation of the first order.

We consider the 𝑎-adic metric and topology associated with the sequence 𝛼𝑛

on the ring of integers and the completion of Z�̂� by this metric. The following

theorems are proved for the considered operator equation.

Theorem. The equation (𝐴𝑤)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) has a unique solution

𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥)+(𝐴𝑓)(𝑥)+(𝐴2𝑓)(𝑥)+(𝐴3𝑓)(𝑥)+ . . . in Z�̂�[[𝑥]], where the series

on the right-hand side of the equality is convergent in Z�̂�[[𝑥]] with respect to

the topology of coefficient-wise convergence.

Theorem. Suppose 𝑓 ∈ Z[[𝑥]], 𝑓(𝑥) = 𝑓0+𝑓1𝑥+𝑓2𝑥
2+ . . .. The following

statements are equivalent:

1. 𝑓0 + 𝛼1𝑓1 + 𝛼1𝛼2𝑓2 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑓3 + 𝛼1𝛼2𝛼3𝑎4𝑓4 + . . . ∈ Z in Z�̂�;

2. The equation 𝐴𝑤 + 𝑓(𝑥) = 𝑤 has a solution in Z[[𝑥]].

The consequences of this theorem are the following criteria, which are the

main results of this section.

Theorem. The following statements are equivalent:

1. There exists 𝑐 ∈ Z such that
∑︀∞

𝑛=0 𝑛!𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 in Z𝑝 for all prime 𝑝.

2. The equation 𝑏𝑤′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑤(𝑥) has a solution in Z[[𝑥]].

Theorem. The following statements are equivalent:

1. There exists 𝑐 ∈ Z such that
∑︀∞

𝑛=0 𝑏
𝑛𝑓𝑛 = 𝑐 in Z𝑝 for all prime divisors

of 𝑏.

2. The equation 𝑏𝑤𝑛+1 + 𝑓𝑛 = 𝑤𝑛, 𝑛 ≥ 0 has an integer solution.
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In the fifth section, the linear differential and linear difference equations

(5) and (7) over the valuation ring 𝐾 of a complete non-Archimedean field are

considered as the system 𝒜w = f , where f = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . .)
⊺. Let us denote by

𝒜𝑛 the matrix obtained from matrix 𝒜 by replacing the 𝑛 + 1th column with

the vector f . We denote by ∆𝑛,𝑟 the principal corner minor of the 𝑟+1th order

of this matrix, and by ∆𝑟the principal corner minor of the 𝑟+1th order of this

matrix 𝒜. Suppose that the determinants of infinite matrices are the following
limits in 𝐾 with respect to the valuation | · |:

det𝒜 = lim
𝑟→∞

∆𝑟, det𝒜𝑛 = lim
𝑟→∞

∆𝑛,𝑟, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

The main results of the chapter are the following statements: under the

conditions of the uniqueness and existence theorems, the unique solution of

these systems can be found using Cramer’s rule.

Theorem. Let the conditions of the existence and uniqueness theorem for

the solution of (5) hold and 𝑎0 = 1. Then the coefficients of the unique solution

of (5) in the ring 𝐾[[𝑥]] can be found using Cramer’s rule 𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 =

det𝒜𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Theorem. Let the conditions of the existence and uniqueness theorem

for the solution of (7) hold and 𝑎0 = 1. Then the unique solution of this

equation over the ring 𝐾 can be found by using an analog of Cramer’s rule

𝑤𝑛 = det𝒜𝑛

det𝒜 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
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