
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна

Мiнiстерство освiти i науки України

Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису

Булахов Микита Сергiйович
(Прiзвище Iм’я по батьковi здобувача)

УДК 530.145 + 536.775 + 539.186.3

ДИСЕРТАЦIЯ

«РОЛЬ НЕЛОКАЛЬНОЇ ВЗАЄМОДIЇ В УЛЬТРАХОЛОДНИХ

БОЗЕ-ГАЗАХ З УРАХУВАННЯМ СПIНОВИХ СТУПЕНIВ

СВОБОДИ»

Cпецiальнiсть 105 – «Прикладна фiзика i наноматерiали»

(Галузь знань 10 – Природничi науки)

Подається на здобуття ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело.

М.С. Булахов
(iнiцiали та прiзвище здобувача)

Науковий керiвник: Cлюсаренко Юрiй Вiкторович, доктор

фiзико-математичних наук, професор, академiк НАН України

Харкiв – 2023



2

АНОТАЦIЯ

Булахов М.С. Роль нелокальної взаємодiї в ультрахолодних бозе-

газах з урахуванням спiнових ступенiв свободи. — Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 105 –

Прикладна фiзика i наноматерiали (Галузь знань 10 – Природничi науки).

— Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2023.

Дисертацiя присвячена дослiдженню впливу нелокальностi взаємодiї:

по-перше, на термодинамiчнi характеристики слабковзаємодiйного бозе-газу

як у верхньому околi температури переходу (вище, але близько до неї) до

стану з бозе-ейнштейнiвським конденсатом (БЕК), так i в станi з БЕК за

нульової температури; по-друге, на ефекти, пов’язанi зi спiном, а також на

структуру спектру одночастинкових збуджень слабковзаємодiйного бозе-газу

атомiв з повним нульовим або одиничним спiном в станi з БЕК за нульової

температури.

Роздiл 1 присвячено викладанню матерiалу, який склав основу й послу-

гував точкою вiдлiку дослiджень здобувача, а саме: термодинамiчної теорiї

збурень, теорiї Боголюбова слабковзаємодiйного бозе-газу й узагальнення

канонiчних перетворень Боголюбова.

Роздiл 2 присвячено побудовi термодинамiки бозе-газу в верхньому

околi температури фазового переходу до стану з БЕК iз урахуванням попра-

вок першого i другого порядку за взаємодiєю до основних термодинамiчних

величин. Теоретичний опис побудований у рамках термодинамiчної теорiї

збурень. Результати проаналiзовано за допомогою чисельних методiв для

локальної й нелокальної моделей потенцiйної взаємодiї.

У роздiлi 3 аналiзується система рiвнянь, яка дає змогу визначити такi

термодинамiчнi характеристики слабковзаємодiйного ультрахолодного бозе-

газу атомiв iз повним нульовим спiном у станi з БЕК, як: хiмiчний потенцiал i
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густину частинок конденсату. Означена система рiвнянь враховує внесок вiд

квадратичних за операторами народження й знищення доданкiв i дозволяє

дослiджувати систему для низки модельних потенцiалiв нелокальної взає-

модiї. Повний аналiз проведено з використанням чисельних методiв для двох

нелокальних моделей потенцiалу взаємодiї: модель пiвпрозорих сфер i модель

з профiлем гаусового (нормального) розподiлу.

У роздiлi 4 вивчається термодинамiка й магнiтнi властивостi всiх

можливих станiв БЕК у бозе-газi частинок зi спiном S = 1 за наявностi зов-

нiшнього магнiтного поля. На вiдмiну вiд попереднiх дослiджень спiнорних

конденсатiв мiжатомна взаємодiя вважається нелокальною. У цьому випадку

вiдповiдний гамiльтонiан будується з урахуванням спiнових i квадрупольних

ступенiв свободи, якi елегантно вводяться на рiвних правах крiзь призму

алгебри SU(3). Зв’язок iз зовнiшнiм магнiтним полем забезпечується за допо-

могою як спiнового оператора (лiнiйний ефект Зеемана), так i за допомогою

оператора квадрупольного моменту (квадратичний ефект Зеемана).

Наукова новизна дисертацiйної роботи полягає у таких її результатах:

1. застосовано термодинамiчну теорiю збурень для обчислення поправок

першого й другого порядку за взаємодiєю до термодинамiчних величин:

тиску, хiмiчного потенцiалу, ентропiї й теплоємностi за сталого об’єму —

котрi характеризують слабковзаємодiйний бозе-газ атомiв iз повним нульовим

спiном у верхньому околi температури переходу в стан з БЕК;

2. вдосконалено алгоритм обчислення середнiх за теоремою Вiка-Блоха-

Домiнiсiса за допомогою введення понять матрицi й визначника Вiка;

3. показано, що вплив нелокальностi взаємодiї на характеристики слаб-

ковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим спiном у верхньому

околi температури переходу в стан iз БЕК незначний, а, отже, припущення

контактностi взаємодiї пiд час опису зазначеної системи є достатнiм;

4. для слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим спiном

у станi з БЕК розв’язана система рiвнянь, що визначає хiмiчний потенцiал

i густину частинок конденсату за нульової температури, з урахуванням
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внеску квадратичних за операторами народження i знищення доданкiв та

використанням низки модельних потенцiалiв нелокальної взаємодiї;

5. показано, що внесок квадратичних доданкiв, згаданих вище, може бути

такий самий за порядком величини, як i тих доданкiв, якi походять з c-

числової частини гамiльтонiану;

6. продемонстровано, що внесок квадратичних членiв у хiмiчний по-

тенцiал призводить, загалом, до енергетичної щiлини в одночастинковому

енергетичному спектрi збуджень;

7. знайдено й дослiджено новий режим стану з порушеною осьовою

симетрiєю слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним одиничним спiном;

8. побудовано для згаданого режиму дiаграму магнiтних станiв, яка

заснована на їхнiй намагнiченостi;

9. в рамках теорiї збурень для магнiтного стану БЕК iз порушеною осьо-

вою симетрiєю в слабковзаємодiйному бозе-газi атомiв iз повним одиничним

спiном отримано енергетичний спектр одночастинкових збуджень за нульо-

вої температури й з урахуванням поправок, що спричиненi нелокальнiстю

взаємодiї.

Щодо практичного значення отриманих результатiв, то передусiм вони,

як можна зрозумiти з теми дисертацiї, допомагають сформувати розумiння

того, наскiльки значною є роль нелокальної взаємодiї з точки зору впливу

на фiзичнi властивостi ультрахолодного бозе-газу. Зокрема, деякi характери-

стики однiєї й тiєї ж бозе-системи залежно вiд того, чи знаходиться вона в

станi з БЕК, чи нi, можуть як досить суттєво змiнювати свою теоретично

передбачувану поведiнку, так i майже не зазнавати якiсних змiн унаслiдок

нелокальностi взаємодiї, вiдповiдно. Вочевидь, такий факт є важливим не

тiльки пiд час планування експериментальних дослiджень, а й пiд час

тлумачення їхнiх результатiв.

Окремо слiд звернути увагу на вдосконалення алгоритму пiдрахунку

середнiх за теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса. Цей результат стане в нагодi

будь-кому, хто стикнеться з необхiднiстю пiдрахунку середнiх за згаданою
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теоремою. Саме тому таке вдосконалення має стати бажаним доповненням до

курсу кiнетичної теорiї газоподiбних систем, фiзики систем багатьох частинок

тощо, якi викладаються студентам вiдповiдних спецiальностей.

Пiдґрунтям для подальших теоретичних й експериментальних дослi-

джень також можуть стати такi питання: експериментальне пiдтвердження

передбаченого режиму стану з порушеною осьовою симетрiєю, щiлин в отри-

маних спектрах одночастинкових збуджень; подальшi дослiдження системи

рiвнянь, яка визначає хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату

слабковзаємодiйного бозе-газу, а також iнших термодинамiчних характери-

стик (ентропiї, питомої теплоємностi за сталого об’єму тощо) за ненульової

температури.

Загалом, результати роботи є корисними для вивчення таких макро-

скопiчних явищ у квантових системах, як: надплиннiсть, надпровiднiсть,

надплиннiсть кристалу тощо — оскiльки явище БЕК стоїть за ними.

Ключовi слова: квантова система, ультрахолодний бозе-газ, бозе-

ейнштейнiвський конденсат, фазовий перехiд, термодинамiка, енергетичний

спектр, теорiя Боголюбова, теорiя збурень, хiмiчний потенцiал, спiн, надплин-

нiсть, надпровiднiсть, магнiтне поле, магнiтна властивiсть, чисельний метод.

ABSTRACT

Bulakhov M.S. The role of non-local interaction in ultracold Bose gases with

consideration of spin degrees of freedom. Qualification scholarly paper: a

manuscript.

Thesis submitted for obtaining the Doctor of Philosophy in Natural Sciences,

Speciality 105 – Applied physics and nanomaterials. – V.N. Karazin Kharkiv

National University, Kharkiv, 2023.

The dissertation is devoted to studing the effect of the nonlocality of

interaction on: first, thermodynamic quantities of a weakly interacting Bose gas

both in the upper neighbourhood of the transition temperature (higher, but close

to it) to the state with Bose-Einstein condensate (BEC) and in the state with



6

BEC at zero temperature; second, spin-related effects and the structure of the

single-particle excitation spectrum of a weakly interacting Bose gas of spinless or

spin-1 atoms with BEC at zero temperature.

Chapter 1 deals with the presentation of the basic approaches and the

reference point of the author’s research: thermodynamic perturbation theory,

Bogoliubov theory of a weakly interacting Bose gas, and generalization of

Bogoliubov canonical transformation.

Chapter 2 is devoted to the constructing thermodynamics of a Bose gas in

the upper neighbourhood of the phase transition temperature to the state with

BEC taking into account the first and second order corrections in interaction to

the main thermodynamic quantities. The theoretical description is based on the

thermodynamic perturbations theory. The results are analyzed by using numerical

methods for local and non-local models of the interaction potential.

Chapter 3 analyzes the system of equations that allows one to determine

such thermodynamic characteristics of a weakly interacting ultracold Bose gas of

spinless atoms with BEC as chemical potential and condensate particles density.

It involves the contribution of quadratic terms in the creation and annihilation

operators and enables to study the system for a number of model non-local

interaction potentials. The complete analysis was carried out by employing the

numerical methods for two models of non-local interaction potential: a model of

semitransparent spheres and a model with Gauss (normal) distribution profile.

In Chapter 4 the author explores thermodynamics and magnetic properties

of all possible magnetic states of a Bose gas of spin-1 atoms with BEC in the

presence of an external magnetic field. In contrast to previous studies of spinor

condensates, the interatomic interaction is considered to be non-local. In this

case, the corresponding Hamiltonian must be constructed taking into account the

spin and quadrupole degrees of freedom, which are elegantly introduced on an

equal footing through the prism of the SU(3) algebra. The coupling with the

external magnetic field is provided both by the spin operator (the linear Zeeman

effect) and by the quadrupole moment operator (the quadratic Zeeman effect).
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The scientific novelty of the dissertation consists in its following results:

1. the author employed the thermodynamic perturbation theory to compute

the first and second order corrections in interaction to the following thermody-

namic quantities: pressure, chemical potential, entropy, and heat capacity at

constant volume, which characterize a weakly interacting Bose gas of spinless

atoms in the upper neighbourhood of the phase transition temperature to the

state with BEC;

2. the author improved the algorithm to find the averages according to the

Wick-Bloch-Dominisis theorem by introducing the concepts of the Wick matrix

and determinant;

3. the author showed that the effect of the non-locality of interaction on the

thermodynamics quantities of a weakly interacting Bose gas of spinless atoms in

the upper neighbourhood of the phase transition temperature to the state with

BEC is insignificant, and, therefore, it is sufficient to assume that the interaction

as a contact one when describing the specified system;

4. for a number of model non-local interaction potentials, the author solved the

system of equations which determines the chemical potential and the condensate

density of a weakly interacting Bose gas of spinless atoms with BEC up to

quadratic terms in the creation and annihilation operators.

5. the author showed that the contribution of the quadratic terms mentioned

above can be of the same order of magnitude as those that originate from the

c-number part of the Hamiltonian;

6. the author demonstrated that the contribution of the quadratic terms to

the chemical potential leads, in general, to a gap in the energy spectrum of single-

particle excitation;

7. the author found and studied the new regime of the broken-axisymmetry

state of a weakly interacting Bose gas of spin-1 atoms with BEC;

8. the author constructed the diagram of magnetic states with the foregoing

regime in terms of their magnetization;

9. within the pertubation theory the author obtained the energy spectrum of
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single-particle excitation for the broken-axisymmtery state of a weakly interacting

Bose gas of spin-1 atoms with BEC in a magnetic field at zero temperature taking

into account the corrections caused by the interaction nonlocality.

As for the practical importance of the obtained results, first of all, as

can be understood from the dissertation topic, they help to form the insight

of how significant is the role of non-local interaction when describing the physical

properties of ultracold Bose gas. In particular, due to the nonlocality of

interaction, the physical characteristics of the same Bose system can either change

their theoretically predicted behaviour quite significantly or undergo almost no

qualitative changes depending on whether it is in a state wuth BEC or not,

respectively. Obviously, this fact is important not only when planning an

experimental study but also when interpreting its results.

In addition, it is worth stressing the result associated with the improved al-

gorithm for averages computing according to the Wick-Bloch-Dominicis theorem.

It will be helpful to anyone who deals with the indicated problem. Therefore, the

obtained result should be an apt addition to the course of the kinetic theory of

gaseous systems, physics of many-body systems, etc., which are taught to students

of the relevant specialties.

The following issues can also become the basis for further theoretical and

experimental study: experimental confirmation of the predicted regime of the

broken-axisymmetry state and experimental evidence of the energy gap in the

single-particle excitation spectra; the further analysis of the system of equations

that determines the chemical potential and the condensate particles density of

a weakly interacting Bose gas at finite temperature as well as the computation

of other thermodynamic quantities (entropy, specific heat capacity at constant

volume, etc.).

In general, the obtained results are useful for studying such macroscopic

phenomena in quantum systems as superfluidity, superconductivity, supersolidity,

etc., since their nature is closely related to BEC.

Key words: quantum system, ultracold Bose gas, Bose-Einstein condensate,
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phase transition, thermodynamics, energy spectrum, Bogoliubov theory, pertur-

bation theory, chemical potential, spin, superfluidity, superconductivity, magnetic

field, magnetic property, numerical method.
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ВСТУП

Вже майже три десятилiття вивчення фiзичних властивостей кванто-

вих бозе-газiв є предметом iнтенсивних теоретичних i експериментальних

дослiджень [1–4]. Такий iнтерес обумовлено експериментальною реалiзацiєю

конденсацiї Бозе-Ейнштейна (БЕК) у розрiджених атомних газах лужних

металiв [5–7] завдяки методам лазерного охолодження та захоплення ней-

тральних атомiв. Тепер ультрахолоднi атомнi гази забезпечують чудовi

можливостi для вивчення й моделювання рiзних ефектiв i явищ у квантових

багаточастинкових системах. Зокрема, ультрахолоднi високоспiновi гази з

БЕК дозволяють проводити дослiдження рiзних магнiтних станiв i вiдповiд-

них фазових переходiв [8, 9]. Унiкальнiсть таких систем полягає в тому, що

вони демонструють одночасний прояв надплинних i магнiтних властивостей.

Першi теоретичнi дослiдження [10–13] так званих спiнорних конденсатiв

стимулювалися оптичним захопленням атомiв натрiю [14], за якого атоми

захоплюються незалежно вiд орiєнтацiї їх спiну.

Теоретичний опис БЕК зазвичай базується на оригiнальнiй мiкроско-

пiчнiй теорiї Боголюбова [15] або нелiнiйному залежному вiд часу рiвняннi

Гросса-Пiтаєвського [16,17]. Обидва пiдходи застосовнi для розрiджених слаб-

ковзаємодiйних бозе газiв i описують, вiдповiдно, їх однорiднi i неоднорiднi

стани за нульової температурi. Хоча пiдхiд Гросса-Пiтаєвського виявився

вдалим iнструментом у описi неоднорiдних структур, що мають вiдношення

до експериментiв (наприклад, вихри, солiтони, профiлi густини i дихальнi

режими [1, 2, 18]), специфiчна мiкроскопiчна теорiя Боголюбова має бiльш

сувору математичну постановку i добре виправдана з точки зору статистичної

фiзики. Остання також узагальнена для вивчення рiвноважних просторово-

неоднорiдних станiв (перiодичних структур) [19], виведення кiнетичних рiв-

нянь для функцiї розподiлу квазiчастинок i густини конденсату [20, 21],

а також гiдродинамiчного рiвняння надплинної рiдини [22–24]. Крiм того,

паралельно з бозонною версiєю Хартрi-Фока-Боголюбова та Ф-орiєнтованими
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наближеннями [4] були розробленi iншi схеми для опису фази БЕК, що не

пов’язанi з формалiзмом c-чисел (див. [25–31]).

Експерименти пiдтвердили ряд передбачень, зроблених теорiєю слаб-

ковзаємодiйного бозе-газу з конденсатом, розробленою Боголюбовим [15,32].

Це була чи не перша теорiя, де при описi ефектiв взаємодiї необхiдно було

по сутi вiдмовитись вiд методiв стандартного термодинамiчного пертурбатив-

ного пiдходу через появу розбiжних доданкiв у рядi термодинамiчної теорiї

збурень за малих значеннь iмпульсу. Водночас теорiя Боголюбова мiстить

неаналiтичнiсть у взаємодiї [33], яка не дозволяє здiйснювати послiдовне

розкладення за взаємодiєю, як у стандартному термодинамiчному пертур-

бативному пiдходi. Ще одним слабким мiсцем є те, що вона справедлива за

надзвичайно низької температури, близької до абсолютного нуля.

У фiзицi холодних атомних газiв широко використовується наближення

довжини s-розсiювання, коли Фур’є-образ реальної мiжатомної взаємодiї

замiнюється сталою величиною [1,2,18]. Незважаючи на те, що це наближення

є дiйсно потужним iнструментом для опису ефектiв взаємодiї, воно має низку

слабких мiсць. Зокрема, пiд час спроби обчислити хiмiчний потенцiал або

енергiю основного стану у рамках пiдходу Боголюбова [15] з урахуванням

вiдповiдних доданкiв з квадратичної частини усiченого гамiльтонiана виника-

ють розбiжностi вiдповiдних iнтегралiв при великих iмпульсах. Для усунення

цiєї розбiжностi необхiдна певна процедура перенормування, застосована до

членiв другого порядку за операторами створення i знищення [1, 2, 18] та

членiв вищого порядку також [34]. Виникнення розбiжностi пов’язане з тим,

що наближення довжини розсiювання нехтує нелокальним характером мiж-

частинкової взаємодiї, який, тим не менш, завжди їй притаманний. Зокрема,

для спiнорних конденсатiв це наближення не вiдтворює повну структуру

одночастинкового спектра збудження [35]. Роль нелокальної взаємодiї у

фiзицi ультрахолодних бозе- i фермi-газiв нещодавно обговорювалася у [36–

39]. Крiм того, застосовнiсть наближення довжини s-розсiювання обмежена

вибором потенцiалу взаємодiї. Дiйсно, якщо взаємодiя V ∝ r−n, тодi для
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n > 3 це наближення пiдходить.

Зазвичай теоретичний опис спiнорних конденсатiв базується на гамiль-

тонiанi взаємодiї з константами зв’язку, параметризованими s-хвильовими

довжинами розсiювання [10–12]. У цьому випадку попарний багаточастинко-

вий гамiльтонiан атомiв зi спiном 1 визначається двома довжинами розсiю-

вання a0 i a2, що вiдповiдають зiткненням двох атомiв iз загальним спiном

S = 0, 2. Таким чином, вiн мiстить два члени взаємодiї: перший не залежить

вiд операторiв спiну, а другий член є бiлiнiйним щодо них. З урахуванням

лiнiйного i квадратичного ефекту Зеемана цей гамiльтонiан породжує феро-

магнiтний, квадруполярний (полярний), парамагнiтний (антиферомагнiтний)

стани та стан з порушеною осьовою симетрiєю [8, 9]. На вiдмiну вiд iнших

магнiтних станiв, стан з порушеною осьовою симетрiєю реалiзується лише

для системи, в якiй має мiсце лiнiйний i квадратичний ефекти Зеемана

водночас. Для конкретних режимiв магнiтних полiв це було дослiджено як

теоретично [40], так i експериментально [41–43].

Слiд звернути увагу, що бiльшiсть теоретичних дослiджень були зосе-

редженi на температурному режимi, значно нижчому за перехiд до стану з

БЕК [1–4], а окiл самої температури переходу в слабковзаємодiйних бозе-

газах набагато менш вивчений. Зокрема, iснуючi теоретичнi пiдходи не

дають однозначної вiдповiдi на основнi питання, наприклад: як критична

температура залежить вiд амплiтуди потенцiалу взаємодiї або як розвива-

ються термодинамiчнi величини вище температури переходу в порiвняннi з

iдеальними бозе-газами.

Мета дослiдження — дослiдити вплив нелокальностi взаємодiї на

термодинамiчнi характеристики слабковзаємодiйного бозе-газу як у верх-

ньому околi температури переходу (вище, але близько до неї) до стану з

БЕК, так i в станi з БЕК за нульової температури; крiм того, дослiдити

вплив нелокальностi взаємодiї на ефекти, пов’язанi зi спiном, а також на

структуру спектру одночастинкових збуджень слабковзаємодiйного бозе-газу

атомiв з повним нульовим або одиничним спiном в станi з БЕК за нульової
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температури.

Завдання дослiдження:

— побудувати термодинамiку слабковзаємодiйного бозе-газу для верхньо-

го околу температури переходу в стан з БЕК, загалом вважаючи взаємодiю

нелокальною;

— порiвняти за припущення локальної та нелокальної взаємодiй темпе-

ратурнi залежностi термодинамiчних величин: тиску, хiмiчного потенцiалу,

ентропiї i теплоємностi за сталого об’єму — котрi характеризують слабковза-

ємодiйний бозе-газ у верхньому околi температури переходу в стан з БЕК;

— проаналiзувати аналiтично i чисельно спектр одночастинкових збу-

джень i термодинамiчнi величини: хiмiчний потенцiал, густину частинок в

конденсатi i густину термодинамiчного потенцiалу — якi характеризують

слабковзаємодiйний бозе-газ атомiв з повним спiном нуль в станi з БЕК за

нульової температури, вважаючи взаємодiю нелокальною;

— з’ясувати вплив рiзних модельних потенцiалiв взаємодiї на структуру

спектра одночастинкових збуджень i термодинамiчнi характеристики слаб-

ковзаємодiйного бозе-газу атомiв з повним нульовим спiном в станi з БЕК за

нульової температури;

— побудувати, вважаючи взаємодiю нелокальною, гамiльтонiан слабковза-

ємодiйного бозе-газу атомiв з повним спiном один у зовнiшньому магнiтному

полi за нульової температури, який би повною мiрою враховував внесок вiд

iндукованих спiном атома ступенiв свободи: власне спiнових i квадрупольних;

— отримати вектори всiх можливих магнiтних станiв i вiдповiднi залежно-

стi термодинамiчних величин: хiмiчного потенцiалу, густини термодинамiчно-

го потенцiалу та намагнiченостi — що характеризують слабковзаємодiйний

бозе-газ атомiв з повним одиничним спiном у зовнiшньому магнiтному полi

в станi з БЕК за нульової температури, котрий описується гамiльтонiаном,

отриманим в попереднiй позицiї;

— дослiдити структуру гiлок спектру одночастинкових збуджень в станi

з порушеною осьовою симетрiєю й, особливо, вплив нелокальностi взаємодiї
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на неї;

— встановити умови стабiльностi знайдених магнiтних станiв i значень

параметрiв зовнiшнього магнiтного поля, за яких можливий перехiд iз одного

магнiтного стану в iнший;

— побудувати дiаграму магнiтних станiв слабковзаємодiйного бозе-газу

атомiв з повним спiном один у зовнiшньому магнiтному полi в станi з БЕК

за нульової температури, спираючись на результат, отриманий в попереднiй

позицiї.

Об’єкт дослiдження — слабковзаємодiйний бозе-газ атомiв з повним

спiном нуль або один як у верхньому околi температури переходу в стан з

БЕК, так i в станi з БЕК за нульової температури.

Предмет дослiдження — вплив нелокальностi взаємодiї на термоди-

намiчнi характеристики слабковзаємодiйного бозе-газу як у верхньому околi

температури переходу в стан iз БЕК, так i в станi з БЕК за нульової темпера-

тури; окремо, вплив нелокальностi взаємодiї на ефекти, пов’язанi зi спiном, а

також на структуру спектру одночастинкових збуджень слабковзаємодiйного

бозе-газу атомiв з повним нульовим або одиничним спiном у станi з БЕК за

нульової температури.

Методи дослiдження:

— вторинне квантування для побудови гамiльтонiанiв i операторiв термо-

динамiчних величин, що характеризують дослiджуванi бозе-системи;

— термодинамiчна теорiя збурень для побудови термодинамiки слабковза-

ємодiйного бозе-газу в верхньому околi температури переходу в стан з БЕК;

— теорема Вiка-Блоха-Домiнiсiса для обчислення поправок в рамках

термодинамiчної теорiї збурень;

— теорiя Боголюбова слабковзаємодiйного бозе-газу в станi з БЕК для

опису вiдповiдних систем з нульовим i одиничним повним спiном атомiв;

— канонiчнi перетворення Боголюбова для дiагоналiзацiї гамiльтонiану,

що описує слабковзаємодiйний бозе-газ у станi з БЕК, i здобуття спектрiв

одночастинкових збуджень;
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— низка алгебраїчних методiв: часткове диференцiювання, iнтегрування,

обчислення визначникiв матриць, розкладання функцiй в ряд Тейлора,

пошук власних значень i векторiв матрицi, метод простої iтерацiї для пошуку

розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь i поправок до величин в рамках

термодинамiчної теорiї збурень;

— низка чисельних методiв: чисельне iнтегрування з використанням алго-

ритму Гауса-Кронрода; чисельне диференцiювання за двоточковим алгори-

тмом.

Наукова новизна отриманих результатiв:

1. уперше застосовано термодинамiчну теорiю збурень для обчислення

поправок першого й другого порядку за взаємодiєю до термодинамiчних

величин: тиску, хiмiчного потенцiалу, ентропiї й теплоємностi за сталого

об’єму — котрi характеризують слабковзаємодiйний бозе-газ атомiв iз повним

нульовим спiном у верхньому околi температури переходу в стан з БЕК;

2. уперше вдосконалено алгоритм обчислення середнiх за теоремою Вiка-

Блоха-Домiнiсiса за допомогою введення понять матрицi й визначника Вiка;

3. уперше показано, що вплив нелокальностi взаємодiї на характеристики

слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим спiном у верхньому

околi температури переходу в стан iз БЕК незначний, а, отже, припущення

контактностi взаємодiї пiд час опису зазначеної системи є достатнiм;

4. уперше для слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим

спiном у станi з БЕК розв’язана система рiвнянь, що визначає хiмiчний потен-

цiал i густину частинок конденсату за нульової температури, з урахуванням

внеску квадратичних за операторами народження i знищення доданкiв та

використанням низки модельних потенцiалiв нелокальної взаємодiї;

5. уперше показано, що внесок квадратичних доданкiв, згаданих вище,

може бути такий самий за порядком величини, як i тих доданкiв, якi походять

з c-числової частини гамiльтонiану;

6. уперше продемонстровано, що внесок квадратичних членiв у хiмiчний

потенцiал призводить, загалом, до енергетичної щiлини в одночастинковому
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енергетичному спектрi збуджень;

7. уперше знайдено й дослiджено новий режим стану з порушеною осьо-

вою симетрiєю слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним одиничним

спiном;

8. уперше побудовано для згаданого режиму дiаграму магнiтних станiв,

яка заснована на їхнiй намагнiченостi;

9. уперше в рамках теорiї збурень для магнiтного стану БЕК iз пору-

шеною осьовою симетрiєю в слабковзаємодiйному бозе-газi атомiв iз повним

одиничним спiном отримано енергетичний спектр одночастинкових збуджень

за нульової температури й з урахуванням поправок, що спричиненi нелокаль-

нiстю взаємодiї.

Особистий внесок здобувача. Роботи, покладенi в основу дисертацiї,

виконано в спiвавторствi. В роботi [44] здобувач вдосконалив алгоритм

обчислення середнiх за теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса, отримав поправки

за взаємодiєю до всiх обговорюваних термодинамiчних величин, розробив

вiдповiдний чисельний алгоритм в середовищi розробки i виконав наступний

чисельний аналiз цих поправок. В роботi [45] здобувач написав чисельний

алгоритм в середовищi розробки для розв’язку системи рiвнянь, що визначає

хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату, та провiв наступний

чисельний аналiз термодинамiчних величин, якi характеризують систему, для

всiх модельних нелокальних потенцiалiв взаємодiї. В роботi [46] здобувач

розв’язав аналiтично рiвняння, що визначає вектори магнiтних станiв i

вiдповiднi хiмiчнi потенцiали; знайшов i дослiдив структуру спектру одноча-

стинкових збуджень в станi з порушеною осьовою симетрiєю; встановив умови

стабiльностi магнiтних станiв i рiвняння сепаратрис; побудував дiаграми

магнiтних станiв для усiх трьох режимiв стану з порушеною симетрiєю.

Здобувач також брав участь у формулюваннi всiх задач, розв’язаних у

дисертацiї.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Результати доповiдалися на:

1. 3й мiжнароднiй конференцiї перспективних дослiджень «Фiзика кон-
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денсованого стану та низьких температур» (5 – 11 червня, 2023 року, м.

Харкiв, Україна);

2. Всеукраїнськiй конференцiї наукових дослiдникiв (19 – 25 вересня 2021

року, м. Львiв, Україна);

3. 735-му cемiнарi iменi Вiльгельма i Ельзи Гераус «Дослiдження кванто-

вих багаточастинкових систем з ультра холодними атомами i молекулами» (

14 - 18 грудня 2020 року, м. Бад-Гоннеф, Нiмеччина);

4. Мiжнароднiй конференцiї перспективних дослiджень «Фiзика конден-

сованого стану та низьких температур» (2 – 14 червня, 2020 року, м. Харкiв,

Україна);

5. П’ятiй конференцiї «Статистична фiзика: сучаснi тренди i застосуван-

ня» (3 - 6 липня 2019 року, м. Львiв, Україна);

6. Дев’ятiй мiжнароднiй конференцiї для професiйних i молодих учених

«Фiзика низьких температур» (4 – 8 червня, 2018 року, м. Харкiв, Україна);

7. Восьмiй мiжнароднiй конференцiї «Фiзика рiдини: сучаснi проблеми»

(18 – 22 травня, 2018 року, м. Київ, Україна).

Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiйна робота складається зi вступу, 4 роздiлiв, загальних ви-

сновкiв, списку використаних джерел та 1 додатку. Обсяг загального тексту

дисертацiї складає 141 сторiнку , з них основного тексту 111 сторiнок . Робота

iлюстрована 6 таблицями та 14 рисунками. Список використаних джерел

мiстить 96 найменувань.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами. Дисертацiйну роботу виконано в Навчально-науковому iнститутi

«Фiзико-технiчний факультет» Харкiвського нацiонального унiверситету iме-

нi В.Н. Каразiна вiдповiдно до тематичних планiв фундаментальних науково-

дослiдних робiт. Результати дослiджень дисертацiйної роботи були здобутi в

межах виконання науково-дослiдної роботи з таких держбюджетних тем:

— «Вплив внутрiшнiх ступенiв вiльностi частинок на фiзичнi характе-

ристики квантових систем поблизу фазових переходiв», № ДР 0120U102252
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(2020–2022 рр.);

— «Магнiтнi властивостi мезоскопiчних систем iз внутрiшнiми ступенями

вiльностi», № ДР 0122U001575 (2022–2024 рр.).

Дослiдження, що ввiйшли до дисертацiйної роботи, виконувались в рамках

вiдомчого замовлення Нацiональної академiї наук України на проведення

наукових дослiджень з атомної науки i технiки Нацiонального наукового

центру «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» за темами:

— «Дослiдження класичних i квантових симетрiй у теоретико-польових та

струнних моделях та проблем статистичної механiки конденсованих середо-

вищ» (№ ДР 0116U007065, 2016–2020 рр.);

— «Розвиток методiв статистичної фiзики та квантової теорiї поля для

дослiдження проблем фiзики квантових систем багатьох частинок та iндуко-

ваної гравiтацiї й калiбрувальних полiв у теорiї (супер)струн i бран» (№ ДР

0121U108722, 2021–2025 рр.).

Дослiдження також проводились в рамках науково-дослiдного проєкту, що

фiнансувався за рахунок грантової пiдтримки Нацiонального фонду до-

слiджень України, за темою «Просторовi кореляцiї та впорядкованi фази,

обумовленi ефектами взаємодiї в ультрахолодних квантових газах» (№ ДР

0120U104963, 2020–2023 рр.).

Практичне значення отриманих результатiв. Передусiм отриманi

результати, як можна зрозумiти з теми дисертацiї, допомагають сформувати

розумiння того, наскiльки значною є роль нелокальної взаємодiї з точки

зору впливу на фiзичнi властивостi ультрахолодного бозе-газу. Зокрема,

деякi характеристики однiєї й тiєї ж бозе-системи залежно вiд того, чи

знаходиться вона в станi з БЕК, чи нi, можуть як досить суттєво змiнювати

свою теоретично передбачувану поведiнку, так i майже не зазнавати якiсних

змiн унаслiдок нелокальностi взаємодiї, вiдповiдно. Вочевидь, такий факт є

важливим не тiльки пiд час планування експериментальних дослiджень, а й

пiд час тлумачення їхнiх результатiв.

Окремо слiд звернути увагу на вдосконалення алгоритму пiдрахунку
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середнiх за теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса. Цей результат стане в нагодi

будь-кому, хто стикнеться з необхiднiстю пiдрахунку середнiх за згаданою

теоремою. Саме тому таке вдосконалення має стати бажаним доповненням до

курсу кiнетичної теорiї газоподiбних систем, фiзики систем багатьох частинок

тощо, якi викладаються студентам вiдповiдних спецiальностей.

Пiдґрунтям для подальших теоретичних й експериментальних дослi-

джень також можуть стати такi питання: експериментальне пiдтвердження

передбаченого режиму стану з порушеною осьовою симетрiєю, щiлин в отри-

маних спектрах одночастинкових збуджень; подальшi дослiдження системи

рiвнянь, яка визначає хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату

слабковзаємодiйного бозе-газу, а також iнших термодинамiчних характери-

стик (ентропiї, питомої теплоємностi за сталого об’єму тощо) за ненульової

температури.

Загалом, результати роботи є корисними для вивчення таких макро-

скопiчних явищ у квантових системах, як: надплиннiсть, надпровiднiсть,

надплинний кристал тощо — оскiльки явище БЕК стоїть за ними.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Цей роздiл присвячено викладанню того, що склало основу стало

точкою вiдлiку дослiджень здобувача: термодинамiчна теорiя збурень, те-

орiя Боголюбова слабковзаємодiйного бозе-газу i узагальнення канонiчних

перетворень Боголюбова.

1.1. Засади термодинамiчної теорiї збурень

Iз метою аналiзу поведiнки термодинамiчних характеристик слабковза-

ємодiйного бозе-газу в безпосередньому околi над температурою переходу до

стану з БЕК, будемо послуговуватися термодинамiчною теорiєю збурень, але

перед тим нагадаємо її основнi положення.

Розглянемо багаточастинкову систему в термодинамiчнiй рiвновазi, що

описується статистичним оператором Гiббза

w = exp [β (Ω−H − µN)], (1.1)

де

β = 1/T — обернена температура в одиницях енергiї;

Ω — великий термодинамiчний потенцiал;

µ — хiмiчний потенцiал;

N — оператор числа частинок.

Ми припускаємо, що гамiльтонiан системи H можна роздiлити на двi

частини, такi, що

H = H0 + V , (1.2)

де

H0 — доданок вiльних частинок;
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V описує взаємодiю мiж частинками.

Далi ми введемо наступний оператор:

K (β) = eβ(H0−µN)e−β(H−µN). (1.3)

Для того, аби виписати розкладання в ряд за взаємодiєю V для цього

оператора, зробимо кiлька корисних спостережень за ним:

d

dβ
K (β) = −VK (β) , (1.4)

K (0) = 1. (1.5)

Тож, з диференцiйного рiвняння (1.4) ми можемо отримати iнтегральне

рiвняння,

K (β) = 1−
β∫

0

dλV (λ)K (λ) , (1.6)

де

V (λi) = eλi(H0−µN)Ve−λi(H0−µN).

Шуканою функцiєю цього рiвняння є K (β), а V (β) виступає за iнтегральне

ядро. Тодi, вочевидь, користуючись рекурсивною процедурою, з рiвняння

(1.6) здобуваємо розкладання в ряд оператора K (β) за V [47],

K (β) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

β∫
0

dλ1· · ·
β∫

0

dλnT [V (λ1) . . .V (λn)] , (1.7)

де

T — оператор упорядкування за змiнною λ такий, що

T [V (λ1) . . .V (λn)] = V (λi1) . . .V (λin) , λi1 > · · · > λin.

Нарештi послуговуючись умовою нормування для w (Trw = 1), визначенням
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оператора Гiббза (1.1), визначенням оператора K (β) (1.3) i його розкладан-

ням в ряд (1.7), можемо подати статистичний оператор як

w =
w0K (β)

⟨K (β)⟩0
, (1.8)

а вже з (1.8) визначити термодинамiчний потенцiал системи слабковзаємо-

дiйних частинок,

Ω = Ω0 − ln ⟨K (β)⟩0/β, (1.9)

i, взагалi, середнє значення будь-якого довiльного оператора A,

⟨A⟩ ≡ ⟨K (β)A⟩0
⟨K (β)⟩0

, (1.10)

де

⟨. . . ⟩0 ≡ Trw0 . . . , w0 = exp {β (Ω0 −H0 − µN)},

⟨K (β)⟩0 =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

β∫
0

dλ1· · ·
β∫

0

dλn ⟨T [V (λ1) . . .V (λn)]⟩0 ,

⟨K (β)A⟩0 =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

β∫
0

dλ1· · ·
β∫

0

dλn ⟨T [V (λ1) . . .V (λn)]A⟩0 ,

а нульовi iндекси в формулах (1.8)–(1.10) i нижче вiдповiдають системi

невзаємодiйних частинок (iдеальний газ).

Оскiльки ми формулюємо оператори, користуючись апаратом вторин-

ного квантування, за обчислення середнiх нам доведеться мати справу з

деякими добутками таких операторiв:

a†(p, β) ≡ eβ(H0−µN)a†pe
−β(H0−µN) = a†pe

β(εp−µ), (1.11)

a (p, β) ≡ eβ(H0−µN)ape
−β(H0−µN) = ape

−β(εp−µ), (1.12)
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де

a†p i ap — оператори народження й знищення частинки в станi з iмпульсом

p, вiдповiдно. Залежно вiд статистики вони можуть пiдкорюватися або

комутацiйним (статистика Бозе-Ейнштейна),

[
ap, a

†
p′

]
= δpp′, (1.13)[

ap, ap′

]
= 0, (1.14)

або антикомутацiйним (статистика Фермi-Дiрака),

{
ap, a

†
p′

}
= δpp′, (1.15){

ap, ap′

}
= 0. (1.16)

Для обчислення ж середнiх доцiльно використовувати теорему Вiка-Блоха-

Домiнiсiса. Тож, уведемо позначення спарення мiж операторами заданих

формулами (1.11) i (1.12):

a†(p1, β1)a(p2, β2) =
〈
T
[
a†(p1, β1)a(p2, β2)

]〉
0

= e(β1−β2)(εp−µ) ·


〈
a†p1

ap2

〉
0
= fp1

δp1p2
, β1 > β2〈

ap2
a†p1

〉
0
= (1± fp1

)δp1p2
, β1 < β2

, (1.17)

де верхнiй знак «плюс» вiдповiдає статистицi Бозе-Ейнштейна (див. формули

(1.13), (1.14)), а нижнiй знак «мiнус» — статистицi Фермi-Дiрака (див.

формули (1.15), (1.16)). Для випадку, коли спарюються однаковi оператори,

все тривiально:

a†(p1, β1)a
†(p2, β2) = a†p1

a†p2
e(β1+β2)(εp−µ) =

〈
a†p1

a†p2

〉
0
e(β1+β2)(εp−µ) = 0, (1.18)

a(p1, β1)a(p2, β2) = ap1
ap2

e−(β1+β2)(εp−µ) = ⟨ap1
ap2

⟩0 e
−(β1+β2)(εp−µ) = 0. (1.19)

Таким чином, враховуючи визначення (1.11)–(1.19), ми можемо сформулю-
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вати теорему Вiка-Блоха-Домiнiсiса в наступному виглядi:

⟨T [b1 . . . b2n]⟩0 =
∑
P

δPbi1bi2 . . . bi2n−1
bi2n, (1.20)

⟨T [b1 . . . b2n+1]⟩0 = 0, (1.21)

де

bj може бути як оператором народження, a†j, так i оператором знищення, aj;

n — натуральне число;

P позначає певну перестановку, спричинену необхiднiстю розташування

спарюваних операторiв поруч;

значення δP залежить вiд статистики частинок: для фермiонiв воно дорiвнює

−1, якщо перестановка непарна, i 1, якщо перестановка парна; для бозонiв

воно дорiвнює 1 незалежно вiд парностi перестановки.

Повернемося до формул (1.9) i (1.10), яким тепер можна надати

бiльш детального вигляду завдяки теоремi Вiка-Блоха-Домiнiсiса (див. (1.20)

i (1.21)). А саме, цi формули можна додатково спростити шляхом пiд-

сумовування за неспареними доданками, тобто тими, якi мiстять групу

множникiв V (λi1) . . .V (λik) поєднаних лише мiж собою, пiд час обчислення

середнiх значень згiдно з теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса. Iншими словами,

неспареними доданками другого або вищого порядку розкладення є тi, якi не

мiстять жодного оператора, що входить до V(λa) i заплутаного з оператором

iз V(λb) через зв’язки (щодо парної взаємодiї див. нижче). Це дозволяє звести

формули (1.9) i (1.10) (див. [47, 48]) до

Ω = Ω0 − (⟨K (β)⟩c0 − 1) /β, (1.22)

⟨A⟩ ≡ ⟨K (β)A⟩c0
⟨K (β)⟩c0

, (1.23)
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де

⟨K (β)⟩c0 =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

β∫
0

dλ1· · ·
β∫

0

dλn ⟨T [V (λ1) . . .V (λn)]⟩c0 ,

⟨K (β)A⟩c0 =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

β∫
0

dλ1· · ·
β∫

0

dλn ⟨T [V (λ1) . . .V (λn)]A⟩c0 ,

a iндекс c означає, що лише спаренi доданки враховуються. Варто додати,

що для отримання формули (1.22) з (1.9) необхiдно скористатися також

формулою Маклорена ln(1 + x) ≈ x, коли x → 0.

Кiлька слiв хочеться присвятити бiльш простому або хоча б бiльш

наочному поясненню рiзницi мiж спареними i неспареними доданками. Звi-

сно, це пояснення через вiзуалiзацiю, наприклад, за допомогою дiаграмної

технiки Феймана, за якою лiнiям зiставляються частинки, а вершинам —

їхня взаємодiя. Тодi спареному доданку буде вiдповiдати дiаграма, в якiй

можна знайти принаймнi одну послiдовнiсть вершин i лiнiй таку, що можна

«прокласти« шлях мiж будь-якими двома вершинами, не вiдриваючи олiвця.

Та ж аналогiя справедлива й пiд час обчислення середнього вiд довiльного

оператора A — достатньо вважати оператор A додатковою вершиною (див.

(1.23)).

1.2. Теорiя Боголюбова слабковзаємодiйного бозе-газу i кано-

нiчнi перетворення

1.2.1. Теорiя Боголюбова слабковзаємодiйного бозе-газу

Пiд час дослiдження нормального стану багаточастинкової системи

слабковзаємодiйних частинок зазвичай використовують стандартний пертур-

бативний пiдхiд за взаємодiєю [47] (або термодинамiчна теорiя збурень) для

знаходження поправок до статистичного оператора, термодинамiчного по-

тенцiалу та багаточастинковi функцiї розподiлу (див., наприклад, пiдроздiл
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1.1). Однак, як правило, стандартна технiка теорiї збурень стає непридатною

для систем зi спонтанно порушеною симетрiєю, тому опис вимагає розвитку

нових асимптотичних методiв. Зокрема, стандартний пертурбативний пiдхiд

не описує рiвноважного стану неiдеального бозе-газу з БЕК, навiть якщо

взаємодiя мiж частинками слабка. Це пов’язано з тим, що розходяться

доданки, якi з’являються в рядi звичайної теорiї збурень. З цiєї причини

необхiдно будувати вiдповiдну теорiю для опису бозе-газу в станi з БЕК, яка

враховувала порушення калiбрувальної симетрiї.

Така специфiчна теорiя була розроблена Боголюбовим [15]. Оскiльки

число конденсованих частинок стає макроскопiчно великою, пропорцiйною

до об’єму системи V , вiн запропонував розглядати оператори народження

й знищення частинок з нульовим iмпульсом як c-числа, тобто a†0 i a0

замiняються на N
1/2
0 у всiх операторах вiдповiдних фiзичних величин, де

N0 — число частинок, конденсованих у стан з p = 0. Однак бiльш суворi

обґрунтування цiєї процедури не настiльки тривiальнi [49]. Пiзнiше було

доведено, що за досить загальних умов для потенцiалу взаємодiї двох тiл

замiна Боголюбова дає точний результат для тиску в границi нескiнченного

об’єму [50]. Зазначимо, що зв’язок замiни операторiв c-числом i порушення

калiбрувальної симетрiї в теорiї БЕК мав широке обговорення в рядi вiдносно

нещодавнiх дослiджень [32,51–54].

Далi з метою iлюстрацiї пiдходiв теорiї Боголюбова розглянемо бага-

точастинкову систему взаємодiйних бозе атомiв, яка описується наступним

мiкроскопiчним гамiльтонiаном з парною взаємодiєю:

H = H0 + V =

=
∑
p

εpa
†
pap +

1

2V

∑
p1...p4

ν(p1 − p3)a
†
p1
a†p2

ap3
ap4

δp1+p2,p3+p4

(1.24)

де

εp = p2/2m — кiнетична енергiя атома;

m — маса атома;
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ν(p) – Фур’є-образ потенцiальної енергiї взаємодiї для двох атомiв;

a†p i ap – оператори народження й знищення бозонiв. У гамiльтонiанi (1.24)

для простоти не враховується спiновi ступенiв свободи та обмiнна взаємодiя

мiж атомами. Узагальнення пiдходу Боголюбова, яке включає спiновi ступенi

свободи, вивчалося в роботах [55,56] i буде розглянуто далi в роботi. Оператор

числа частинок

N =
∑
p

a†pap (1.25)

комутує з вищезазначеним гамiльтонiаном, що гарантує збереження загаль-

ного числа частинок. Виконаємо згадану замiну операторiв a†0 i a0 на N
1/2
0 в

рiвняннi (1.24) i отримаємо:

H(N0) = H0 + f(N0) +
∂f(N0)

∂N0
N ′ +N0V (2) +N

1/2
0 V (3) + V (4) (1.26)

де

f(N0) =
ν(0)N 2

0

2V
,

N ′ =
∑
p̸=0

a†pap,

V (2) =
1

V

∑
p̸=0

ν(p)a†pap +
1

2V

∑
p̸=0

ν(p)
[
a†pa

†
−p + apa−p

]
,

V (3) =
1

V

∑
p1...p3 ̸=0

ν(p2)
[
a†p1

ap2
ap3

δp1,p2+p3
+ a†p1

a†p2
ap3

δp1+p2,p3

]
,

V (4) =
1

2V

∑
p1...p4 ̸=0

ν(p1 − p4) a
†
p1
a†p2

ap3
ap4

δp1+p2,p3+p4
.

Далi Боголюбов запропонував врахувати в гамiльтонiанi (1.26) тiльки c-

числовi доданки i тi, що квадратичнi за операторами народження та зни-

щення частинок iз ненульовим iмпульсом [15]. У випадку слабкої взаємодiї

доданками, що мiстять три i чотири оператори, можна знехтувати. Вони

повиннi бути належним чином врахованi пiд час опису ефектiв, що виникають
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за взаємодiї квазiчастинок. Такий усiчений гамiльтонiан лежить в основi

квадратичного наближення, що дозволяє природним чином вводити поняття

квазiчастинок i обчислювати основнi термодинамiчнi величини й спектр

одночастинкових збуджень.

Однак через те, що симетрiя U(1) урiзаного гамiльтонiана порушена,

вiн бiльше не комутує з оператором числа частинок. Тому до проблеми

можна пiдходити, розглядаючи великий канонiчний ансамбль. Статистичний

оператор Гiббза, що вiдповiдає великому канонiчному ансамблю виглядає

так:

w(N0) = exp(β [Ω−H(N0)]), (1.27)

де

H(N0) = H(N0)− µN0 − µN ′;

β = 1/T — зворотна температура;

µ — хiмiчний потенцiал (або множник Лагранжа), що гарантує збереження

загального числа частинок.

Пiсля c-числової замiни оператор числа частинок (див. (1.25)) зводиться до

N(N0) = N0 + N ′. Великий термодинамiчний потенцiал Ω як функцiя β, µ,

та N0 визначається з умови нормування Tr [w(N0)] = 1, де слiд рахується в

просторi чисел заповнення бозонiв з p ̸= 0.

Варто також розумiти, що, оскiльки дослiджувана система знаходиться

в станi термодинамiчної рiвноваги, на великий термодинамiчного потенцiал

Ω накладається наступна умова мiнiмуму:

∂Ω

∂N0
= 0. (1.28)

Зауважимо, часткова похiдна в рiвняннi (1.28) повинна знаходитися за всiх

iнших сталих параметрiв стану системи (температури T , хiмiчного потенцiалу

µ i об’єму V ), тобто обчислюватися тiльки за явною залежнiстю вiд числа

конденсованих частинок N0.
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Наступний крок полягає в урiзаннi гамiльтонiана, заданного рiвнянням

(1.26) так, щоб вiн мiстив лише c-числовi й квадратичнi за операторами

народження та знищення доданки. Такий усiчений гамiльтонiан лежить в

основi так званого квадратичного наближення й пiсля вiдповiдної дiагоналi-

зацiї дозволяє описати систему слабковзаємодiйних частинок мовою вiльних

квазiчастинок. Отже, в межах квадратичного наближення маємо:

H(2)(N0) = f(N0)− µN0 +
∑
p̸=0

[
αpa

†
pap +

1

2
βp

(
a†pa

†
−p + apa−p

)]
, (1.29)

де

αp = εp − µ+ ν(0)n0 + βp,

βp = ν(p)n0,
(1.30)

n0 = N0/V – густина частинок конденсату.

Тут i нижче верхнiй iндекс “(2)” позначає фiзичнi величини виписанi до

другого порядку за операторами ap i a†p. Тодi, пiдставляючи квадратичний

гамiльтонiан (1.29) до визначення (1.27), отримуємо статистичний оператор

у квадратичному наближеннi

w(N0) ≃ w(2)(N0) = exp
[
β
(
Ω(2) −H(2)(N0)

)]
(1.31)

Великий термодинамiчний потенцiал у квадратичному наближеннi, Ω(2),

знаходиться з умови нормування такого статистичного оператора, (1.31), —

Tr
[
w(2)(N0)

]
= 1.

На цьому етапi Боголюбов вводить поняття канонiчного перетворення,

яке дозволяє дiагоналiзувати за операторами народження i знищення ква-

дратичний гамiльтонiан H(2)(N0) (також i статистичний оператор w(2)(N0))

унiтарним перетворенням U :

UH(2)(N0)U
† =

∑
p̸=0

ωpa
†
pap + E (2)

0 , UU † = 1, (1.32)
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де

ωp — спектр збудження квазiчастинок;

E (2)
0 — енергiя основного стану (зауважимо, що H(2)(N0) не є справжнiм

гамiльтонiаном).

Для дiагоналiзацiї H(2)(N0) скористаємося унiтарним оператором U , який

змiшує оператори народження a†−p i знищення ap:

Ua†pU
† = upa

†
p + vpa−p, (1.33)

UapU
† = upap + vpa

†
−p. (1.34)

Цi новi оператори повиннi задовольняти тим самим бозонним комутацiйним

спiввiдношенням (1.13) i (1.14), тобто перетворення повиннi бути канонiчни-

ми. Ця вимога призводить до наступних умов на up i vp:

u2p − v2p = 1, (1.35)

upv−p − vpu−p = 0. (1.36)

Аби здобути вираз для спектру збудження квазiчастинок ωp (див. [15]),

розглянемо комутатор U
[
ap,H(2)(N0)

]
U †, який з однiєї сторони, викори-

стовуючи формулу (1.32), перетворення операторiв народження i знищення

(1.33) та (1.34), можна обчислити як

U
[
ap,H(2)(N0)

]
U † =

[
UapU

†, UH(2)(N0)U
†
]
= ωpupap − ωpvpa

†
−p. (1.37)

З iншого боку можна застосувати унiтарнi перетворення не перед обчислен-

ням комутатора, а — пiсля. Тодi, знов використовуючи перетворення (1.33) i

(1.34) та квадратичний гамiльтонiан (1.29), маємо

U
[
ap,H(2)(N0)

]
U † = U

(
αpap + βpa

†
−p

)
U †

= (αpup + βpvp) ap + (αpvp + βpup) a
†
−p. (1.38)
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Нарештi, порiвнюючи вирази (1.37) i (1.38), здобуваємо систему рiвнянь:
αp up + βp vp = ωp up

βp up + αp vp = −ωp vp

. (1.39)

Систему рiвнянь (1.39) нескладно розв’язати, використовуючи добре вiдомi

алгебраїчнi методи. Отже, знайдемо спектр квазiчастинок:

ωp =
(
α2
p − β2

p

)1/2
. (1.40)

Здобудемо також функцiї up i vp, якi визначають канонiчне перетворення U :

u2p =
(αp + ωp)

2ωp
, (1.41)

v2p =
(αp − ωp)

2ωp
. (1.42)

Для того, щоб визначити енергiю основного стану E (2)
0 , введемо вектор

|0⟩, що вiдповiдає чистому стану БЕК, тобто такому стану, який не мiстить

надконденсатних частинок: ap|0⟩ = 0. Тодi з формули (1.29) маємо

⟨0|H(2)(N0)|0⟩ = f(N0)− µN0. (1.43)

З iншого боку ми розумiємо з дiагонального квадратичного гамiльтонiана

(1.32), що

H(2)(N0) =
∑
p̸=0

ωpU
†a†pUU †apU + E (2)

0 , (1.44)

а тому знайдемо зворотнi перетворення з прямих (1.33) i (1.34) за допомогою

рiвнянь (1.35) i (1.36):

U †a†pU = upa
†
p − vpa−p, (1.45)
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U †apU = upap − vpa
†
−p. (1.46)

Пiдставляємо знайденi перетворення (1.45) i (1.46) до рiвняння (1.44):

H(2)(N0) =∑
p̸=0

ωp

(
a†pap(u

2
p + v2p) + v2p − vpupa−pap − vpupa

†
pa

†
−p

)
+ E (2)

0 . (1.47)

Беручи середнє вiд рiвняння (1.47) за чистим БЕК станом, знаходимо:

⟨0|H(2)(N0)|0⟩ =
∑
p̸=0

ωpv
2
p + E (2)

0 . (1.48)

Нарештi, пiдставляючи явний вигляд v2p (див. рiвняння (1.41) i (1.42)) i

порiвнюючи вирази (1.43) та (1.48), здобуваємо:

E (2)
0 = f(N0)− µN0 +

1

2

∑
p̸=0

(ωp − αp). (1.49)

Також iз допомогою перетворень (1.33) i (1.34) ми можемо звести стати-

стичний оператор Гiббза у квадратичному наближеннi (1.31) до дiагональної

форми:

Uw(2)(N0)U
† = exp

β
Ω̃(2) −

∑
p̸=0

ωpa
†
pap

 , (1.50)

де ввели позначення великого термодинамiчного потенцiалу газу невзаємо-

дiйних квазiчастинок,

Ω̃(2) ≡ Ω(2) − E (2)
0 = β−1

∑
p̸=0

ln
(
1− e−βωp

)
. (1.51)
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Функцiю розподiлу квазiчастинок тодi можна визначити з (1.51):

fp =
∂Ω̃(2)

∂ωp
=

1

eβωp − 1
. (1.52)

Для подальшого аналiзу зручно ввести густину потенцiалу W = Ω/V ,

що є релятивiстськи iнварiантом i з точнiстю до знака збiгається з тиском P

[57, 58]. Тодi з рiвняння (1.51) маємо:

W (2) = −P =
1

V

E (2)
0 +

1

β

∑
p̸=0

ln
(
1− e−βωp

) . (1.53)

Наразi можемо вивести зв’язанi рiвняння, що описують рiвноважнi

властивостi слабковзаємодiйного газу з БЕК у квадратичному наближеннi.

Спочатку визначимо загальну густину частинок n = N/V . Згiдно з рiвнян-

ням (1.25) вона дорiвнює:

n = n0 +
1

V

∑
p̸=0

Tr
[
Uw(2)(N0)U

†Ua†pU
†UapU

†
]
. (1.54)

Потiм, послуговуючись перетвореннями (1.33) i (1.34), умовами (1.35) i (1.36)

та виразами (1.40) – (1.42), (1.50) i (1.52), знаходимо з (1.54):

n = n0 +
1

2V

∑
p̸=0

[
αp

ωp
(2fp + 1)− 1

]
. (1.55)

Далi звернемося до рiвняння (1.28), що забезпечує мiнiмум великого

термодинамiчного потенцiалу. Таким чином, у квадратичному наближеннi

умова мiнiмуму набуває такого вигляду:

µ ≃ ν(0)n0

+
1

2V

∑
p̸=0

[ν(0) + ν(p)]

[
αp

ωp
(2fp + 1)− 1

]
− 1

2V

∑
p̸=0

ν2(p)n0

ωp
(2fp + 1). (1.56)
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З рiвнянь (1.55) i (1.56) можна скласти систему, розв’язання якої дозволяє

знайти хiмiчний потенцiал µ i густину частинок конденсату n0 як функцiї

температури T i загальної густини частинок n в квадратичному наближеннi.

Зауважимо, що перший доданок у рiвняннi (1.56) пов’язаний з c-числовою

частиною усiченого гамiльтонiану H(2)(N0) (див. (1.29)), тодi як iншi додан-

ки походять з його квадратичної за операторами народження i знищення

частини.

За нульової температури функцiя розподiлу квазiчастинок прямує до

нуля (див. формулу (1.52)). Таким чином, система рiвняння (1.55) i (1.56)

набуває вигляду:

n = n0 +
1

2V

∑
p̸=0

[
αp

ωp
− 1

]
, (1.57)

µ ≃ ν(0)n0 +
1

2V

∑
p̸=0

[ν(0) + ν(p)]

[
αp

ωp
− 1

]
− 1

2V

∑
p̸=0

ν2(p)n0

ωp
. (1.58)

Також в границi нульової температури з рiвнянь (1.49) i (1.53) густина вели-

кого термодинамiчного потенцiалу основного стану визначається наступною

формулою:

W (2) =
ν(0)n2

0

2
− µn0 +

1

2V

∑
p̸=0

(ωp − αp) . (1.59)

У стандартному наближеннi Боголюбова, що дiє за нульової темпе-

ратури, хiмiчний потенцiал визначається c-числовою частиною усiченого

гамiльтонiана (див. (1.29)):

µ ≃ ν(0)n0. (1.60)

Цей хiмiчний потенцiал задовольняє вiдношенню Гугенхольца-Пайнса [59]

i призводить до безперервного спектру одночастинкових збуджень (див.

(1.40)). Також, iдучи за Боголюбовим, в границi малих iмпульсiв, пiдстав-
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ляючи рiвняння (1.60) до (1.40), знайдемо спектр квазiчастинок:

ωp = csp, cs =

√
ν(0)n0

m
. (1.61)

Як бачимо з (1.61), спектр квазiчастинок має фононний характер, а cs збiга-

ється зi швидкiсть звуку (хвиль густини):
√

1
m

(
∂P
∂n0

)
=
√

ν(0)n0

m , обчисленого

за добре вiдомою формулою з пiдстановкою лише c-числової частини виразу

для тиску (див. формулу (1.59)).

1.2.2. Узагальнення канонiчних перетворень Боголюбова

Алгоритм дiагоналiзацiї гамiльтонiана, викладений у пiдроздiлi 1.2.1,

справедливий для випадку багаточастинкової системи бозонiв без внутрiшнiх

ступенiв свободи. Вочевидь, вiн потребує вдосконалення, коли ми хочемо

врахувати також внесок внутрiшнiх ступенiв свободи частинок бозе-газу в

станi з БЕК. Зокрема, така система описується не просто c-числом, векторним

параметром порядку — хвильовою функцiєю конденсату.

Тож, давайте роздивимось довiльну квадратичну форму за бозе-

операторами народження i знищення, яку можна подати як

H =
∑
p

a†pαAαβapβ +
1

2

∑
p

a†pαBαβa
†
−pβ +

1

2

∑
p

apαB
∗
αβa−pβ, (1.62)

де

a†pα i apα — оператори народження i знищення бозе-частинки з iмпульсом p i

в станi α, вiдповiдно;

тут i далi вважаємо, що пiдсумовування вiдбувається за всiма iндексами, що

повторюються i позначаються грецькими лiтерами.

Тодi, додатково припускаючи, що ця форма є ермiтовим оператором, маємо

вимагати, аби A = A†, B = BT . Бозе оператори народження i знищення,
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вочевидь, пiдкорюються таким комутацiйним спiввiдношенням:

[
apα, a

†
pβ

]
= δαβ, (1.63)[

apα, apβ

]
= 0. (1.64)

Для дiагоналiзацiї форми (1.62) введемо новi оператори

b†pβ = uβαa
†
pα − vβαa−pα, (1.65)

bpβ = u∗βαapα − v∗βαa
†
−pα. (1.66)

Перш за все, помiтимо, що величини Aαβ, Bαβ, uαβ, vαβ дефолтно є функцiями

iмпульсу, але позначення опущено з мiркувань зручностi викладення. Для

того, аби перетворення (1.65) i (1.66) були канонiчними, тобто такими, що новi

оператори також будуть бозе-операторами, необхiдно виконання, вочевидь,

таких комутацiйних спiввiдношень:

[
bpα, b

†
pβ

]
= δαβ, (1.67)[

bpα, bpβ

]
= 0. (1.68)

Вимагаючи виконання спiввiдношень (1.67) i (1.68), отримуємо наступнi

властивостi матриць U ≡ (uαγ) i V ≡ (vαγ):

u∗αγuβγ − v∗αγvβγ = δαβ, (1.69)

uαγvβγ − uβγvαγ = 0. (1.70)

Також нескладно виписати зворотнi перетворення операторiв

a†pβ = u∗βαb
†
pα + vβαb−pα, (1.71)

apβ = uβαbpα + v∗βαb
†
−pα. (1.72)

Потребуючи канонiчнiсть вже зворотних перетворень (1.71) i (1.72) (тобто
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виконання рiвнянь (1.63) i (1.64)), отримуємо ще пару умов на матрицi U ≡
(uαγ) i V ≡ (vαγ):

uαγu
∗
βγ − vβγv

∗
αγ = δαβ, (1.73)

uαγv
∗
βγ − uβγv

∗
αγ = 0. (1.74)

Дiагоналiзована квадратична форма (1.62) має такий вигляд

H =
∑
p

b†pαCαβbpβ +D, (1.75)

де

Cαβ = ω[α]δαβ;

ω[α] ∈ R;

D = D† — певне число;

[. . . ] — квадратнi дужки навколо грецького iндексу позначають, що зале-

жнiсть величини вiд iндексу є, але немає пiдсумовування за ним.

В рамках процедури пошуку явного вигляду матриць U i V знаходимо

[
b†pγ, H

]
= −b†pαCαγ, (1.76)[

bpγ, H
]
= bpαCαγ, (1.77)

де вочевидь була використана квадратична форма H у виглядi (1.75). Тепер,

використовуючи вже вигляд квадратичної форми H заданий формулою

(1.62), пiдрахуємо

[
apγ, H

]
= Aγβapβ +Bγβa

†
−pβ, (1.78)[

H, a†pγ
]
= a†pαAαγ + a−pαB

∗
αγ. (1.79)

Пiдставляючи зворотнi перетворення (1.71) i (1.72) до рiвнянь (1.78) i

(1.79) та враховуючи комутацiйнi спiввiдношення (1.76) i (1.77), здобуваємо,
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вiдповiдно:

(
uγαbpβ − v∗γαb

†
−pβ

)
Cαβ =

Aγβuβαbpα + Aγβv
∗
βαb

†
−pα +Bγβu

∗
βαb

†
−pα +Bγβvβαbpα, (1.80)(

u∗γαb
†
pβ − vγαb−pβ

)
Cαβ =

Aαγu
∗
αβb

†
pβ + Aαγvαβb−pβ +B∗

αγuαβb−pβ +B∗
αγv

∗
αβb

†
pβ (1.81)

Дорiвнюючи коефiцiєнти в рiвняннях (1.80) i (1.81) бiля операторiв b†−pα i bpα
(в кожному окремо), отримуємо систему рiвнянь на знаходження матриць C,

U i V : 
Aγαuαβ +Bγαvαβ = uγαCαβ

A∗
γαvαβ +B∗

γαuαβ = −vγαCαβ

, (1.82)


A∗

αγuαβ +Bαγvαβ = uγαCαβ

Aαγvαβ +B∗
αγuαβ = −vγαCαβ

. (1.83)

Систему рiвнянь (1.82) також можна подати у виглядi блокових матриць: A B

B∗ A∗


 U

V

 =

 UC

−V C

 . (1.84)

Тодi, якщо скористатись визначенням матрицi C, Cαβ = ω[α]δαβ, i зафiксувати

певний стовпець з правої сторони рiвняння (1.84) (для визначеностi нехай це

буде стовпець з номером µ), маємо A B

B∗ A∗


 U

V


µ

= ω[µ]

 U

−V


µ

. (1.85)
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Тепер знайдемо доданок D з дiагоналiзованої квадратичної форми

(1.75). Для початку пiдставимо до початкового гамiльтонiану (1.62) перетво-

рення (1.71) i (1.72):

H =
1

2

∑
p

(
u∗αγb

†
pγ + vαγb−pγ

)
Aαβ

(
uβσbpσ + v∗βσb

†
−pσ

)
+
1

2

∑
p

(
u∗αγb

†
pγ + vαγb−pγ

)
Bαβ

(
u∗βσb

†
−pσ + vβσbpσ

)
+
1

2

∑
p

(
u∗αγb

†
−pγ + vαγbpγ

)
Aαβ

(
uβσb−pσ + v∗βσb

†
pσ

)
+
1

2

∑
p

(
uαγbpγ + v∗αγb

†
−pγ

)
B∗

αβ

(
uβσb−pσ + v∗βσb

†
pσ

)
. (1.86)

Потiм, розкриваючи лiву пару дужок в перших двох доданках i праву пару

дужок в останнiх двох доданках виразу (1.86), користуємося рiвняннями

(1.82) i (1.83) та отримуємо

H =
1

2

∑
p

(
u∗αγb

†
pγ + vαγb−pγ

)(
uασbpβ − v∗ασb

†
−pβ

)
Cσβ

+
1

2

∑
p

(
u∗ασb

†
−pβ − vασbpβ

)
Cσβ

(
uαγb−pγ + v∗αγb

†
pγ

)
. (1.87)

Тепер розкриємо всi дужки в виразi (1.87) i, застосувавши умову (1.70), маємо

H =
1

2

∑
p

(
u∗αγb

†
pγuασbpβ − vαγb−pγv

∗
ασb

†
−pβ

+ u∗ασb
†
−pβuαγb−pγ − vασbpβv

∗
αγb

†
pγ

)
Cσβ. (1.88)

Залишилось лише скористатись комутацiйним спiввiдношенням (1.67) i умо-

вою (1.69):

H =
∑
p

b†pαCαβbpβ − ω[β]vαβv
∗
αβ. (1.89)

Порiвнюємо вирази (1.75) i (1.89) та нарештi здобуваємо визначення бажаного
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доданку:

D = −ω[β]vαβv
∗
αβ. (1.90)

Як бачимо з рiвняння (1.85) i визначення (1.90), нам вдалося повнiстю звести

початкову задачу з дiагоналiзацiї квадратичної операторної форми до задачi,

що подiбна задачi з пошуку власних значень i власних векторiв матрицi, що

стоїть у правiй частинi рiвняння (1.85).

Кiлька слiв треба додати щодо блокових матриць. Це такi об’єкти, якi

с точки зору математики нiчим не вiдрiзняються вiд звичайних матриць, а

саме слово «блоковий» вказує лише на принцип їхньої побудови: вiн полягає

в конкатенацiї строк i стовпцiв складових матриць в послiдовностi, що

визначається в цiй роботi вертикальними та горизонтальними суцiльними

лiнiями.

В рамках концепцiї блокових матриць умови (1.69), (1.70), (1.73) i (1.74)

можна подати у наступному виглядi

M †JM = J, (1.91)

де

M † =

 U −V ∗

−V U ∗

 , J =

 0 I

−I 0

 , M =

 U † −V †

−V T UT

 ,

I ≡ δαβ — одинична матриця.

Тотожнiсть (1.91) — це, так звана, умова симплектичностi матрицi M . Якщо

якась матриця втiлює перетворення координат (операторiв) i задовольняє

згаданiй умовi, то вона зберiгає (тобто залишає незмiнним пiд дiєю перетво-

рень) кососиметричний добуток координат, що в нашому випадку вiдповiдає

комутатору операторiв народження i знищення (див. (1.67)).
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Висновки до роздiлу 1

1. Викладено засади термодинамiчної теорiї збурень.

2. Викладено теорiю слабковзаємодiйного бозе-газу Боголюбова.

3. Отримано в рамках теорiї Боголюбова систему рiвнянь, яка визначає

хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату слабковзаємодiйного бозе-

газу атомiв з нульовим спiном за ненульової температури (див. рiвняння (1.55)

i (1.56)).

4. Зроблено узагальнення канонiчних перетворень Боголюбова на випадок

наявностi в частинок бозе-газу додаткових внутрiшнiх ступенiв свободи.
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РОЗДIЛ 2

ТЕРМОДИНАМIКА СЛАБКОВЗАЄМОДIЙНОГО БОЗЕ-ГАЗУ

У ВЕРХНЬОМУ ОКОЛI ТЕМПЕРАТУРИ ПЕРЕХОДУ

Цей роздiл присвячено побудовi термодинамiки бозе-газу в верхньому

околi температури переходу до стану з БЕК iз урахуванням поправок

першого i другого порядку за взаємодiєю до основних термодинамiчних

величин. Теоретичний опис побудований у рамках термодинамiчної теорiї

збурень, вперше впровадженої Пайєрлсом [60–62]. Хоча в контекстi слаб-

ковзаємодiйних квантових газiв цей теоретичний пiдхiд був запропонований

давно [47, 48], наскiльки вiдомо, його нiколи не було застосовувано як для

отримання конкретних термодинамiчних характеристик слабковзаємодiйного

бозе-газу, так i для їх кiлькiсного аналiзу.

2.1. Гамiльтонiан слабковзаємодiйного бозе-газу

Перед тим, як зосередитись на термодинамiчних властивостях слабков-

заємодiйного бозе-газу, необхiдно уточнити гамiльтонiан, яким ми описуємо

систему в просторi чисел заповнення (див. формулу (1.2))

H0 =
∑
p

εpa
†
pap, (2.1)

V =
1

2V

∑
p1...p4

νp1p3
a†p1

a†p2
ap3

ap4
δp1+p2,p3+p4

. (2.2)

де

a†p i ap — оператори народження i знищення бозе-частинки з iмпульсом p,

вiдповiдно;

V — об’єм системи;

νp1p3
≡ ν(p1 − p3) — Фур’є-образ парної взаємодiї;

εp — кiнетична енергiя вiльних частинок;
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m — маса частинки;

δp1+p2,p3+p4
— символ Кронекера.

Для простоти та визначеностi ми розглянемо тривимiрний газ, що скла-

дається з нерелятивiстських безспiнових частинок. Коли частинки не вза-

ємодiють, газ описується гамiльтонiаном (2.1) або стандартною функцiєю

розподiлу Бозе-Ейнштейна

fp =
1

exp[β (εp − µ)]− 1
. (2.3)

Маючи визначення оператору парної взаємодiї V (див. формулу (2.2))

через оператори народження й знищення, неспареними є доданки на кшталт

таких [48]:

⟨V1 · V2⟩нc ∝ a†p1
a†p2

ap3
ap4

· a†p5
a†p6

ap7
ap8

+ . . . . (2.4)

Водночас спареними є доданки

⟨V1 · V2⟩c ∝ a†p1
a†p2

ap3
ap4

· a†p5
a†p6

ap7
ap8

+ . . . . (2.5)

Нагадаємо також, що в iдеальному бозе-газi нижче характерної темпе-

ратури вiдбувається перехiд другого роду до фази з БЕК. Ця температура

дається виразом:

T0 =
1

2m

[
4π2ℏ3n

Γ(3/2)ζ(3/2)

]2/3
, (2.6)

де

ℏ — стала Планка;

n = N/V — густина частинок газу;

Γ(x) — гамма-функцiя;

ζ(x) – дзета-функцiя Рiмана.

Слiд звернути увагу, що в цьому дослiдженнi густина n утримується фi-
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ксованою. Таким чином, температура переходу T0 слугує нижче одиницею

масштабування у всiх температурних й енергетичних залежностях. Вплив

кiнцевого числа частинок i кривизни пастки на термодинамiчнi характеристи-

ки слабковзаємодiйного бозе-газу вище температури переходу можна знайти,

наприклад, за посиланнями [63,64].

Для подальших обчислень корисним буде також увести до розгляду

додаткову масштабну величину в координатному просторi, а саме теплову

довжину хвилi де Бройля частинок за T = T0 (див. формулу (2.6)),

Λ0 =

√
2πℏ2
mT0

, (2.7)

яка є порядку середньої вiдстанi мiж двома частинками газу, Λ0 ∼ n−1/3.

2.2. Визначник Вiка

Перед тим, як перейти до обчислення термодинамiчних характеристик

слабковзаємодiйного бозе-газу за допомогою термодинамiчної теорiї збурень

(див. пiдроздiл 1.1), хотiлось би обговорити певнi технiчнi складнощi роботи

з її апаратом i запропонувати вдосконалення сталого алгоритму обчислення

середнiх за теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса.

Нагадаємо, що у вiдповiдностi до формули (1.20) для обчислення сере-

днiх значень вiд добутку деякої кiлькостi операторiв народження й знищення

частинок необхiдно врахувати всi можливi їхнi спарення (див. також (2.4)

i (2.5)). Зазвичай, це пропонується робити графiчно — за допомогою лiнiй

(зв’язкiв) (див. формули (1.17), (2.4) i (2.5)). Такий спосiб є досить зручним

i очевидним, але тiльки доти, поки лiнiй порiвняно небагато i є можливiсть

розплутати вузли, слiдувати за лiнiями, не зазнаючи помилок, або просто

не оминути якийсь доданок. Саме тому пiд час роботи над задачею, якiй

присвячений даний роздiл, виникла iдея запропонувати значне покращення

алгоритму обчислення згаданих середнiх.
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Отже, для початку введемо поняття матрицi або таблицi Вiка, як

таку, що заповнюється усiма можливими ненульовими спареннями опера-

торiв. Сама по собi вона виступає скорiше альтернативою лiнiям, оскiльки

означенi вище помилки залишаються можливими, хiба що менше вiрогiднiсть

проґавити якийсь доданок. Останнє випливає з того факту, що матриця Вiка

має заздалегiдь вiдомий розмiр, n × n (див. (1.20)), а тому пусте мiсце буде

означати, що якийсь доданок пропущено.

Структура — це головна вiдмiннiсть таблиць вiд зв’язкiв i вона може

бути обернена на перевагу, якщо додати певний алгоритм або правило її

заповнення. Тому, припускаючи, що нам треба обрахувати нетривiальне

середнє вiд добутку операторiв, пропонується почати заповнювати таблицю

Вiка з дiагональних елементiв, рахуючи зверху:

— першим елементом ставимо спарення крайнього злiва оператора з таким

найближчим до нього оператором, що спарення з ним не дорiвнює нулю;

— викреслюючи подумки оператори, використанi у попереднiй позицiї,

дiємо за тим самим принципом, поки всi дiагональнi клiтинки не будуть

зайнятi;

— зiставляючи номери станiв в спареннi у заповненiй клiтинцi з номерами

рядку i стовпця цiєї клiтинки (номер стану оператора знищення з номером

рядка, а номер стану оператора народження з номером стовпчика), заповню-

ємо спареннями вiдповiдно до станiв всi iншi клiтинки таблицi, зберiгаючи

даний у добутку порядок операторiв.

Нарештi ми можемо визначити середнє за теоремою Вiка-Блоха-

Домiнiсiса, якщо розкриємо отриману за алгоритмом вище матрицю Вiка

як визначник, але з тiєю поправкою, що знак перед кожним доданком

буде визначатися не перестановкою елементiв визначника, а перестановкою

операторiв вiдносно їх початкових позицiй у даному добутку. Зокрема, в разi

бозонiв — це завжди буде плюс i ми здобуваємо «симетричний» визначник.

Для прикладу давайте порахуємо середнє
〈
ap1

ap2
a†p3

a†p4
a†p5

ap6

〉
0
. Вiдпо-
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вiдна матриця Вiка має вигляд
〈
ap1

a†p3

〉
0

〈
ap1

a†p4

〉
0

〈
ap1

a†p5

〉
0〈

ap2
a†p3

〉
0

〈
ap2

a†p4

〉
0

〈
ap2

a†p5

〉
0〈

a†p3
ap6

〉
0

〈
a†p4

ap6

〉
0

〈
a†p5

ap6

〉
0

 . (2.8)

Обчислюючи визначник Вiка матрицi (2.8), отримуємо

〈
ap1

ap2
a†p3

a†p4
a†p5

ap6

〉
0
= ±

〈
ap1

a†p3

〉
0

〈
ap2

a†p4

〉
0

〈
a†p5

ap6

〉
0

+
〈
ap1

a†p3

〉
0

〈
ap2

a†p5

〉
0

〈
a†p4

ap6

〉
0
+
〈
ap1

a†p4

〉
0

〈
ap2

a†p3

〉
0

〈
a†p5

ap6

〉
0

±
〈
ap1

a†p4

〉
0

〈
ap2

a†p5

〉
0

〈
a†p3

ap6

〉
0
±
〈
ap1

a†p5

〉
0

〈
ap2

a†p3

〉
0

〈
a†p4

ap6

〉
0

+
〈
ap1

a†p5

〉
0

〈
ap2

a†p4

〉
0

〈
a†p3

ap6

〉
0
. (2.9)

У рiвняннi (2.9) враховано обидвi квантовi статистики: верхнiй знак вiдпо-

вiдає статистицi Бозе-Ейнштейна, а нижнiй — статистицi Фермi-Дiрака.

Помiтимо, що обидва способи роботи з теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса

залишають невирiшеною проблему «автоматизацiї» визначення знака того

чи iншого доданку у разi фермiонiв. Однак така задача виходить за межi

даної дисертацiї, оскiльки стосується вже iншого об’єкту дослiдження —

багаточастинкових систем фермiонiв.

2.3. Головнi термодинамiчнi величини

2.3.1. Хiмiчний потенцiал

Для визначення поправок термодинамiчної теорiї збурень до хiмiчного

потенцiалу й основних термодинамiчних величин слабковзаємодiйного бозе-

газу звернемось до формул (1.17)–(1.22), враховуючи тiльки доданки на

кшталт (2.5), а не (2.4). Почнемо з розкладання термодинамiчного потенцiалу
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в ряд до квадратичних поправок за взаємодiєю у такiй формi:

Ω(µ) = Ω0(µ) + Ω1(µ) + Ω2(µ) + . . . (2.10)

Тодi Ω0(µ) — це великий термодинамiчний потенцiал iдеального газу, який,

нагадаємо, має таке визначення:

Ω0(µ) = −T
∑
p

ln (1 + fp). (2.11)

Перша i друга поправки за взаємодiєю мають такий вигляд (номер поправки

позначає передусiм степiнь взаємодiї):

Ω1(µ) = ⟨V⟩c0 =
1

2V

∑
pp′

(ν0 + νpp′) fpfp′, (2.12)

Ω2(µ) = Ω′
2(µ) + Ω′′

2(µ), (2.13)

де

Ω′
2(µ) = − β

2V 2

∑
p1p2p3

[
ν20 + 2ν0νp2p3

+ νp1p3
νp2p3

]
fp1fp2fp3 (fp3 + 1) ,

Ω′′
2(µ) = − β

4V 2

∑
p1...p4

[
ν2p1p3

+ νp1p3
νp1p4

]
fp1fp2 (fp3 + 1) (fp4 + 1) δp1+p2,p3+p4

,

ν0 ≡ ν(p−p′ = 0), кiлькiсть рисок над поправкою позначає не тiльки рiзницю

в структурi доданкiв, а має i додатковий сенс, який стане зрозумiлий згодом.

Важливо зазначити, що пiд час обчислення квадратичної поправки

Ω′′
2(µ), як можна побачити з формул (1.17)–(1.22), пiд iнтегралом повинен

виникати множник exp{(β1 − β2) (εp1
+ εp2

− εp3
− εp4

)}. Але вiн близький

до одиницi, оскiльки ми враховуємо тiльки процеси пружного s-розсiювання:

енергiя вiдносного руху частинок дорiвнює нулю i, як наслiдок, виконується

закон збереження їхньої кiнетичної енергiї, εp1
+ εp2

− εp3
− εp4

= 0. Таке

припущення є цiлком природним за температур близьких до температури
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бозе-ейнштейнiвського переходу й ультрахолодних газiв в експериментах.

Визначимо повне число частинок N за допомогою спiввiдношення

Максвелла,

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

. (2.14)

Пiдставляючи до рiвняння (2.14) розкладання великого термодинамiчного

потенцiалу (2.10)-(2.13), отримуємо повне число частинок:

N(µ) = N0(µ) +N1(µ) +N2(µ) + . . . , (2.15)

де повна кiлькiсть частинок iдеального газу має такий вигляд:

N0(µ) =
∑
p

fp. (2.16)

Перша i друга поправки знаходяться за аналогiєю з поправками до великого

термодинамiчного потенцiалу (див. рiвняння (2.12) i (2.12)):

N1(µ) = − β

V

∑
pp′

[ν0 + νpp′] fp′fp (fp + 1) , (2.17)

N2(µ) = N ′
2(µ) +N ′′

2 (µ), (2.18)

де

N ′
2(µ) =

β2

2V 2

∑
p1p2p3

[
ν20 + 2ν0νp2p3

+ νp1p3
νp2p3

]
×fp1fp2fp3 (fp3 + 1) (2fp3 + fp1 + fp2 + 3) ,

N ′′
2 (µ) =

β2

4V 2

∑
p1...p4

[
ν2p1p3

+ νp1p3
νp1p4

]
fp1fp2 (fp3 + 1) (fp4 + 1)

×δp1+p2,p3+p4
(fp1 + fp2 + fp3 + fp4 + 2) .

Зауважимо, що насправдi цiкавi нам термодинамiчнi величини є фун-
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кцiями хiмiчного потенцiалу µ, а не повного числа частинок N . В експеримен-

тах контрольованим параметром є остання величина. Отже, для послiдовного

пертурбативного пiдходу необхiдно розкласти хiмiчний потенцiал до другого

порядку за взаємодiєю,

µ(T, V,N) = µ0 + µ1 + µ2 + . . . , (2.19)

де поправки визначаються з розкладання в ряд Тейлора

µ1 ≡
∑
p

(
∂µ

∂νp

)
T,V,N

∣∣∣∣∣
0

νp, (2.20)

µ2 ≡
1

2

∑
pp′

(
∂2µ

∂νp∂νp′

)
T,V,N

∣∣∣∣∣
0

νpνp′, (2.21)

iндекс 0 позначає пiдстановку µ = µ0 i νp ≡ ν(p) = 0 пiсля взяття похiдної,

µ0 — хiмiчний потенцiал iдеального газу.

Хiмiчний потенцiал µ0 (див. (2.19)) визначається з умови фiксованостi

повного числа частинок N (докладнiше див., наприклад, [65, 66]), тобто як

розв’язок рiвняння (див. (2.16)):

N = N0 =
∑
p

fp(µ0). (2.22)

Введенi поправки вищого порядку µ1 i µ2 можна отримати з формул (2.15)-

(2.18), шляхом накладення тiєї ж умови замкненостi термодинамiчної си-

стеми, що математично означає вiдсутнiсть залежностi числа частинок вiд

взаємодiї:

∂N

∂νp
= 0. (2.23)
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Нарештi, з рiвнянь (2.20)-(2.23) отримуємо:

µ1 = −N1(µ0)

(
∂N0(µ0)

∂µ0

)−1

T,V

, (2.24)

µ2 = −
(
∂N0(µ0)

∂µ0

)−1

T,V

×

×

[(
∂2N0(µ0)

∂µ2
0

)
T,V

µ2
1

2
+

(
∂N1(µ0)

∂µ0

)
T,V

µ1 +N2(µ0)

]
, (2.25)

де

N1 =
∑
p

(
∂N

∂νp

)
νp,

N2 =
1

2

∑
p

(
∂2N

∂νp∂νp′

)
νpνp′.

У випадку локальної взаємодiї, тобто незалежного вiд iмпульсу її Фур’є-

образу νpp′ = ν0, поправки (2.24) i (2.25) приймають вигляд

µ
(loc)
1 = 2nν0, (2.26)

µ
(loc)
2 = −N ′′

2 (µ0)

(
∂N0(µ0)

∂µ0

)−1

T,V

. (2.27)

Для чисельного аналiзу поправок термодинамiчної теорiї збурень до хi-

мiчного потенцiалу впливу нелокальностi взаємодiї, необхiдно визначитись iз

явним виглядом функцiональної залежностi, якою така взаємодiя описується.

Скористаємось для цього добре вiдомим потенцiалом моделi пiвпрозорих

сфер (прямокутний бар’єр):

V (r) =


3g

4πr30
, r ≤ r0

0, r > r0

, (2.28)
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iз Фур’є-образом

νp = 3g
j1(pr0/ℏ)
pr0/ℏ

, (2.29)

де

g =
4πℏ2as

m
;

ℏ — константа Планка;

as — довжина s-розсiювання;

j1(pr0/ℏ) — сферична функцiя Бесселя.

Амплiтуда обирається такою, аби в границi нульового ефективного радiусу

r0 модельний мiжатомний потенцiал переходив в локальну взаємодiю, тобто

lim
r0→0

νp = g.

На Рис. 2.1 можемо побачити температурнi залежностi хiмiчного по-

тенцiалу аж до квадратичних поправок як для локальних (див. формули

(2.26) i (2.27)), так i для нелокальних потенцiалiв (див. (2.29)). На цьому

рисунку й далi, обчислення обмежується знизу за температурою T умовою:

|O2(T
∗)| = 0, 1|O1(T

∗)|, де O – термодинамiчна величина, що нас цiкавить

(для узгодженостi термодинамiчних спiввiдношень ми обмежуємо розрахун-

ки для хiмiчного потенцiалу µ й для iнших термодинамiчних величин умовою

для тиску P , див. нижче). Таким чином, характерна температура T ∗ може

бути пов’язана з областю застосовностi термодинамiчної теорiї збурень. Для

певної густини частинок газу n i довжини розсiювання as, якi обираються

близькими до типових значень у розрiджених ультрахолодних газах атомiв

лужних металiв та наведених на Рис. 2.1, T ∗ ≈ 1, 3T0.

З рiвнянь (2.24)-(2.26) i [66] для µ0(T ) за фiксованої густини n бачимо,

що лiнiйна поправка термодинамiчної теорiї збурень дає сталий додатнiй зсув

хiмiчного потенцiалу порiвняно з невзаємодiйною границею. Квадратична по-

правка призводить до незначного зменшення хiмiчного потенцiалу µ, ближче

до хiмiчного потенцiалу iдеального газу µ0. Також можна помiтити, що нело-

кальна взаємодiя зменшує значення лiнiйної поправки, до чого можна прийти
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Рис. 2.1. Температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу (стрiлки вказують

на найвищi граничнi порядки, що використовуються при розрахунках) i

вiдповiднi поправки, отриманi в рамках TТЗ для слабковзаємодiйного бозе-

газу. Параметри є такими n = 1012 см−3, as = 100aB, i r0 = Λ0/20 ≈ 1300aB.

i з рiвняння першої поправки до числа частинок (див. формулу (2.15)). Однак

ефект стає помiтним лише у випадку далекодiйних мiжатомних потенцiалiв

з r0 ≳ 103aB, де aB – радiус Бора (наприклад, ультрахолоднi атоми Рiдберґа

або гази атомiв iз значним природним дипольним моментом). Навпаки, для

типових парметрiв розрiджених газiв i потенцiалiв з r0 ≪ 103aB (наприклад,

ультрахолоднi атоми лужних металiв у основному станi), цi поправки є

незначними у дослiджуваному дiапазонi застосовностi термодинамiчної теорiї

збурень за взаємодiєю (тобто за температури T ≳ T ∗). Отже, ефекти

взаємодiї вище температури переходу можна добре описати за допомогою

локального наближення, застосованому для опису ультрахолодного газу

атомiв iз помiрним ефективними радiусами мiжатомного потенцiалу взаємодiї

в координатному просторi (докладнiше див. також пiдроздiл 2.4).
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2.3.2. Тиск

Далi проаналiзуємо тиск P , що пов’язаний iз великим термодинамiчним

потенцiалом наступною формулою

P = −Ω

V
. (2.30)

Однак перш нiж використати рiвняння (2.10)–(2.13) для знаходження тиску

P , необхiдно додатково розкласти великий термодинамiчний потенцiал Ω

у ряд через те, що хiмiчний потенцiал µ також мiстить функцiональну

залежнiсть за взаємодiєю. Таким чином, ми знаходимо

P (µ) = P0(µ0) + P1(µ0) + P2(µ0) + . . . (2.31)

В той час, як нульова поправка,

P0(µ0) = −Ω0(µ0)

V
, (2.32)

повнiстю збiгається з тиском iдеального газу, в першiй i другiй поправках,

P1(µ0) = nµ1 −
1

2V 2

∑
pp′

[ν0 + νpp′] fpfp′, (2.33)

P2(µ0) =

(
∂N0(µ0)

∂µ0

)
T,V

µ2
1

2V
+N1(µ0)

µ1

V
+ P ′

2(µ0) + P ′′
2 (µ0) + nµ2, (2.34)

де

P ′
2(µ0) =

β

2V 3

∑
p1p2p3

(
ν20 + 2ν0νp2p3

+ νp1p3
νp2p3

)
fp1fp2fp3 (fp3 + 1) ,

P ′′
2 (µ0) =

β

4V 3

∑
p1...p4

(
ν2p1p3

+ νp1p3
νp1p4

)
fp1fp2 (fp3 + 1) (fp4 + 1) δp1+p2,p3+p4

,

ми можемо побачити, порiвнявши вирази (2.10)–(2.13), (2.33) i (2.34), що

простий зв’язок мiж тиском P i великим термодинамiчним потенцiалом
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Рис. 2.2. Температурнi залежностi тиску i вiдповiднi поправки, отриманi в

рамках ТТЗ для слабковзаємодiйного бозе-газу. Пунктирна лiнiя вiдповiдає

класичному iдеальному газу. Параметри розрахункiв обрано такими n =

1012 см−3, as = 100aB i r0 = Λ0/20

Ω порушено (див. рiвняння (2.30)). Це є наслiдком якраз необхiдностi

розкладання хiмiчного потенцiалу µ в ряд термодинамiчної теорiї збурень

за взаємодiєю.

У разi локальної взаємодiї тиск газу можна записати так:

P
(loc)
1 = n2ν0, (2.35)

P
(loc)
2 (µ0) = P ′′

2 loc(µ0) + nµ
(loc)
2 . (2.36)

Числовi результати розрахункiв для тиску наведенi на Рис. 2.2. Вони

мають подiбнi до хiмiчного потенцiалу якiснi особливостi: лiнiйна поправка

термодинамiчної теорiї збурень не залежить вiд температури i є позитивною

(див. (2.35)); квадратична поправка — вiд’ємна, але мала; нелокальнiсть

взаємодiї незначно впливає на поправки за типових експериментальних

значень ефективного радiусу взаємодiї r0 i густини газу n вище температури
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застосовностi термодинамiчної теорiї збурень T ∗.

2.3.3. Ентропiя та питома теплоємнiсть

Для визначення ентропiї ми використовуємо спiввiдношення Максвелла

S = −
(
∂Ω

∂T

)
µ,V

. (2.37)

Таким чином, пiдставляючи до формули (2.37) явнi вирази (2.10)–(2.13)

i додаткового розкладаючи залежностi хiмiчного потенцiалу µ в ряд за

взаємодiєю νp, отримуємо

S(µ) = S0(µ0) + S1(µ0) + S2(µ0) + . . . (2.38)

Причому головний член збiгається з комбiнаторним визначенням ентропiї

iдеального газу:

S0(µ0) =
∑
p

[(1 + fp) ln (1 + fp)− fp ln fp] (2.39)

Першу поправку зручно подати у такому виглядi:

S1(µ0) =

(
∂N0(µ0)

∂T

)
µ0,V

µ1 + S ′′
1 (µ0), (2.40)

де

S ′′
1 (µ0) = −β2

V

∑
pp′

[ν0 + νpp′] (εp − µ) fp′fp (fp + 1) .

А квадратичну поправку можна записати в наступному виглядi

S2(µ0) =

(
∂2S0(µ0)

∂µ2
0

)
T,V

µ2
1

2
+

(
∂S ′′

1 (µ0)

∂µ0

)
T,V

µ1 + S ′
2(µ0) + S ′′

2 (µ0)
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+

(
∂N0(µ0)

∂T

)
µ0,V

µ2, (2.41)

де

S ′
2(µ0) = −βΩ′

2(µ0) +
β3

2V 2

∑
p1p2p3

[
ν20 + 2ν0νp2p3

+ νp1p3
νp2p3

]
×fp1fp2fp3(fp3 + 1) [(fp1 + 1) (εp1 − µ0)

+ (fp2 + 1) (εp2 − µ0) + (2fp3 + 1) (εp3 − µ0)] ,

S ′′
2 (µ0) = −βΩ′′

2(µ0) +
β3

4V 2

∑
p1...p4

[
ν2p1p3

+ νp1p3
νp1p4

]
fp1fp2 (fp3 + 1)

× (fp4 + 1) δp1+p2,p3+p4
[(fp1 + 1) (εp1 − µ0) + (fp2 + 1) (εp2 − µ0)

+fp3 (εp3 − µ0) + fp4 (εp4 − µ0)] .

Слiд звернути увагу, що в границi локальної взаємодiї поправка першо-

го порядку термодинамiчної теорiї збурень до ентропiї (див. (2.40)) зникає,

S
(loc)
1 (µ0) = 0, (2.42)

а доданок другого порядку (2.41) можна записати в бiльш компактнiй формi:

S
(loc)
2 (µ0) = S

′′(loc)
2 (µ0) +

(
∂N0(µ0)

∂T

)
µ0,V

µ
(loc)
2 . (2.43)

Результати як для локальної (див. формули (2.42) i (2.43)), так i нелокальної

параметризацiї взаємодiї наведенi на Рис. 2.3 i мають слабку вiдмiннiсть вiд

випадку iдеального газу.

Тепер визначимо питому теплоємнiсть за сталого об’ємi формулою [62]

CV = T

[(
∂S

∂T

)
µ,V

−
(
∂N

∂T

)2

µ,V

(
∂N

∂µ

)−1

T,V

]
. (2.44)

Оскiльки похiднi входять до виразу (2.44) нелiнiйно, його необхiдно додатково

розкласти в ряд термодинамiчної теорiї збурень. Звiдси, зручно подавати
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Рис. 2.3. Температурнi залежностi ентропiї та вiдповiднi поправки, отри-

манi в рамках TTЗ для слабковзаємодiйного бозе-газу. Пунктирна лiнiя

вiдповiдає класичному iдеальному газу. Параметри є такимим n = 1012 cм−3,

as = 100aB i r0 = Λ0/20.

питому теплоємнiсть так само, як це робиться для хiмiчного потенцiалу (див.

рiвняння (2.19)-(2.21)):

CV (µ) = CV 0(µ0) + CV 1(µ0) + CV 2(µ0) + . . . , (2.45)

де

CV 1(µ0) ≡
∑
p

(
∂CV (µ)

∂νp

)
T,V

∣∣∣∣∣
0

νp,

CV 2(µ0) ≡
1

2

∑
pp′

(
∂2CV (µ)

∂νp∂νp′

)
T,V

∣∣∣∣∣
0

νpνp′.

Таким чином, послуговуючись формулами (2.15)-(2.18) i (2.38)-(2.41), у

загальному випадку лiнiйну поправку термодинамiчної теорiї збурень до
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питомої теплоємностi (2.45) можна записати у такiй формi:

CV 1(µ0) =

(
∂CV 0(µ0)

∂µ0

)
T,V

µ1 + C ′′
V 1(µ0), (2.46)

де

C ′′
V 1(µ) = T

[(
∂S ′′

1 (µ)

∂T

)
µ,V

−2

(
∂N1(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)
T,V

+

(
∂N0(µ)

∂T

)2

µ,V

(
∂N1(µ)

∂µ

)
T,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−2

T,V

]∣∣∣∣∣
0

.

Квадратичну поправку термодинамiчної теорiї збурень можна подати як

CV 2(µ0) =

(
∂2CV 0(µ0)

∂µ2
0

)
T,V

µ2
1

2
+ C ′

V 2(µ0) + C ′′
V 2(µ0) +

(
∂CV 1ν(µ0)

∂µ0

)
T,V

µ1

+

(
∂CV 0(µ0)

∂µ0

)
T,V

µ2, (2.47)

де

C ′
V 2(µ) = T

[(
∂S ′

2(µ)

∂T

)
µ,V

− 2

(
∂N ′

2(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−1

T,V

+2

(
∂N1(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N1(µ)

∂µ

)
T,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−1

T,V

−
(
∂N1(µ)

∂T

)2

µ,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−1

T,V

−
(
∂N0(µ)

∂T

)2

µ,V

(
∂N1(µ)

∂µ

)2

T,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−3

T,V

+

(
∂N0(µ)

∂T

)2

µ,V

(
∂N ′

2(µ)

∂µ

)
T,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−2

T,V

]∣∣∣∣∣
0

,

C ′′
V 2(µ) = T

[(
∂S ′′

2 (µ)

∂T

)
µ,V

− 2

(
∂N ′′

2 (µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂T

)
µ,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−1

T,V

+

(
∂N0(µ)

∂T

)2

µ,V

(
∂N ′′

2 (µ)

∂µ

)
T,V

(
∂N0(µ)

∂µ

)−2

T,V

]∣∣∣∣∣
0

.

Поправки (2.46) i (2.47) мають досить компактну форму за локальної
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взаємодiї. Подiбно ентропiї лiнiйний доданок зникає (див. формулу (2.42)),

C
(loc)
V 1 (µ0) = 0, (2.48)

а квадратичну поправку термодинамiчної теорiї збурень в локальному набли-

женнi можна записати як

C
(loc)
V 2 (µ0) = C

′′(loc)
V 2 (µ0) +

(
∂CV 0(µ0)

∂T

)
µ0,V

µ
(loc)
2 , (2.49)

З Рис. 2.4 ми бачимо, що поправки термодинамiчної теорiї збурень до

питомої теплоємностi вiдносно невеликi в границi застосовностi теоретичного

пiдходу та для параметрiв газу, типових для експериментiв з ультрахолодни-

ми атомами. Помiтимо, що теплоємнiсть обчислена тiльки для локального

потенцiалу взаємодiї (див. формули (2.48) i (2.49)), оскiльки нелокальний

випадок потребує значно бiльше аналiтичних обчислень (див. формули (2.46)

i (2.47)), а очiкувати результатiв, якi б помiтно кiлькiсно i якiсно вiдрiзнялись

вiд локального випадку, не доводиться через вiдсутнiсть такого для всiх

iнших величин (див. Рис. 2.1 – Рис. 2.3).

2.4. Нелокальна взаємодiя: структура в просторi iмпульсiв

Цей пiдроздiл присвячений обговоренню малостi нелокальних ефектiв

поправок термодинамiчної теорiї збурень до основних дослiджуваних термо-

динамiчних величин. З Рис. 2.5 видно, що для типових експериментальних

параметрiв ефективний радiус взаємодiї r0 = Λ0/20 (див. формулу (2.7))

вiдносно невеликий, оскiльки його профiль майже плоский порiвняно зi змiне-

нням функцiї розподiлу Бозе-Ейнштейна (див. формулу (2.3)) та пов’язаних

з нею величин за типових температур газу. Це означає, що локальне набли-

ження залишається точним у рамках застосовностi термодинамiчної теорiї

збурень. Такий висновок контрастує з дослiдженнями бозе-газу в станi з

БЕК за нульової температури в рамках цiлком послiдовного квадратичного
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Рис. 2.4. Температурнi залежностi питомої теплоємностi та вiдповiднi

поправки, отриманi в рамках TTЗ для слабковзаємодiйного бозе-газу. Па-

раметри є такими n = 1012 см−3, as = 100aB i r0 = Λ0/20.

наближення (див. [33] i роздiл 3), де основне рiвняння, що забезпечує мiнiмум

термодинамiчного потенцiалу, не має розв’язку навiть пiсля застосування

добре вiдомої процедури перенормування для константи зв’язку, заданої

довжиною розсiювання [1,2].

Водночас з Рис. 2.5 стає зрозумiло, що як тiльки взаємодiя стає

далекодiйною, тобто характеристичний радiус r0 має той самий порядок, що

i середня вiдстань мiж частинками, нелокальнi ефекти стають бiльш вира-

женими. Iмовiрно, цi ефекти можна дослiдити за допомогою ультрахолодних

газiв атомiв Рiдберґа або атомiв з великим природним дипольним моментом.

Висновки до роздiлу 2

1. Застосовано термодинамiчну теорiю збурень для обчислення поправок

першого i другого порядку за взаємодiєю до термодинамiчних величин: тиску,

хiмiчного потенцiалу, ентропiї й теплоємностi за сталого об’єму — котрi
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Рис. 2.5. Профiлi потенцiалiв взаємодiї разом зi структурою функцiї

розподiлу газу за T = 1.9T0.

характеризують слабковзаємодiйний бозе-газ у верхньому околi температури

переходу до стану з БЕК.

2. Вдосконалено алгоритм обчислення середнiх за теоремою Вiка-Блоха-

Домiнiсiса за допомогою введення понять матрицi i визначника Вiка.

3. Проаналiзовано температурнi залежностi основних термодинамiчних

величин як аналiтично, так i чисельно для контактних (локальних) та

нелокальних потенцiалiв взаємодiї.

4. Продемонстровано, що локальна взаємодiя, обумовлена довжиною роз-

сiювання, добре описує взаємодiйний бозе-газ вище температури переходу.

Водночас ефекти нелокальностi роблять помiтний внесок у термодинамiку

слабковзаємодiйних газiв, як тiльки ефективний радiус дiї атомних потен-

цiалiв наближається до середньої вiдстанi мiж частинками. Це важливо з

огляду на дослiдження холодних газiв атомiв з далекодiйною взаємодiєю, на-

приклад, приготованих в станах Рiдберґа або великим природним дипольним

моментом.

5. Показано, що взаємодiя найбiльшим чином позначається на поведiнцi
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хiмiчного потенцiалу µ i тиску P . Для локальної взаємодiї, яка визначається

однiєю величиною — довжиною розсiювання as — лiнiйнi поправки до

ентропiї S i питомої теплоємностi CV дорiвнюють нулю. Ентропiя S i питома

теплоємнiсть CV добре описуються в рамках наближення iдеального газу

для типових експериментальних параметрiв ультрахолодних атомних газiв.

Отриманi залежностi (особливо, для хiмiчного потенцiалу) також забезпе-

чують надiйну асимптотичну поведiнку вище температури переходу як для

iснуючих теоретичних (середньопольовий пiдхiд i квантовi алгоритми Монте-

Карло ), так i для експериментальних дослiджень, див., наприклад, [67, 68]

та посилання в них.
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РОЗДIЛ 3

РОЛЬ НЕЛОКАЛЬНОЇ ВЗАЄМОДIЇ В

СЛАБКОВЗАЄМОДIЙНОМУ БОЗЕ-ГАЗI АТОМIВ З

НУЛЬОВИМ СПIНОМ У СТАНI З БЕК

У цьому роздiлi аналiзується система рiвнянь (1.57) i (1.58), яка

дає змогу визначити хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату

слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв з повним нульовим спiном у станi

з БЕК за нульової температури, з урахуванням внеску квадратичних за

операторами народження i знищення доданкiв та використання низки мо-

дельних потенцiалiв нелокальної взаємодiї. Спроби аналiтично вирiшити

систему нелiнiйних й iнтегральних рiвнянь (1.57) i (1.58) стикаються зi

значними труднощами навiть в межах пертурбативного пiдходу, оскiльки, як

зазначено в [33], результати мiстять неаналiтичнiсть щодо слабкої взаємодiї.

Цi рiвняння повнiстю аналiзуються з використанням чисельних методiв

для двох нелокальних моделей потенцiалу взаємодiї: модель пiвпрозорих

сфер i модель з профiлем гаусового (нормального) розподiлу. Головною

перевагою зазначених вище потенцiалiв є те, що вони дозволяють уникнути

розбiжностей у вiдповiдних iнтегралах, оскiльки їхнi Фур’є-образи прямують

до нуля за великих iмпульсiв i, водночас, мiстять контактну (локальну)

взаємодiю як граничний випадок.

3.1. Аналiз рiвнянь квадратичного наближення за нульової

температури та рiзних модельних потенцiалiв

Для чисельного аналiзу рiвнянь (1.57)-(1.59), необхiдно визначитися з

Фур’є-образом потенцiалу взаємодiї:

ν(p) =

∫
dr exp (−ipr/ℏ)V(r), (3.1)
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де

V(r) — потенцiал взаємодiї двох тiл в координатному просторi.

Припускаючи, що взаємодiя сферично-симетрична, розглянемо три модельнi

потенцiали (див. Рис. 3.1).
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Рис. 3.1. Координатнi (лiвi) й iмпульснi (праворуч) розподiли псевдопотен-

цiалiв гаусового типу V2 (верхнiй ряд) i пiвпрозорих сфер V3 (нижнiй ряд) за

рiзних ефективних радiусiв дiй потенцiалiв r0. Потенцiал локальної взаємодiї

V1 та його Фур’є-образ ν1 вiдповiдають границi r0 = 0

Почнемо з потенцiалу контактної (локальної) взаємодiї, що широко

використовується у фiзицi ультрахолодних газiв [1,2,18]. Цей потенцiал може

бути поданий у координатному просторi як

V1(r) = gδ(r). (3.2)
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Потенцiалу (3.2) вiдповiдає наступний Фур’є-образ (див. формулу (3.1)):

ν1(p) = g. (3.3)

У цьому випадку рiвняння (1.58) набуває вигляду:

µ1 = gn0 +
g

V

∑
p̸=0

[
αp

ωp
− gn0

2ωp
− 1

]
(3.4)

або, переходячи вiд пiдсумовування до iнтегрування в (3.4),

µ1 = gn0 +
g

2π2ℏ3

∫ ∞

0

dpp2
[
αp

ωp
− gn0

2ωp
− 1

]
, (3.5)

де, вiдповiдно до рiвнянь (1.30) i (1.40),

αp =
p2

2m
− µ+ 2gn0;

ωp = [(
p2

2m
− µ+ 2gn0)

2 − g2n2
0]
1/2.

Очевидно, що пiдiнтегральний вираз в рiвняння (3.5) має наступну

асимптотичну поведiнку в границi нескiнченного iмпульсу:

p2
(
αp

ωp
− gn0

2ωp
− 1

)
≈ −gn0m. (3.6)

Тому, пiдставляючи асимптотику (3.6) до рiвняння (3.5), бачимо, вiдповiдний

iнтеграл розбiгається на верхнiй границi (див. Рис. 3.2). Ця розбiжнiсть

пов’язана з тим, що Фур’є-образ потенцiалу локальної взаємодiї є константою

(див. формулу (3.3)). Та сама проблема також виникає пiд час обчислення

енергiї основного стану слабовзаємодiйного бозе-газу (див., наприклад, [1,2])

i Рис. 3.2). Її можна подолати наступним перенормуванням константи зв’язку

g в першому доданку рiвняння (3.4):

ν1(p) → ν̃1(p) = g +
g2

2V

∑
p̸=0

2m

p2
. (3.7)
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Рис. 3.2. Характернi iмпульснi залежностi пiдiнтегральних виразiв, що

входять в рiвняння для густини газу (а), хiмiчного потенцiалу (b) i густини

термодинамiчного потенцiалу (c), див. рiвняння (3.5), (3.8) та (3.18)-(3.20) за

γ = 7.4× 10−4, y = 0.98, u = 0.8 i три рiзних псевдопотенцiалiв з фiксованим

k0 = 0.105. Цей випадок вiдповiдає n = 5×1015см−3, aBs = 100a0 та r0 = 8nm.

Стрiлки вiдповiдають процедурi перенормування ν1 → ν̃1

Таким чином, користуючись виразом (3.7), з рiвняння (3.5) отримуємо:

µ̃1 = gn0 +
g

2π2ℏ3

∫ ∞

0

dp p2
[
αp

ωp
− gn0

2ωp
− 1 + gn0

m

p2

]
. (3.8)

Тепер iнтеграл в рiвняннi (3.8) збiгається, але має бути обчислений в областi

фiзичних параметрiв, де спектр квазiчастинок є дiйсним. Аби розiбратися

з цим введемо поняття щiлини спектру збуджень квазiчастинок, тобто його
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значенню за p = 0, виходячи з виразiв (1.30) i (1.40):

ω2
0 = (ν(0)n0 − µ)(3ν(0)n0 − µ). (3.9)

Одразу бачимо, ця щiлина дiйсно зникає, якщо хiмiчний потенцiал задо-

вольняє вiдомому спiввiдношенню Гугенгольца-Пайнса [59], µ = ν(0)n0.

Якщо бути точним, то щiлина залишається дiйсною величиною, коли ω2
0 ∈

(−∞; ν(0)n0 ]∪ [3ν(0)n0; +∞). Бiльш детальний аналiз формули (1.40) разом

iз (3.9) призводить до висновку, що потенцiал тяжiння (g < 0) не задовольняє

вимозi дiйсностi спектру за довiльного iмпульсу. Для вiдштовхувальної

взаємодiї (g > 0) ситуацiя протилежна i спектр залишається завжди дiйсним

за умови, якщо µ ≤ gn0. Однак навiть у цьому випадку рiвняння (3.8) не

має розв’язкiв, оскiльки вiдповiдний iнтеграл завжди позитивний i нiколи не

обертається в нуль (див. Рис. 3.2(b) для ν̃1).

Проте слiд зазначити, що рiвняння (1.57), (3.4) i (3.8) формально

вiдтворюють добре вiдомi результати для поправок вiдповiдних величин в

термiнах газового параметра, γ = na3. Дiйсно, якщо розглядати c-числовi

доданки в усiченому гамiльтонiанi (див. (1.29)) як головнi члени, тобто

µ = gn0, спектр одночастинкового збудження стає безщiлинним i набуває

боголюбiвської форми:

ωp =

[(
p2

2m

)2

+
p2

m
gn0

]1/2
. (3.10)

Пiдстановка µ = gn0 i виразу (3.10) в лiву частину рiвняння (3.8), яке врахо-

вує перенормування, з вiдповiдним iнтегруванням (тут µ̃1 ≡ µ) призводить

до наступного:

µ = gn0

[
1 +

40

3
√
π

√
n0a3s

]
, (3.11)

де
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as — довжина s-розсiювання, яка детально обговорюється далi.

Аналогiчним чином iнтегрування рiвняння (1.57) з Фур’є-образом потенцiалу

взаємодiї ν1(p) (див. (3.3)) дає густину частинок

n = n0

[
1 +

8

3
√
π

√
n0a3s

]
. (3.12)

Далi, використовуючи рiвняння (3.11) i (3.12), здобуваємо

µ = gn

[
1 +

32

3
√
π

√
n0a3s

]
. (3.13)

Як бачимо, рiвняння (3.13) забезпечує зв’язок мiж хiмiчним потенцiалом µ

i густиною частинок n. Другий доданок у правiй частинi рiвняння (3.12)

описує так зване квантове виснаження конденсату. Воно виражається через

параметр газовостi γ = na3, який повинен бути малим: γ ≪ 1 (n0 ≈ n).

Доданки, що мiстять газовий параметр, походять з квадратичної частини

усiченого гамiльтонiана i зазвичай розглядаються як поправки до вiдповiдних

величин.

Пiдсумовуючи зроблене, розумiємо, що локальний потенцiал взаємодiї

призводить до розбiжностей у квадратичному наближеннi i навiть пiсля

процедури перенормування, спрямованої на їх усунення, вiдповiдне рiв-

няння умови мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу не задовольняється.

Тому здається логiчним розглянути цю проблему, послуговуючись «бiльш

реалiстичними» нелокальними потенцiалами з нетривiальними iмпульсни-

ми залежностями їхнiх Фур’є-образiв. Варто пiдкреслити, що оригiнальна

теорiя Боголюбова [15] не використовує потенцiал контактної взаємодiї. А

ефекти пов’язанi з кiнцевим ефективним радiусом потенцiалу взаємодiї також

властивi системам атомiв, якi мають значнi дипольнi моменти, тобто їхня

взаємодiя визначається диполь-дипольними далекодiйними силами.

Отже, у якостi другого варiанту, розглянемо нелокальну взаємодiю, що
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характеризується розподiлом Гаусса (нормальний розподiл):

V2(r) =
g

(2πr20)
3/2

exp

(
− r2

2r20

)
, (3.14)

де

r0 — характерний радiус дiї потенцiалу або дисперсiя у математичному сенсi,

що характеризує ефективну вiдстань дiї модельного потенцiалу (див. також

Рис. 3.1).

Згiдно з формулою (3.1) Фур’є-образ потенцiалу (3.14) має вигляд:

ν2(p) = g exp

(
− p2

2p20

)
, (3.15)

де

p0 = ℏ/r0.

Третiм випадком оберемо потенцiал пiвпрозорих сфер:

V3(r) =


3g

4πr30
, r ≤ r0

0, r > r0

, (3.16)

(див. Рис. 3.1). Потенцiалу (3.16) вiдповiдає такий Фур’є-образ:

ν3(p) = 3g
j1(p/p0)

p/p0
, (3.17)

де

j1(x) — сферична функцiя Беселя (j1(x) = sin(x)/x2 − cos(x)/x);

p0 = ℏ/r0.

Зауважимо, що вибранi модельнi потенцiали ν2,3, заданi формулами (3.15)

i (3.17), в границi r0 → 0, збiгаються з контактною взаємодiєю ν1 (див.

Рис. 3.1). Таким чином, дозволяючи нетривiальну iмпульсну залежнiсть

потенцiалiв парної взаємодiї частинок, крiм просторового параметра в якостi

довжини розсiювання as, потрiбно ввести ще один параметр — ефективний
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радiус дiї потенцiалу r0.

Для проведення чисельного аналiзу, зручно подати отриманi рiвняння

у безрозмiрнiй формi. Замiнивши пiдсумовування iнтегруванням i вико-

ристовуючи сферичнi координати, рiвняння (1.57)-(1.59) можна звести до

наступного вигляду, вiдповiдно:

1 = y +
2π

γ

∫ ∞

0

k2dk

[
a(k)

w(k)
− 1

]
, (3.18)

u = 1 +
2π

yγ

∫ ∞

0

k2dk

{
a(k)[1 + s(k)]− bs2(k)

w(k)
− [1 + s(k)]

}
, (3.19)

η =
y2

2
− uy2 +

π2

γ2

∫ ∞

0

k2dk [w(k)− a(k)] , (3.20)

де

a(k) = k2 + b[1− u+ s(k)];

w(k) =
√
{k2 + b[1− u+ s(k)]}2 − b2s2(k) — безрозмiрна одночастинкова

дисперсiя (ωp = [πg/2(aBs )
3]w(k));

y = n0/n — частка конденсату;

u = µ/(gn0) — безрозмiрний хiмiчний потенцiал (u=1 в «стандартному»

пiдходi Боголюбова);

η = W (2)/gn2 — безрозмiрна густина термодинамiчного потенцiалу;

γ = n(aBs )
3 — величина, що може бути пов’язана з газовим параметром

(γ ≪ 1);

b = 2yγ/π;

k — безрозмiрна величина iнтегрування, що пов’язана з iмпульсом частинки

як p = (2πℏ/aBs )k;

s(k) — функцiя, що визначає дисперсiю модельного потенцiалу в iмпульсному

просторi, масштабованому в одиницях безрозмiрного iмпульсу k.

Зокрема, для контактної взаємодiї s1(k) = 1, для гаусового потенцiалу

s2(k) = exp[−k2/(2k20)], а для пiвпрозорих сфер s3(k) = 3j1(k/k0)/(k/k0),

де k0 = aBs /(2πr0).

Довжина розсiювання в першому борнiвському наближеннi визначає-
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ться за формулою:

aBs =
m

4πℏ2

∫
drV(r) (3.21)

i безпосередньо пов’язана з амплiтудою g як локального, так i нелокального

потенцiалу ν(p), тому вона використовується як параметр масштабування

в чисельному аналiзi. Зв’язок мiж величиною aBs i фактичною довжиною

розсiювання як as = as(g, r0) визначається й обговорюється далi.

Розглянемо аналiтичнi властивостi функцiй в iнтегралах рiвнянь (3.18)–

(3.20). Природно вважати, що b > 0 та w(k) ≥ 0 є дiйсними. Iнтеграл

у рiвняннi (3.18) збiгаються для всiх дослiджуваних псевдопотенцiалiв.

Основний внесок у цей iнтеграл визначає параметр газовостi γ, а значення

ефективного радiуса r0 майже не впливає на результат, якщо його не обрано

занадто великим, або умова γ ≪ 1 не виконується. Водночас iнтеграли

в рiвняннях (3.19) i (3.20) розбiгаються лiнiйно для s1(k) (див. (3.6)), а

для iмпульсно-залежних потенцiалiв s2,3(k) розбiжностi в границi k → ∞
усуваються. Вiдповiдна поведiнка всiх дослiджуваних iнтеграндiв зiбрана на

Рис. 3.2.

Для опису фiзичних характеристик ультрахолодних газiв є лише три

просторовi параметри, якi можна налаштувати: вiдстань мiж частинками,

що визначається густиною газу n, довжина розсiювання as, що регулюється

за допомогою фешбахiвського резонансу, параметр r0, який визначає форму

й просторову дисперсiю потенцiалу як в iмпульсному, так i в координатному

просторах. Два першi є специфiчними для системи, а останнiй є специфiчним

для моделi взаємодiї параметром. Характеристики використаних модельних

потенцiалiв як у координатному, так i в iмпульсному просторах наведенi в

пiдписi до Рис. 3.1.

Наостанок для модельних потенцiалiв взаємодiї необхiдно вказати

фiзичнi обмеження їхнього ефективного радiуса r0. По-перше, цей параметр

повинен перевищувати типовий розмiр атома, який є порядку радiуса Бора
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a0. По-друге, ефективний радiус дiї потенцiалу r0 повинен характеризувати

тiльки процеси взаємодiї мiж двома частинками, тому верхньою границею

треба обрати середню вiдстань мiж частинками, n−1/3. Таким чином, отри-

муємо наступну подвiйну умову:

a0 ≪ r0 ≪ n−1/3. (3.22)

3.2. Фiзичний аспект отриманих результатiв

Почнемо з чисельного аналiзу залежностей основних спостережува-

них термодинамiчних величин, таких як: густина конденсату n0, хiмiчний

потенцiал µ, i щiлина одночастинкового спектру збуджень ω0 вiд густини

газу. Для цього обираємо значення довжини розсiювання as i густини газу n

типовими для експериментiв з ультрахолодними розрiдженими газами атомiв

лужних металiв. Також вимагаємо, щоб для ефективного радiуса взаємодiї

r0 виконувались нерiвностi (3.22). Вiдповiднi результати для фiксованої

амплiтуди взаємодiї g, параметризованої через aBs (фiксоване r0) в залежностi

вiд густини газу n наведенi на Рис. 3.3.

Аналiз системи рiвнянь (3.18) i (3.19) показує, що сам хiмiчний потен-

цiал вiдрiзняється вiд величини µ0 = gn0. Це призводить до вiдмiнностей у

залежностях термодинамiчних величин i, очевидно, спричинено тим фактом,

що внесок квадратичних доданкiв усiченого гамiльтонiана до хiмiчного потен-

цiалу має такий же порядок величини, як i внесок c-числових доданкiв. Щодо

змiн у поведiнцi величин, то для густини конденсату вони тiльки кiлькiснi

(вона систематично бiльша, нiж у «стандартному» наближеннi Боголюбова з

µ = µ0), одночастинковий спектр збудження набуває ненульової енергетичної

щiлини (w(0) > 0), порушуючи спiввiдношення Гугенхольца-Пайнса [59]. Як

можна побачити на Рис. 3.3, густина термодинамiчного потенцiалу η завжди

негативна (отже, тиск є позитивним), що вказує на стабiльнiсть системи.

Вiдзначимо, що отриманi результати чутливi до вибору ефективного
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Рис. 3.3. Залежностi y = n0/n — частки конденсату в системi, u = µ/gn0 —

безрозмiрного хiмiчного потенцiала, η = W (2)/gn2 — безрозмiрного термоди-

намiчного потенцiала, та w(0) — щiлини спектру збуджень вiд густини газу

n для трьох рiзних псевдопотенцiалiв νi за aBs = 100a0 та r0 = 8нм

радiуса r0 дослiджуваних псевдопотенцiалiв, оскiльки в границi r0 → 0 (хоча

ця границя не є «невинною» i порушує нерiвнiсть (3.22)), як обговорювалося

вище, обидва потенцiали V2(r) та V3(r) зводяться до дельта-функцiї. Як

можна побачити на Рис. 3.2, у даному випадку за вiдсутностi перенормування

iнтегралiв як хiмiчний потенцiал, так i термодинамiчна густина потенцiалу

розбiгаються. Зокрема, згiдно з рiвнянням (3.4), µ1 → −∞, що призводить до

розбiжностi спектру квазiчастинок i квазiчастинковий опис стає недiйсним в

рамках квадратичного наближення.
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Тепер давайте порiвняємо спектри одночастинкових збуджень квазiча-

стинок, отриманi в рамках розробленого пiдходу, зi стандартним наближен-

ням Боголюбова (u = 1) для двох модельних потенцiалiв V2(r) та V3(r). Як

показано на Рис. 3.4, на додачу до ненульової щiлини порядку 10−14еВ, що

приблизно на порядок менше за значення, отриманi в експериментальних ви-

мiрах [69], спостерiгається нелiнiйний характер поведiнки за малих iмпульсiв.

На Рис. 3.4 також видно, що зi зменшенням амплiтуди взаємодiї g щiлина w(0)

зменшується. Чисельний аналiз вказує, що в границi g → 0 (з фiксованим

r0) внесок з квадратичних членiв усiченого гамiльтонiана, тобто iнтеграла в

рiвняннi (3.19), стає малим у порiвняннi з c-числовим доданком. Тому в цiй

границi безщiлинний спектр Боголюбова можна приблизно вiдновити. Спектр

точно не має щiлини тiльки для конкретних профiлiв потенцiалiв s(k), якi

обертають iнтеграл у рiвняннi (3.19) в нуль.
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Рис. 3.4. Спектр одночастинкових збуджень квазiчастинок для двох мо-

дельних нелокальних потенцiалiв V2 (лiворуч) i V3 (праворуч) за r0 = 8 нм,

n = 1012 cm−3, i рiзних амплiтуд g, параметризованi вiдповiдними aBs

Нарештi, варто окремо розглянути питання про фактичну довжину
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розсiювання. У цьому дослiдженнi амплiтуди нелокальних потенцiалiв V2(r)

та V3(r) параметризуються константою зв’язку g для того, щоб отримати

контактну взаємодiю V1(r) = gδ(r) в границi r0 → 0. Однак очевидно, що

для нелокальних потенцiалiв довжина розсiювання повинна визначатися як

ефективним радiусом, так i амплiтудою потенцiалу, тобто як функцiя двох

параметрiв as = as(g, r0). Це досить складна проблема, але вона може бути

аналiтично розв’язана для ряду модельних потенцiалiв.

Зокрема, для потенцiалу пiвпрозорих сфер фазовий зсув визначається

як [70]

δ0 = arctg

[
k
th(K0r0)

K0

]
− kr0, kr0 ≪ 1,

де

k — хвильовий вектор;

K2
0 = (2m∗V0/ℏ2);

m∗ — ефективна маса частинки.

А довжина розсiювання пов’язана з фазовим зсувом δ0 наступним чином:

as = −tg δ0
k

≈ r0 −
1

K0
th(K0r0). (3.23)

Отже, для потенцiалу V3(r), визначеного формулою (3.17), маємо

as = r0

1−√ r0
3aBs

th

√3aBs
r0

 . (3.24)

Для значень, використаних у наведеному чисельному аналiзi: r0 = 8 нм ≈
151a0 i aBs = 100a0 – as ≈ 56a0.

Для гаусового потенцiалу, якщо вiн визначений за формулою V(r) =
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V0

2L2
exp

(
− r2

L2

)
, довжина розсiювання як функцiя V0 i L була задана в [71]:

as
L

=

√
π

2

V0

V0 +
2ℏ2

m∗

. (3.25)

Порiвнюючи цей потенцiал з V2(r) (див. формулу (3.15)), маємо L ≡
√
2r0,

V0 ≡ g
√
2/
(
π3/2r0

)
i, отже, рiвняння. (3.25) набуває вигляду:

as = r0

√
π

2

1

1 +

√
π

2

r0
aBs

. (3.26)

Знову ж таки, беручи значення r0 = 8 нм ≈ 151a0 i aBs = 100a0, отримуємо

as ≈ 65 a0.

Обидва розрахунковi значення as вiдповiдають помiрному режиму

взаємодiї в розрiджених ультрахолодних газах атомiв лужних металiв.

3.3. Деякi мiркування щодо бiльш складних модельних потен-

цiалiв взаємодiї

Задамося тепер природним питанням, чи вiдбудеться якiсна змiна

здобутих вище результатiв у випадку бiльш реалiстичних моделей потенцiалу

мiжатомної взаємодiї, тобто таких, якi мiстять як вiдштовхувальнi, так i

притягувальнi областi в координатному просторi (наприклад, потенцiал типу

Леннарда-Джонса)? З поверхневого аналiзу зв’язаних рiвнянь (1.57) i (1.58)

можна зробити висновок, що цього не має бути: розв’язок залежить скорiше

вiд асимптотичної поведiнки модельних потенцiалiв в iмпульсному просторi,

коли p → ∞.

Щоб бути бiльш конкретним i навiть навести деякi кiлькiснi оцiнки

щодо впливу на результати моделей потенцiалу, якi демонструють змiну

знаку взаємодiї в певних областях своєї залежностi вiд координат, виконаємо
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додатковий аналiз з використанням наступного потенцiалу:

V4(r) =
g

2π2r30

j1(r/r0)

r/r0
. (3.27)

Цей потенцiал є оберненим вiдносно Фур’є-перетворень до потенцiалу пiвпро-

зорих сфер (див. (3.17) й Рис. 3.1). Тож, йому вiдповiдає Фур’є-образ:

ν4(p) = g θ(p0 − p), (3.28)

де

θ(x) — функцiя Хевiсайда;

p0 = ℏ/r0.

Потенцiал V4(r) (див. формулу (3.27)) має як вiдштовхувальну, так i притя-

гальну областi (див. також Рис. 3.1), однак V4(r) не може бути пов’язаний з

дельта-функцiєю, на вiдмiну вiд потенцiалiв V2(r) i V3(r). Тим не менш, його

Фур’є-образ ν4(p) має належну асимптотичну поведiнку в границi p → ∞,

щоб забезпечити збiжнiсть iнтегралiв (див. рiвняння (3.18) – (3.20)).

На Рис. 3.5 наведено результати вiдповiдного чисельного аналiзу для

данного модельного потенцiалу. Вони пiдтверджують вищезгадане припуще-

ння, що форма потенцiалу нелокальної взаємодiї має лише кiлькiсний вплив

на дослiджуванi фiзичнi величини. Зокрема, для заданих параметрiв as i r0
результати для потенцiалу V4(r) нагадують випадок потенцiалу з гаусовим

профiлем V2(r) з незначною вiдмiннiстю.

У лiтературi [38] з ультрахолодних газiв також згадується такий потен-

цiал:

V5(r) = − g

8πr30
exp

(
− r

r0

)
. (3.29)

Потенцiал (3.29) використовують, щоб, зокрема, вiдтворити притягальний

хвiст взаємодiї. Цей потенцiал має чiтко визначенi аналiтичнi вирази для
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Рис. 3.5. Залежнiсть частки конденсату y = n0/n, хiмiчного потенцiалу

u = gn0, термодинамiчного потенцiалу η = W (2)/gn2, та щiлини спектру

збудження квазiчастинок w(0) вiд густини газу n для трьох рiзних псевдопо-

тенцiалiв nui за aBs = 100a0 i r0 = 8нм

вiдповiдної довжини розсiювання as = as(g, r0) [72], i власний Фур’є-образ:

ν5(p) =
−g(

1 +
p2

p20

)2 , (3.30)

де

p0 = ℏ/r0.

Однак потенцiал (3.30) не може бути використаний в рамках розробленого

пiдходу для g > 0, тому що у вiдповiдностi до формули (1.40) енергiя
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квазiчастинки стає комплексною величиною для деяких значень iмпульсу p.

Це означає, що опис за допомогою запропонованого квазiчастникового пiд-

ходу стає непридатним. Проте, в лiнiйнiй комбiнацiї з (iншим) позитивно

визначеним потенцiалом (вiдтворюючи вiдштовхувальну частину вiдповiд-

ного потенцiалу Леннарда-Джонса, наприклад, V2,3(r)), потенцiал V5(r) (див.

рiвняння (3.29) i (3.30)) може використовуватися в режимах, коли отриманий

квазичастинковий спектр залишається дiйсним. Такий напрямок дослiджень

має право на iснування, але за рахунок збiльшення кiлькостi параметрiв

задачi потребує додаткового детального вивчення.

3.4. Обговорення питання наявностi щiлини в спектрi одноча-

стинкових збуджень

Як було зазначено в пiдроздiлi 3.2, спектр одночастинкових збуджень

набуває щiлини, якщо врахувати внесок квадратичних доданкiв до умови мi-

нiмума великого термодинамiчного потенцiалу (див. рiвняння (1.58)). Такий

результат може здатися досить неочiкуваним, а тому потребує додаткового

обговорення.

Для системи з БЕК хiмiчний потенцiал був отриманий в першу чергу

Беляєвим [73] i, згодом, Гуґенхольцем i Пайнсом [59], використовуючи

часткове пiдсумовування ряду теорiї збурень функцiї Грiна. Вони виписали не

степеневий ряд (наприклад, присутня логарифмiчна залежнiсть) за газовим

параметром для енергiї основного стану й хiмiчного потенцiалу, де взаємодiя

параметризується постiйною амплiтудою розсiювання. Згiдно з цими резуль-

татами, головний член розкладання хiмiчного потенцiалу походить з c-числа

урiзаного гамiльтонiана i призводить до безщiлинного спектра одночастин-

кових збуджень. Iншi доданки, включаючи тi, що походять з квадратичної

частини гамiльтонiана, зазвичай набагато меншi i можуть бути знехтуванi

у головному наближеннi. Проте, як пiзнiше було показано Пайнсом [74],

правильнiсть цього твердження залежить вiд обґрунтованостi розкладання
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в ряд теорiї збурень. Крiм того, iснували певнi сумнiви щодо правильної

обробки ефекту виснаження та незв’язаних дiаграм у пертурбативнiй технiцi

Гуґенхольца-Пайнса [75]. Однак iсторично бiльшiсть iснуючих екстраполяцiй

залучають припущення фононної природи спектру або використовують ло-

кальний характер мiжатомної взаємодiї, таким чином, апрiорi виключаючи

можливе iснування щiлини в спектрi одночастинкового збудження.

Вагомим аргументом на користь вiдсутностi щiлини також є теорема

Голдстоуна. Оскiльки загальноприйнятим є те, що спектр Боголюбова одно-

частинкових збуджень описує колективний режим Голдстоуна, пов’язаний з

порушеною симетрiєю U (1), енергiя цих збуджень не повинна мати щiлини.

Крiм того, в роботi [76] було показано, що спектр визначається полюса-

ми одночастинкової функцiї Грiна, що збiгаються з полюсами двохчастинко-

вих функцiй Грiна. Полюси одночастинкових функцiй Грiна стосуються одно-

частинкових збуджень, а полюси двочастинкових функцiй Грiна — колектив-

них збуджень (фонони). Однак ретельний аналiз польово-пертурбативних

розширень для одно- i двочастинкових функцiй Грiна, виконаних в роботах

[77, 78], показав, що їхнi полюси не збiгаються на вiдмiну вiд висновку в

роботi [76]. До того ж iншi дослiдження також пiдтвердили рiзний характер

одночастинкових i колективних збуджень [79, 80]. Зокрема, ширина спектру

колективних мод прямує до нуля в довгохвильовiй границi, тодi як спектр

квазiчастинок (одночастинковi збудження) точно залишається кiнцевим [80],

а режим Голдстоуна може з’явитися як полюс двохчастинкової функцiї

Грiна [79]. Аналогiчнi висновки щодо рiзної природи збуджень у взаємодiйнiй

бозе-системi з БЕК були нещодавно повiдомленi в [29, 81]. Таким чином,

спектр збуджень може складатися з двох гiлок [27, 29, 30, 82], аналогiчно

до теорiї БКШ нейтральної надплинної рiдини. Перша гiлка являє собою

одночастинковi збудження, якi можуть мати щiлину, а друга характеризує

безщiлинну колективну моду (коливання густини). Роздiлення одночастин-

кових i колективних збуджень, мабуть, менш проявляється в бозе-системi,

нiж у фермi-системi, як наслiдок гiбридизацiї гiлок спричинену наявнiстю
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конденсату. Тому структура спектра збуджень взаємодiйної бозе-системи з

БЕК може бути бiльш складною, нiж це зазвичай вважається, у зв’язку з

чим необхiднi додатковi теоретичнi та експериментальнi дослiдження.

Щодо експериментiв, то область малих iмпульсiв дотепер не була

безпосереднього дослiджена, унаслiдок чого не iснує однозначних експери-

ментальних доказiв наявностi або вiдсутностi щiлини в одночастинковому

спектрi збуджень (див., наприклад, [69, 83]). З цiєї причини обробка експе-

риментальних даних дозволяє використовувати як спектри з щiлиною, так i

без.

Висновки до роздiлу 3

1. Розв’язана система рiвнянь (1.57) i (1.58), в якiй перше визначає повну

кiлькiсть частинок системи, а друге гарантує мiнiмум термодинамiчного

потенцiалу. Причому в останньому рiвняннi враховано внесок квадратичних

членiв за операторами народження i знищення на вiдмiну вiд стандартних

пiдходiв [1, 2, 18]. Аналiз згаданої системи рiвнянь було проведено чисельно

для низки модельних потенцiалiв, якi мають чiтко визначенi аналiтичнi

вирази як в реальному, так i в iмпульсному просторах.

2. Показано, що iнтеграли в загальних рiвняннях квадратичного на-

ближення розбiгаються в областi великих iмпульсiв у випадку потенцiалу

контактної взаємодiї. Навiть пiсля стандартної процедури перенормуван-

ня, спрямованої на усунення розбiжностей, вiдповiднi рiвняння не мають

розв’язкiв, хоча вiдомi результати, такi як поправки до хiмiчного потенцiалу i

густини конденсату в термiнах газового параметра, можуть бути формально

вiдтворенi.

3. Показано, що у випадку нелокальних потенцiалiв взаємодiї, якi є

вiдштовхувальними i переходять у контактну взаємодiю в границi нульового

радiуса взаємодiї, всi дослiджуванi iнтеграли збiгаються (див. рiвняння (3.18)

– (3.20)) i, вiдповiдно, дослiджувана система рiвнянь має нетривiальний
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розв’язок для типових експериментальних параметрiв ультрахолодних атом-

них газiв. Внесок доданкiв, пов’язаних iз квадратичною частиною усiченого

гамiльтонiану, може мати той самий порядок, що i вiд доданкiв, якi походять

iз його c-числової частини. Iз цiєю обставиною пов’язане iснування ненульової

щiлини в спектрi одночастинкових збуджень, чим ситуацiя кардинально

вiдрiзняється вiд ситуацiї з перенормованим потенцiалом контактної взає-

модiї. З цiєї точки зору експериментальне пiдтвердження наявностi щiлини

в одночастинковому спектрi збудження може свiдчити про те, що замiни

складних мiжатомних потенцiалiв контактною взаємодiєю недостатньо для

правильного опису всiєї фiзики слабковзаємодiйних атомних газiв iз БЕК.

4. Показано за допомогою чисельного аналiзу з використанням нелокаль-

них модельних потенцiалiв, що результати чутливi до вибору потенцiалу

лише кiлькiсно, але не якiсно. Однак можна очiкувати, що якiсний бiк цього

дослiдження справедливий для бiльш реалiстичних фiзичних потенцiалiв.

Основне обмеження до вибору модельного потенцiалу (наприклад, потенцiалу

Леннард-Джонса) в рамках розробленого пiдходу стосується тiльки iснування

його Фур’є-образу, тобто точного представлення мiжатомного потенцiалу в

iмпульсному просторi.

5. Отриманi результати дозволяють стверджувати, що квадратичного

наближення можна застосовувати до широкого дiапазону нелокальних потен-

цiалiв, включаючи такi, що мають як вiдштовхувальнi, так i притягувальнi

областi в координатному просторi.
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РОЗДIЛ 4

РОЛЬ НЕЛОКАЛЬНОЇ ВЗАЄМОДIЇ В

СЛАБКОВЗАЄМОДIЙНОМУ БОЗЕ-ГАЗI АТОМIВ З

ОДИНИЧНИМ СПIНОМ У СТАНI З БЕК

У цьому роздiлi дослiджуються всi можливi магнiтнi стани БЕК у бозе-

газi частинок зi спiном S = 1 за наявностi зовнiшнього магнiтного поля. На

вiдмiну вiд попереднiх дослiджень спiнорних конденсатiв (див., наприклад,

[10–13]), мiжатомна взаємодiя вважається нелокальною. У цьому випадку

вiдповiдний гамiльтонiан має бути побудований з урахуванням спiнових i

квадрупольних ступенiв свободи, якi елегантно вводяться на рiвних правах

крiзь призму алгебри SU(3) [35]. Зв’язок iз зовнiшнiм магнiтним полем забез-

печується за допомогою як спiнового оператора (лiнiйний ефект Зеемана),

так i за допомогою оператора квадрупольного моменту (квадратичний ефект

Зеемана).

4.1. Гамiльтонiан з квадрупольними ступенями свободи

Коротко нагадаємо основнi етапи теоретичного опису взаємодiйного

газу атомiв зi спiном S = 1. Для низькоенергетичних зiткнень, якi прева-

люють в ультрахолодних газах, парна взаємодiя атомiв iз одиничним спiном

визначається двома константами зв’язку, пов’язанi iз довжинами розсiювання

a0 i a2. Останнi вiдповiдають зiткненням двох атомiв iз сумарними спiнами

F = 0 та F = 2, вiдповiдно. Розсiювання з F = 1 заборонено вимогою

симетричностi хвильової функцiї процесу щодо переставлення двох атомiв.

Таким чином, гамiльтонiан взаємодiї мiстить два доданки: перший не зале-

жить вiд спiнових операторiв, а другий є бiлiнiйним за ними [10–12]. Цей опис

передбачає точкову (або локальну) взаємодiю мiж атомами.

Однак для нелокальної взаємодiї згаданого гамiльтонiана недостатньо

для коректного опису системи через те, що наближення довжини розсiювання
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не виконується, й розсiювання двох атомiв iз сумарним спiном F = 1 загалом

можливе. У цьому випадку гамiльтонiан взаємодiї має бути побудований

зi спiнового та квадрупольного операторiв, якi вводяться на рiвних через

призму алгебри SU(3) [35,84]. Зокрема, вiсiм генераторiв Гелл-Манна λa (a =

1, . . . 8) розбиваються на двi групи: три оператори вiдповiдають компонентам

оператора спiну у декартовому базисi:

Sx = λ7, Sy = −λ5, Sz = λ2, (4.1)

i п’ять квадрупольних операторiв формують деякий вектор

qb = (−λ1,−λ3,−λ4,−λ6, λ8). (4.2)

Помiтимо, що для компонент оператора спiну, заданих як (4.1), також

виконується спiввiдношення (Si)kl = −iεikl. А матрицi Гелл-Мана, що входять

до (4.2) можна виразити через оператори компонент спiну наступним чином:

λ1 = −{Sx, Sy},

λ3 = (Sy)2 − (Sx)2,

λ4 = −{Sx, Sz},

λ6 = −{Sy, Sz},

λ8 =
√
3(Sz)2 − 2√

3
I,

(4.3)

де

{a, b} = ab+ ba позначає антикомутатор;

I — одиничний оператор.

Компоненти вектора qb визначають елементи квадрупольної матрицi (або

нематичного тензора) (див., наприклад, [85,86]), визначеного формулою:

Qik = SiSk + SkSi − 4

3
δik. (4.4)
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Тодi, користуючись рiвняннями (4.3), з формули (4.4) дiстаємо

Q =


−λ3 − λ8/

√
3 −λ1 −λ4

−λ1 λ3 − λ8/
√
3 −λ6

−λ4 −λ6 2λ8/
√
3

 . (4.5)

Середнє значення квадрупольної матрицi описує анiзотропiю спiнових флу-

ктуацiй. Таким чином, так само, як електричний заряд породжує всi електри-

чнi моменти, спiн частинки — всi магнiтнi моменти.

Великий канонiчний гамiльтонiан (оператор, який входить до стати-

стичного оператора Гiббза й вiдповiдає великому канонiчному ансамблю)

системи можна записати у такому виглядi:

H = H0 + VU + VJ + VK , (4.6)

де

H0 =
∑
p

a†pα

[
(εp − µ)δαβ − hiSi

αβ −
1

2
biQik

αβb
k

]
apβ, (4.7)

— частина гамiльтонiана (4.6), що не мiстить взаємодiї мiж частинками;

εp = p2/2m — кiнетична енергiя атома;

µ — хiмiчний потенцiал;

a†pα (apα) — оператор народження (знищення) бозону в станi з iмпульсом p i

проекцiєю спiну α;

доданки, що мiстять hi та bi, описують зв’язок спiну й квадрупольного

моменту з зовнiшнiм магнiтним полем, вiдповiдно.

Взаємодiя визначається незалежним вiд спiну членом VU , а також членами VJ
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i VK , що описують спiн-обмiнну та квадруполь-обмiнну взаємодiї, вiдповiдно:

VU =
1

2V

∑
p1...p4

U(p1 − p3)a
†
p1α

a†p2β
ap3αap4β δp1+p2,p3+p4

, (4.8)

VJ =
1

2V

∑
p1...p4

J(p1 − p3)a
†
p1α

a†p2β
Si
αγS

i
βδap3γap4δ δp1+p2,p3+p4

, (4.9)

VK =
1

4V

∑
p1...p4

K(p1 − p3)a
†
p1α

a†p2β
Qik

αγQki
βδap3γap2δδp1+p2,p3+p4

. (4.10)

Помiчаючи з рiвнянь (4.3), що Qik
αγQki

βδ = 2qbαγq
b
βδ, можемо подати вираз (4.10)

як [35,84]

VK =
1

2V

∑
p1...p4

K(p1 − p3)a
†
p1α

a†p2β
qbαγq

b
βδap3γap2δδp1+p2,p3+p4

. (4.11)

Останнє, помiчаючи тотожнiсть

1

2
qbαγq

b
βδ = Si

ασS
i
βρS

k
σγS

k
ρδ +

1

2
Si
αγS

i
βδ −

4

3
δαγδβδ, (4.12)

дає нам змогу стверджувати, що наявнiсть квадрупольних ступенiв свободи

в гамiльтонiанi взаємодiї еквiвалентна тому, що вiн мiстить як бiлiнiйнi,

так i бiквадратичнi члени за операторами спiну. Очевидно, що гамiльтонiан,

заданий рiвняннями (4.8)- (4.11), має SU(2) симетрiю, як i бiлiнiйний гамiль-

тонiан типу Гейзенберга з параметризiцiєю довжиною s-розсiюванням, який

використовується в [10, 12, 40] для вивчення магнiтних властивостей бозе-

газу атомiв iз одиничним спiном у станi з БЕК. Однак вiдмiннiсть полягає в

тому, що розглядуваний нами гамiльтонiан є бiльш загальним: вiн включає

додатковi квадрупольнi ступенi вiльностi як у своїй вiльнiй частинi, так i

у взаємодiї. Для квантових газiв така структура має сенс, якщо мiжатомна

взаємодiя характеризується ненульовим ефективним радiусом взаємодiї. У

такому випадку гамiльтонiан визначається трьома Фур’є-образами вiдповiд-

них енергiй взаємодiї. Крiм того, якщо J(p) = K(p) гамiльтонiан взаємодiї

взагалi стає SU(3) iнварiантним. Подiбний гамiльтонiан iз нелокальною



94

взаємодiєю та бiлiнiйним членом у спiнових операторах використовувався для

аналiзу магнiтних станiв спiн-S конденсату, кожен з яких був заселений лише

окремим компонентом параметра порядку [13,56].

Загалом, явний вигляд функцiй U(p), J(p) i K(p) слiд знаходити з

взаємодiї Кулона, що є дуже складною та невирiшеною задачею. Однак

їх значення в нулi: U(0), J(0) i K(0) — можна пов’язати з довжинами s-

розсiювання. За наближення довжиною s-розсiювання ми можемо предста-

вити взаємодiю як

V =
2∑

F=0

gFPF , (4.13)

де

F — повний спiн каналу розсiювання;

gF — вiдповiдна константа зв’язку;

PF — вiдповiдний проекцiйний оператор.

Останнiй, звичайно, має такi властивостi:

2∑
F=0

PF = 1, (4.14)

PFPF ′ = PFδFF ′. (4.15)

Водночас ми розумiємо, що справедлива тотожнiсть, яка зв’язує оператори

спiнiв тотожних розсiюваних частинок, S1 i S2, iз проекцiйними операторами,

PF :

S1 · S2 =
2∑

F=0

γFPF , (4.16)

де

γF =
1

2
[F(F + 1)− 2S(S + 1)];

S — спiн розсiюваної частинки.

Тодi, комбiнуючи властивостi (4.14), (4.15) з тотожнiстю (4.16), отримуємо
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систему рiвнянь: 
P0 + P1 + P2 = 1

−2P0 − P1 + P2 = S1 · S2

4P0 + P1 + P2 = (S1 · S2)
2

. (4.17)

Розв’язуючи систему рiвнянь (4.17) вiдносно проекцiйних операторiв, знахо-

димо:

P0 =
1

3

[
(S1 · S2)

2 − 1
]
, (4.18)

P1 = 1− 1

2

[
(S1 · S2) + (S1 · S2)

2
]
, (4.19)

P2 =
1

3
+

1

2
(S1 · S2) +

1

6
(S1 · S2)

2. (4.20)

Оскiльки s-розсiювання двох однакових атомiв зi спiном S = 1 i з

сумарним спiном F = 1 виключається вимогою симетричностi хвильової

функцiї вiдносно переставлення атомiв, вiдповiдний проекцiйний оператор

дорiвнює нулю (детальнiше див. [35])):

P1 = 0 (4.21)

З iншого боку, припускаючи взаємодiю контактною й ураховуючи рiвнян-

ня (4.8)-(4.11), ми отримуємо

V =
1

2V

∑
p1...p4

a†p1α
a†p2β

[
U(0)δαγδβδ + J(0)Si

αγS
i
βδ +K(0)qbαγq

b
βδ

]
ap3γap4δ ×

δp1+p2,p3+p4
. (4.22)

Далi, пiдставляючи тотожнiсть (4.12) до виразу (4.22) i використовуючи

визначення оператора проектування в явному виглядi (див. формулу (4.19)),

(P1)αβγδ ≡ δαγδβδ −
1

2

(
Si
αγS

i
βδ + Si

ασS
i
βρS

k
σγS

k
ρδ

)
, (4.23)
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разом з умовою (4.21) здобуваємо

V =
1

2V

∑
p1...p4

a†p1α
a†p2β

[(
U(0) +

4

3
K(0)

)
δαγδβδ +

(
J(0)−K(0)

)
Si
αγS

i
βδ

]
×

ap3γap4δ δp1+p2,p3+p4
. (4.24)

З iншого боку, пiдставляючи рiвняння (4.18)-(4.20) до формули (4.13), може-

мо подати взаємодiю в наступному виглядi:

V =
2∑

F=0

bF(S1 · S2)
F , (4.25)

де

b0 = g1 +
1

3
(g2 − g0) , (4.26)

b1 =
1

2
(g2 − g1) , (4.27)

b2 =
1

6
(2g0 − 3g1 + g2) . (4.28)

Далi ми так само, послуговуючись формулами (4.19) i (4.21), можемо

виключити (S1 · S2)
2 з формули (4.25), а також повиннi покласти рiвним

нулю g1 в рiвняннях (4.26)-(4.28). Тож, маємо

V =
1∑

F=0

cF(S1 · S2)
F , (4.29)

де

c0 =
g0 + 2g2

3
, (4.30)

c1 =
g2 − g0

3
. (4.31)

Нарештi, порiвнюючи формули (4.29)-(4.31) iз формулою (4.24), ми можемо

зробити висновок, що взаємодiя в системi багатьох частинок iз одиничним
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спiном може бути визначена двома константами зв’язку:

c0 ≡ U(0) +
4

3
K(0) =

g0 + 2g2
3

, (4.32)

c1 ≡ J(0)−K(0) =
g2 − g0

3
, (4.33)

де

g0 = 4πℏ2a0/m;

g2 = 4πℏ2a2/m;

a0 i a2 — довжини s-розсiяння, що вiдповiдають розсiянню двох атомiв iз

сумарним спiном F = 0 i F = 2, вiдповiдно.

Роль K(0) може бути iстотною для дальньої взаємодiї атомiв. Зокрема,

атоми з великими магнiтними моментами зазнають диполь-дипольної взає-

модiї i величини U(0), J(0) i K(0) можуть бути одного порядку.

Повернемося до гамiльтонiана H0 (див. формулу (4.7)). Якщо припусти-

ти, що вектори hi i bi спрямованi вздовж осi z, hi = (0, 0, h) i bi = (0, 0,
√
χ),

отримуємо

H0 =
∑
p

a†pα
[
(εp − µ̃)δαβ − hSz

αβ − χ(Sz)2αβ
]
apβ, (4.34)

де

µ̃ = µ− 2

3
χ. (4.35)

Скажiмо кiлька слiв про параметри h i χ. Доданки hSz i χ(Sz)2

пов’язанi з внеском в енергiю вiд лiнiйного i квадратичного ефектiв Зеемана,

вiдповiдно. Так, що h = gµBB, де g — надтонкий фактор Ленде, µB —

магнетон Бора, а B — зовнiшнє магнiтне поле, спрямоване вздовж осi z.

Параметр χ мiстить внесок зовнiшнього поля B, χB = (gµBB)2/∆E, де

∆E = Em − Eg, Em i Eg — енергiї збудженого i основного станiв. Iнший

внесок у χ експериментально можливий завдяки мiкрохвильовому [87, 88]

або свiтловому [89] полю. Останнє дає змогу змiнювати коефiцiєнти h i χ
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незалежно [41]. Варто зазначити, що квадратичний член Зеемана природним

чином з’являється в гамiльтонiанi (див. формулу (4.7)), коли ми намагаємося

врахувати взаємодiю квадрупольних ступенiв свободи (або квадрупольного

моменту) з зовнiшнiм полем. Отже, ми можемо стверджувати, що квадрати-

чний член Зеемана визначає магнiтну анiзотропiю ультрахолодних квантових

газiв.

4.2. Рiвняння стану БЕК для системи частинок iз одиничним

спiном у моделi Боголюбова

Пiсля того, як ми побудували великий канонiчний гамiльтонiан, зада-

ний рiвняннями (4.6), (4.8)-(4.11) i (4.34), можемо приступити до вивчення

магнiтних станiв, якi можуть виникати в слабковзаємодiйному газi атомiв

зi спiном 1 i БЕК. З цiєю метою ми застосуємо модель Боголюбова (див.

пiдроздiли 1.2.1 i 1.2.2, а також [15, 90]), за якою оператори народження i

знищення з нульовим iмпульсом замiнюються на c-числа в усiх вiдповiдних

операторах фiзичних величин:

a0α →
√
VΨα,

a†0α →
√
VΨ∗

α,
(4.36)

де

Ψα — параметр порядку або хвильова функцiя конденсату.

Якщо обмежитись c-числовими й квадратичними членами за операторами

народження та знищення атомiв з ненульовим iмпульсом, але знехтувати

членами вищого порядку (вони будуть доречними пiд час опису взаємодiї

мiж квазiчастинками), великий канонiчний гамiльтонiан пiсля пiдстановки,

заданої формулами (4.36), набуває наступного вигляду:

H(Ψ) ≈ H(0)(Ψ) +H(2)(Ψ), (4.37)
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де

1

V
H(0)(Ψ) =

U(0)

2
(Ψ∗Ψ)2 +

J(0)

2
(Ψ∗SiΨ)2 +

K(0)

2
(Ψ∗qbΨ)2

− h(Ψ∗SzΨ)− χ(Ψ∗(Sz)2Ψ)− µ̃(Ψ∗Ψ). (4.38)

— його c-числова частина, що i визначає основний стан.

Тут i далi слiд розумiти дужки як пiдсумовування за iндексами, що повто-

рюються, наприклад: (Ψ∗Ψ) ≡ Ψ∗
αΨα or (Ψ∗qbΨ)2 ≡ (Ψ∗

αq
b
αβΨβ)(Ψ

∗
γq

b
γδΨδ).

Частина гамiльтонiана, яка є квадратичною за операторами народження i

знищення з ненульовим iмпульсом, H(2)(Ψ), (див. формулу (4.37)) має вигляд

H(2)(Ψ) =
∑
p̸=0

a†pα
[
(εp − µ̃)δαβ − hSz

αβ − χ(Sz)2αβ
]
apβ

+U(0)
∑
p̸=0

(Ψ∗Ψ)(a†pap) + J(0)
∑
p̸=0

(Ψ∗SiΨ)(a†pS
iap)

+K(0)
∑
p̸=0

(Ψ∗qbΨ)(a†pq
bap)

+
1

2

∑
p̸=0

U(p)
[
(a†pΨ)(Ψ∗ap) + (a†pΨ)(a†−pΨ) + h.c.

]
+
1

2

∑
p̸=0

J(p)
[
(a†pS

iΨ)(Ψ∗Siap) + (a†pS
iΨ)(a†−pS

iΨ) + h.c.
]

+
1

2

∑
p̸=0

K(p)
[
(a†pq

bΨ)(Ψ∗qbap) + (a†pq
bΨ)(a†−pq

bΨ) + h.c.
]
. (4.39)

Пiсля вiдповiдної дiагоналiзацiї квадратичної частини гамiльтонiана H(2)(Ψ)

вiдносно операторiв народження й знищення ми зможемо визначити спектр

одночастинкових збуджень для даного основного стану.

Однак, перш нiж перейти до дiагоналiзацiї, варто конкретизувати

вигляд статистичного оператора Гiббза для нашої задачi:

w(Ψ) ≈ exp (β [Ω(Ψ)−H(Ψ)]) , (4.40)



100

де

β = 1/T — зворотна температура;

Ω(Ψ) — великий термодинамiчний потенцiал, який визначається з умови

нормування Trw(Ψ) = 1.

Таким чином, нормуючи статистичний оператор (4.40), отримуємо

Ω(Ψ) = H(0)(Ψ)− 1

β
lnTr

[
exp(−βH(2)(Ψ))

]
. (4.41)

Далi зручно ввести густину термодинамiчного потенцiалу,

W(Ψ) =
Ω(Ψ)

V
. (4.42)

Вона з точнiстю до знака збiгається з тиском P , W = −P . Термодинамiчна

стабiльнiсть системи вимагає, щоб тиск був додатним (W має бути вiд’ємним,

W < 0). Тож, в головному наближеннi моделi (коли нехтуємо квадратичною

за операторами народження i знищення частиною гамiльтонiана H2(Ψ) (див.

формулу (4.39))), пiдставляючи рiвняння (4.38) i (4.41) до визначення (4.42),

знаходимо густину термодинамiчного потенцiалу:

W ≈ U(0)

2
(Ψ∗Ψ)2 +

J(0)

2
(Ψ∗SiΨ)2 +

K(0)

2
(Ψ∗qbΨ)2 − h(Ψ∗SzΨ)

− χ(Ψ∗(Sz)2Ψ)− µ̃(Ψ∗Ψ). (4.43)

Тодi, згiдно з моделлю Боголюбова, основний стан системи можна визначити

шляхом мiнiмiзацiї густини термодинамiчного потенцiалу W вiдносно хви-

льової функцiї конденсату: (
∂W
∂Ψ∗

α

)
= 0. (4.44)

Тож, пiдставляючи рiвняння (4.43) до умови мiнiмуму (4.44), отримуємо

нарештi рiвняння, що визначає основний стан системи:
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U(0)(Ψ∗Ψ)Ψα + J(0)(Ψ∗SiΨ)Si
αβΨβ +K(0)(Ψ∗qbΨ)qbαβΨβ − hSz

αβΨβ

− χ(Sz)2αβΨβ − µ̃Ψα = 0. (4.45)

Рiвняння (4.45) можна ще спростити, якщо ввести таку замiну:

Ψα =
√
n0ζα, (4.46)

ζαζ
∗
α = 1. (4.47)

де n0 — густина конденсату. Таким чином, користуючись рiвняннями (4.46) i

(4.47), отримуємо з рiвняння (4.45)

µ̃ζα + hSz
αβζβ + χ(Sz)2αβζβ − n0U(0)ζα − n0J(0)(ζ

∗Siζ)Si
αβζβ

− n0K(0)(ζ∗qbζ)qbαβζβ = 0. (4.48)

4.2.1. Розв’язок системи рiвнянь на компоненти векторного

параметра порядку

Оскiльки проекцiй спiну три, рiвняння (4.48) являє собою не одне, а

цiлу систему зв’язаних рiвнянь, яка має такий явний вигляд:
aζx + c

(
ζ2x + ζ2y + ζ2z

)
ζ∗x − ihζy = 0

aζy + c
(
ζ2x + ζ2y + ζ2z

)
ζ∗y + ihζx = 0

(a− χ)ζz + c
(
ζ2x + ζ2y + ζ2z

)
ζ∗z = 0

, (4.49)

де

a = µ̃+ χ− v − c, (4.50)

v = n0

(
U(0) +

4

3
K(0)

)
, (4.51)

c = n0

(
J(0)−K(0)

)
. (4.52)
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Параметри v i c, заданi рiвняннями (4.51) та (4.52), вже зустрiчались пiд час

вивчення контактної взаємодiї вище (див. рiвняння (4.24), (4.32) i (4.33)).

Аби розв’язати систему нелiнiйних рiвнянь (4.49), зручно перейти

вiд декартового базису до, так званого, сферичного базису. Нагадаємо, що

ζ = (ζx, ζy, ζz)
T є параметром порядку в декартовому базисi (iндекс T

позначає операцiю транспонування), який визначається як Si|i⟩ = 0, i =

x, y, z. У цьому базисi проблема взаємодiї атомiв зi спiном 1 формулюється

елегантно, оскiльки вiдповiднi спiновi матрицi (Si)kl = −iεikl утворюють

пiдалгебру серед генераторiв Гелл-Манна групи SU(3). Сферичний базис |m⟩
визначається як власний базис векторiв оператора Sz, Sz|m⟩ = m|m⟩, де

m = −1, 0, 1 — проекцiї спiну. Спiнорнi параметри порядку в цих двох базисах

пов’язанi мiж собою унiтарним перетворенням:

ζ ′ = Rζ, R =
1√
2


−1 i 0

0 0
√
2

1 i 0

 , R†R = 1, (4.53)

де

ζ ′ = (ζ+, ζ0, ζ−)
T — вектор стану в сферичному базисi.

Застосовуючи перетворення (4.53) з наступною алгебраїчною обробкою,

ми можемо записати систему рiвнянь (4.49) через компоненти вектора стану

в сферичному базисi:
(a− h)ζ− + c

(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
ζ∗+ = 0

(χ− a)ζ0 + c
(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
ζ∗0 = 0

(a+ h)ζ+ + c
(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
ζ∗− = 0

. (4.54)

Почнемо розв’язок системи рiвнянь (4.54) з випадкiв, коли одна з

компонент вектора стану ζi (i = {+, 0,−}) вважається рiвною нулю. По-
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перше, якщо ζ0 = 0, то отримуємо зведену систему рiвнянь для двох

невiдомих змiнних: 
(
a− h+ 2c|ζ+|2

)
ζ− = 0(

a+ h+ 2c|ζ−|2
)
ζ+ = 0

. (4.55)

Прирiвнюючи нулевi в системi рiвнянь (4.55) ще якусь координату вектора

стану: ζ+ або ζ− — розумiємо з умови нормування (4.47), що координата,

яка залишилась, має дорiвнювати одиницi. Таким чином, виникає умова на

параметр a, разом з якою маємо:

a = +h, ζ0 = ζ+ = 0, ζ− = 1;

a = −h, ζ0 = ζ− = 0, ζ+ = 1.
(4.56)

Тепер, якщо прирiвняти нулевi вирази в дужках рiвнянь системи (4.55) i

знов скористатись умовою нормування (4.47), здобуваємо другий, принципово

iнший, розв’язок:

a = −c, ζ0 = 0,

|ζ+|
2 =

1

2

(
1 +

h

c

)
|ζ−|2 =

1

2

(
1− h

c

) . (4.57)

Розв’язок (4.56) будемо називати феромагнiтним (F) станом, а розв’язок

(4.57) — парамагнiтним (P) станом (див. [84]).

По-друге, якщо ми покладемо ζ± = 0, ще один розв’язок буде таким:

a = χ− c, ζ∓ = 0, ζ0 = 1. (4.58)

Очевидно, що на цей раз ми маємо справу з квадруполярним (Q) станом

(див. [84]).

Нарештi приступимо до найбiльш нетривiального розв’язку, коли всi
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компонентами вектора стану будуть ненульовими: ζi ̸= 0 (i = {+, 0,−}). Для

цього помножимо кожне рiвняння з системи (4.54) на ζ+, ζ0 i ζ−, вiдповiдно,
(a− h)ζ−ζ+ + c

(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
|ζ+|2 = 0

(χ− a)ζ20 + c
(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
|ζ0|2 = 0

(a+ h)ζ−ζ+ + c
(
2ζ−ζ+ − ζ20

)
|ζ−|2 = 0

. (4.59)

Пiдсумуємо всi три рiвняння в системi (4.59):

2aζ−ζ+ + (χ− a)ζ20 + c
(
2ζ−ζ+ − ζ20

) (
|ζ+|2 + |ζ0|2 + |ζ−|2

)
= 0. (4.60)

Використовуючи умову нормування (4.47), виразимо комбiнацiю 2ζ+ζ− через

ζ20 з рiвняння (4.60):

2ζ+ζ− =
a+ c− χ

a+ c
ζ20 . (4.61)

Тепер пiдставимо спiввiдношення (4.61) до кожного з рiвнянь системи (4.59):

(a− h)
a+ c− χ

2(a+ c)
+ c

(
a+ c− χ

a+ c
− 1

)
|ζ+|2 = 0

(χ− a) + c

(
a+ c− χ

a+ c
− 1

)
|ζ0|2 = 0

(a+ h)
a+ c− χ

2(a+ c)
+ c

(
a+ c− χ

a+ c
− ζ20

)
|ζ−|2 = 0

. (4.62)

Як бачимо з системи рiвнянь (4.62), компоненти вектору стану бiльше не

змiшанi, а, отже, нiщо не заважає нам виписати значення їхнiх модулiв:

|ζ+| =

√
(a− h)(a+ c− χ)

2cχ
, (4.63)

|ζ0| =

√
(χ− a)(a+ c)

cχ
, (4.64)
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|ζ−| =

√
(a+ h)(a+ c− χ)

2cχ
. (4.65)

На жаль, продемонстрований вище алгоритм не дозволяє встановити

спiввiдношення для хiмiчного потенцiалу µ̃ (див. (4.35)). Для цього потрiбно

пiти трохи iншим шляхом i для початку замiнити ζ20 в другому рiвняннi

системи (4.54) за допомогою рiвняння (4.61):

(χ− a)ζ0 + 2cζ−ζ+

(
1− a+ c

a+ c− χ

)
ζ∗0 = 0. (4.66)

Замiняючи в рiвняннi (4.66) кожний з компонентiв вектору стану добутком

ζi = |ζi|eiϕi, отримуємо

(a− χ)eiϕ0 =
2cχ

a+ c− χ
|ζ+||ζ−|ei(ϕ++ϕ−−ϕ0). (4.67)

Як бачимо, рiвняння (4.67), крiм модулiв компонент вектору стану, мiстить

також їхнi фази, що говорить про наявнiсть зв’язку мiж цьома фазами. Але

спершу розберемося з хiмiчним потенцiалом µ̃, пiдставивши формули (4.63)–

(4.65) до рiвняння (4.67):

|a− χ| sign (a− χ)eiϕ0 = |
√

a2 − h2| sign (
√

a2 − h2)ei(ϕ++ϕ−−ϕ0). (4.68)

Прирiвнюючи модулi комплексних чисел на обох сторонах тотожностi (4.68),

нарештi здобуваємо умову на параметр a:

a =
h2 + χ2

2χ
. (4.69)

А вже з умови (4.69), користуючись рiвнянням (4.50), знаходимо, нарештi,

хiмiчний потенцiал µ̃:

µ̃ =
h2 − χ2

2χ
+ v + c. (4.70)
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Повертаючись до умови на фази, її можна знайти, пiдставивши тото-

жнiсть (4.69) до рiвняння (4.68):

ei(ϕ++ϕ−−2ϕ0) = sign(h2 − χ2). (4.71)

Таким чином, система зв’язаних рiвнянь (4.48) має чотири розв’язки

(iншi вiдсутнi). Три з них: феромагнiтний (F), парамагнiтний (P) i квадру-

полярний (Q) — вiдповiдають тим, що були знайденi ранiше для системи, в

гамiльтонiанi якої враховувався лише внесок вiд лiнiйного ефекту Зеемана

(див. [84]). Тодi як поява в системi четвертого стану — стану з порушеною

осьовою симетрiєю (BA) — пов’язана виключно з квадратичним ефектом

Зеемана або, як було сказано вище, iз взаємодiєю квадрупольного моменту

атома з зовнiшнiм магнiтним полем (назва стану стане зрозумiлою нижче).

Всi знайденi вище вектори станiв пiдсумованi задля зручностi в Таблицi 4.1 у

двох згаданих базисах, декартовому i сферичному, попередньо виключивши

параметр a з формул (4.63) – (4.65) за допомогою формули (4.69). Слiд

звернути увагу, що вектор феромагнiтного стану (F+) вiдрiзняється знаком

вiд використаного в роботi [84]. Насправдi обидва вектори стану еквiвалентнi

через фазову iнварiантнiсть рiвняння (4.48). Рiзниця в знаковi пояснюється

тим, що необхiдно забезпечити правильне перетворення мiж явленнями

спiнових матриць i векторiв стану в декартовому й сферичному базисах.

Крiм того, в Таблицi 4.2 зiбрано хiмiчнi потенцiали всiх магнiтних

станiв, знайденi з формули (4.50) за допомогою рiвнянь (4.56) – (4.58) i (4.70),

вiдповiдно.

4.3. Стан з порушеною осьовою симетрiєю

Четвертий розв’язок рiвняння (4.48) виникає завдяки члену χ(Sz)2αβ,

який описує спряження квадрупольного моменту iз зовнiшнiм полем. Згiдно

з [40, 42], ми називаємо стан, що вiдповiдає цьому розв’язку, станом з
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Таблиця 4.1
Вектори феромагнiтного (F), квадруполярного (Q), парамагнiтного
(P) станiв i стану з порушеною осьовою симетрiєю (BA) БЕК у
газi частинок iз одиничним спiном у декартовому й сферичному
базисах

Стан
Вектор стану

ζ (Декартовi) ζ ′ (Сферичнi)

F±
1√
2


∓1

−i

0




1

0

0

 aбо


0

0

1



Q


0

0

1




0

1

0



P


−eiϕ+

2

√
1 +

h

c
− eiϕ−

2

√
1− h

c

−i
eiϕ+

2

√
1 +

h

c
+ i

eiϕ−

2

√
1− h

c

0




eiϕ+

√
2

√
1 +

h

c

0

−eiϕ−

√
2

√
1− h

c



BA


1√
2
(ζ− − ζ+)

− i√
2
(ζ+ + ζ−)

ζ0





√
(h− χ)2(h2 − χ2 + 2cχ)

8cχ3
eiϕ+√

χ2 − h2(h2 + χ2 + 2cχ)

4cχ3
eiϕ0√

(h+ χ)2(h2 − χ2 + 2cχ)

8cχ3
eiϕ−


порушеною осьовою симетрiєю. Причина такої назви буде зрозумiла нижче.

Перед тим, як дослiдити термодинамiчнi характеристики отриманого

стану, необхiдно поладнати кiлька питань, на якi не звернули увагу пiд

час власне отримання вектору стану в попередньому пiдроздiлi. По-перше,

подамо умову на фази ϕ+, ϕ− i ϕ0, що задана рiвнянням (4.71), у бiльш
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Таблиця 4.2
Хiмiчний потенцiал феромагнiтного (F), квадруполярного (Q),
парамагнiтного (P) станiв i стану з порушеною осьовою симетрiєю
(BA) БЕК у газi частинок iз одиничним спiном

Стан Хiмiчний потенцiал, µ̃

F± v + c− χ∓ h

Q v

P v − χ

BA
h2 − χ2

2χ
+ v + c

зручному виглядi:

ϕ+ + ϕ− − 2ϕ0 =


0, χ2 − h2 < 0

π, χ2 − h2 > 0

. (4.72)

По-друге, ми також повиннi переконатися, що пiдкореневi вирази, котрi

визначають компоненти вектору стану з порушеною осьовою симетрiєю (див.

Таблицю 4.1), додатнi. Отже, маємо наступнi три випадки:

cχ < 0, χ2 − h2 ≤ 0, h2 − χ2 + 2cχ ≤ 0, h2 + χ2 + 2cχ ≥ 0, (4.73)

cχ < 0, χ2 − h2 ≥ 0, h2 − χ2 + 2cχ ≤ 0, h2 + χ2 + 2cχ ≤ 0, (4.74)

cχ > 0, χ2 − h2 ≥ 0, h2 − χ2 + 2cχ ≥ 0, h2 + χ2 + 2cχ ≥ 0. (4.75)

Кожна з систем нерiвностей (4.73) – (4.75) визначає конкретний режим

реалiзацiї стану з порушеною осьовою симетрiєю.

Слiд зауважити, що режим (4.75) дослiджувався ранiше в [40, 41] на

основi гамiльтонiана зi спiн-незалежною i бiлiнiйною спiн-обмiнною взаємодi-

ями, параметризованими довжинами s-розсiювання. Для режиму (4.74) екс-

периментально дослiджено фазовий перехiд вiд стану з порушеною осьовою

симетрiєю до парамагнiтного [42].
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Визначивши вектор стану i вiдповiднi умови (4.72) – (4.75), ми можемо

отримати основнi термодинамiчнi характеристики, такi як: намагнiченiсть,

густину термодинамiчного потенцiалу (або тиску), середнє значення квадру-

польної матрицi i одночастинковий спектр збудження.

Намагнiченiсть визначається за наступною загальною формулою:

⟨Si⟩ = Ψ∗
αS

i
αβΨβ, (4.76)

де

Ψα визначається рiвняннями (4.46) i (4.47).

Вiдповiдно до визначення (4.76) знайдемо компоненти вектора намагнiчено-

стi:

⟨Sx⟩ =
√
2n0Re [ζ

∗
0(ζ− − ζ+)] , (4.77)

⟨Sy⟩ =
√
2n0Im [ζ∗0(ζ− + ζ+)] , (4.78)

⟨Sz⟩ = n0(|ζ+|2 − |ζ−|2). (4.79)

Пiдставляючи явнi вирази компонент вектора стану з порушеною осьовою

симетрiєю (див. Таблицю 4.1) до формул (4.77) – (4.79), отримуємо

⟨Sx⟩ =
n0

√
(χ2 − h2)((h2 + 2cχ)2 − χ4)

4|cχ|χ2

× (|χ+ h| cos (ϕ− − ϕ0)− |χ− h| cos (ϕ+ − ϕ0)) , (4.80)

⟨Sy⟩ =
n0

√
(χ2 − h2)((h2 + 2cχ)2 − χ4)

4|cχ|χ2

× (|χ+ h| sin (ϕ− − ϕ0) + |χ− h| sin (ϕ+ − ϕ0)) , (4.81)

⟨Sz⟩ = −n0h
h2 − χ2 + 2cχ

2cχ2
. (4.82)

Як бачимо з нерiвностей (4.73) – (4.75), значення компонента ⟨Sz⟩, задане

рiвнянням (4.82), однакове для всiх режимiв магнiтних полiв. Однак ми не

можемо те саме стверджувати для компонент ⟨Sx⟩ i ⟨Sy⟩. Тому, враховуючи
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умови (4.72) – (4.75) пiд час розкриття модулiв в виразах (4.80) i (4.81), для

випадку χ2 − h2 < 0 маємо:

⟨Sx⟩ = ⟨S⊥⟩ cos ∆ϕ

2
sign(χh), (4.83)

⟨Sy⟩ = −⟨S⊥⟩ sin ∆ϕ

2
sign(χh), (4.84)

де

⟨S⊥⟩ ≡
√

⟨Sx⟩2 + ⟨Sy⟩2 = n0

2|c|χ2

√
(χ2 − h2)((h2 + 2cχ)2 − χ4) (4.85)

— перпендикулярна до напрямку зовнiшнього магнiтного поля складова

вектора намагнiченостi;

∆ϕ = ϕ+ − ϕ−.

Аналогiчно для випадку χ2 − h2 > 0 отримуємо:

⟨Sx⟩ = ⟨S⊥⟩ sin ∆ϕ

2
, (4.86)

⟨Sy⟩ = ⟨S⊥⟩ cos ∆ϕ

2
. (4.87)

З формул (4.82) i (4.85) зрозумiло, що намагнiченiсть системи в

станi з порушеною симетрiєю спрямована пiд певним кутом θ до напрямку

магнiтного поля (вiсь z). Цей кут можна визначити наступним чином:

tg θ =
⟨S⊥⟩
⟨Sz⟩

= −sign(c)

h

√
(χ2 − h2)((h2 + 2cχ)2 − χ4)

h2 − χ2 + 2cχ
. (4.88)

Крiм того, з рiвнянь (4.83) – (4.88) ми можемо зробити висновок, що як

осьова, так i бiльш загальна обертальна симетрiї системи порушенi. Останнiй

факт є унiкальною ознакою стану, а тому вiн i обумовив назву — стан з

порушеною осьовою симетрiєю.

Здобудемо також вираз для модуля вектора намагнiченостi, використо-
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вуючи формули (4.85) i (4.82),

M ≡ |⟨S⟩| = n0

2|cχ|

[
4c2χ2 − (χ2 − h2)2

]1/2
. (4.89)

Для порiвняння вектори i модулi намагнiченостей всiх магнiтних станiв БЕК

у газi частинок iз одиничним спiном обчисленi за загальною формулою (4.76)

(див. також формули (4.82) – (4.87) i (4.89)) та зiбранi в Таблицi 4.3 .

Густина термодинамiчного потенцiалу W як функцiя n0 i µ для кожного

магнiтного стану отримується з рiвняння (4.43) шляхом пiдстановки рiвняння

(4.47) i вiдповiдного вектору стану ζ з Таблицi 4.1. Внаслiдок цього W можна

виразити через намагнiченiсть,

W(n0) = n0

(
v

2
− c

2

(
M

n0

)2

+
h2 − χ2 + 2cχ

2χ
− µ̃

)
. (4.90)

Для стiйкостi системи необхiдно, щоб густина термодинамiчного потенцiалу

була вiд’ємною, W < 0 (тиск має бути позитивним (див. наприклад, (1.53))).

Густини термодинамiчних потенцiалiв стану з порушеною осьовою симетрiєю

(див. рiвняння (4.90)) i всiх iнших магнiтних станiв, знайдених за тим же

алгоритмом, наведенi в Таблицi 4.4.

Середнє значення квадрупольного оператора в станi з порушеною

осьовою симетрiєю згiдно з його визначенням (4.5), пiдставляючи вiдповiдний

вектор стану з Таблицi 4.1, буде таким:

⟨Q⟩ ≡ Ψ∗
αQαβΨβ =

n0



|ζz|2 −
1

3
− γBA cos∆ϕ γBA sin∆ϕ − h

|χ|
⟨Sx⟩

γBA sin∆ϕ |ζz|2 −
1

3
+ γBA cos∆ϕ − h

|χ|
⟨Sy⟩

− h

|χ|
⟨Sx⟩ − h

|χ|
⟨Sy⟩ −2|ζz|2 +

2

3


, (4.91)
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де

γBA =
|(h2 − χ2)(h2 − χ2 + 2cχ)|

4|cχ3|
,

∆ϕ = ϕ+ − ϕ−.

Таблиця 4.3
Вектор та модуль намагнiченостi феромагнiтного (F), квадру-
полярного (Q), парамагнiтного (P) станiв i стану з порушеною
осьовою симетрiєю (BA) БЕК у газi частинок iз одиничним спiном

Стан
Вектор

намагнiченостi,
M/n0

Модуль
намагнiченостi,

M/n0

F±


0

0

±1

 1

Q


0

0

0

 0

P


0

0

h

c

 h

c

BA
(χ2−h2 < 0)



⟨S⊥⟩
n0

cos ∆ϕ
2 sign(χh)

−⟨S⊥⟩
n0

sin ∆ϕ
2 sign(χh)

h
χ2 − h2 − 2cχ

2cχ2

 √
4c2χ2 − (χ2 − h2)2

2|cχ|

BA
(χ2−h2 > 0)



⟨S⊥⟩
n0

sin ∆ϕ
2

⟨S⊥⟩
n0

cos ∆ϕ
2

h
χ2 − h2 − 2cχ

2cχ2





113

Таблиця 4.4
Густина термодинамiчного потенцiалу феромагнiтного (F), квадру-
полярного (Q), парамагнiтного (P) станiв i стану з порушеною
осьовою симетрiєю (BA) БЕК у газi частинок iз одиничним спiном

Стан
Густина потенцiалу,

W/n0

F±
v + c

2
− χ∓ h− µ̃

Q
v

2
− µ̃

P
v

2
− h2

2c
− χ− µ̃

BA
v

2
− c

2

(
M

n0

)2

+
h2 − χ2 + 2cχ

2χ
− µ̃

Наприклад, той факт, що ⟨Qxz⟩ ≠ ⟨Qyz⟩ i ⟨Qxx⟩ ≠ ⟨Qyy⟩ демонструє, що

осьова та обертальна симетрiї вiдносно z-осi, вiдповiдно, порушенi, як ми

з’ясували вище. Ми бачимо, що стан iз порушеною осьової симетрiєю хара-

ктеризується значною магнiтною анiзотропiєю, яку вводить квадрупольний

оператор Qik (див. рiвняння (4.7) i (4.34)). Слiд звернути увагу, що iснує

система координат, де квадрупольний оператор ⟨Q⟩ має дiагональну форму

i не залежить вiд фаз ϕ+ i ϕ−.

Спектр збудження квазiчастинок можна отримати шляхом зведення за-

гального гамiльтонiана, визначеного рiвняннями (4.37)-(4.39), до дiагональної

форми за допомогою алгоритму, описаного в пiдроздiлi 1.2.2:

H(Ψ) =
∑
p

ω[α]
p b†pαbpα + E0, (4.92)

де

b†pα i bpα — оператори народження й знищення квазiчастинок [35,47];

E0 — величина, яка визначає термодинамiчний потенцiал основного стану в

статистичному операторi Гiббза, включаючи внесок вiд квадратичних членiв

в операторах народження й знищення.
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Дiагоналiзацiя гамiльтонiана стає бiльш простою в системi координат, де

квадрупольна матриця, задана формулою (4.91), має дiагональну форму.

Цього можна досягти шляхом попереднього ортогонального перетворення,

яке також робить матрицю ⟨Q⟩ фазонезалежною, а гамiльтонiан залежним

вiд фаз лише через тривiальний множник e±i(ϕ++ϕ−). Тому, на вiдмiну

вiд [8,40], де фази прибираються штучно, ми можемо зробити це природним

шляхом, застосовуючи ортогональне перетворення, яке, звичайно, не впли-

ває на результат дiагоналiзацiї, оскiльки вiдбувається не в просторi чисел

заповнення.

Таким чином, дiагоналiзацiї гамiльтонiана призводить до трьох гiлок

одночастинкового спектра збуджень (див. рiвняння (4.92)). У лiнiйному

порядку за εp щiлинна гiлка спектра має форму

ω2
p ≈ ω2

0 −
(
4
h2 + cχ

χ
+G

)
εp, (4.93)

де

ω2
0 =

(
3h2 + 2cχ− χ2

) (
h2 + χ2 + 2cχ

)
/χ2 — щiлина.

Оскiльки вважається, що взаємодiя має нелокальний характер, енергiї збу-

дженнь також визначаються першими похiдними вiд амплiтуд взаємодiї

вiдносно кiнетичної енергiї за нульового iмпульсу. Цi похiднi роблять внесок

у G,

G =
(h2 − χ2)

c

[
1 +

h2(h2 + 2cχ+ χ2)

χ2(3h2 + 2cχ− χ2)

]
n0J

′(0)

+ 2

[
4
h2 + cχ

χ
+

(h2 − χ2)

c

]
n0K

′(0), (4.94)

де

J ′(0) ≡ ∂J(p)

∂εp

∣∣∣∣
p=0

;

K ′(0) ≡ ∂K(p)

∂εp

∣∣∣∣
p=0

.

Слiд зауважити, що щiлина у спектрi (4.93) зумовлена зовнiшнiм магнiтним



115

полем. У рамках стандартних пiдходiв Боголюбова чи Гросса-Пiтаєвського з

вiдповiдним визначенням хiмiчного потенцiалу енергетична щiлина виникає i

для молекулярних конденсатiв [82,91]. У цьому випадку гамiльтонiан включає

процеси, пов’язанi з переходом двох атомiв у зв’язаний стан i навпаки.

Окрiм отриманої гiлки (4.93), маємо ще двi гiлки:

ω2
p±

εp
≈ v + c+

h2 − χ2

2χ

±

√(
v + c− h2 − χ2

2χ
+D

)2

− (v + c)
2h2(h2 − χ2)2

cχ2(3h2 + 2cχ− χ2)
, (4.95)

де

D = n0

(χ2 − h2)
(
h2 + 2cχ− χ2

)
4cχ2

(
h2 + 2cχ+ χ2

3h2 + 2cχ− χ2
J ′(0) +K ′(0)

)
. (4.96)

Помiтимо, що гiлки одночастинкових збуджень, заданi виразами (4.95), є

безщiлинними. Якщо знехтувати квадрупольним обмiном, K(0) = 0, а також

припустити контактнiсть взаємодiї, тобто G = 0 i D = 0 (див. рiвняння

(4.94) i (4.96)), енергiї одночастинкових збуджень збiгаються з енергiями,

отриманими в [40].

4.4. Умови стiйкостi й дiаграми магнiтних станiв

Необхiдна умова термодинамiчної стабiльностi кожного дослiджувано-

го магнiтного стану визначається вiд’ємним значенням вiдповiдної густини

термодинамiчного потенцiалу (див. Таблиця 4.4) пiсля пiдставлення вiдпо-

вiдного хiмiчного потенцiалу (див. Таблицю 4.2). Ця вимога є еквiвалентною

вимозi додатностi тиску (W = −P ) i накладає певнi обмеження на параметри

взаємодiї, якi пiдсумовано в Таблицi 4.5. Крiм того, в цiй таблицi також

вказано додатковi нерiвностi, якi гарантують додатнiсть пiдкореневих виразiв

компонент вектора стану для парамагнiтного стану i стану з порушеною
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осьовою симетрiєю.

Таблиця 4.5
Умови стабiльностi феромагнiтного (F), квадруполярного (Q), па-
рамагнiтного (P) станiв i стану з порушеною осьовою симетрiєю
(BA) БЕК у газi частинок iз одиничним спiном

Стан Умови стiйкостi

F± v + c > 0

Q v > 0

P v +
h2

c
> 0, |h| ≤ |c|

BA v +
c

n2
0

M 2(n0) > 0, нерiвностi (4.73) – (4.75)

Наступним етапом побудови дiаграми стану є визначення кривих, що

роздiляють областi можливого iснування дослiджуваних магнiтних станiв.

Цi сепаратриси можна знайти шляхом дорiвнювання хiмiчних потенцiалiв

вiдповiдної пари станiв. Крiм того, порiвнюючи густини термодинамiчних

потенцiалiв, ми можемо визначити, який iз двох станiв є термодинамiчно

вигiднiшим i, отже, переконатися в можливостi фазового переходу на данiй

сепаратрисi. Тож, у Таблицi 4.6 наведено рiвняння всiх сепаратрис, а також

результати порiвняння густин термодинамiчних потенцiалiв для рiзних знакiв

параметра взаємодiї c (див. (4.51) i (4.52)). Останнiй визначає магнiтнi

властивостi системи та характеризує мiру порушення SU(3) симетрiї парної

взаємодiї. Фазовий перехiд допускається до стану, що характеризується

бiльшим за модулем значенням термодинамiчного потенцiалу.

Корисно вiзуалiзувати результати викладенi в Таблицi 4.6 у виглядi

двох графiв, показаних на Рис. 4.1. Оскiльки система не може вийти з

бiльш термодинамiчно вигiдного стану на сепаратрисi, зручно ввести поняття

напрямку фазового переходу мiж магнiтними станами. Тому на графiках

є два види ребер: зi стрiлками вказують напрямок фазового переходу на
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Таблиця 4.6
Рiвняння сепаратрис, термодинамiчне превалювання магнiтного
стану для рiзного знаку c i рiд фазового переходу

# Пара станiв Сепаратриса
Превалювання Рiд

фазового
переходуc > 0 c < 0

I± F± / Q h = ±c∓ χ F± Q 1st

II Q /BA h =
√

χ2 − 2cχ BA Q 2nd

III P /BA h =
√

−χ2 − 2cχ P BA 2nd

IV± F± / P h = ±c F± P 2nd

V± F± / BA h = ∓χ F± BA 2nd

VI Q /P χ = 0 P Q 1st

сепаратрисi, а без них — на можливiсть двонапрямленого фазового переходу.

Двонапрямлений фазовий перехiд може вiдбуватися через те, що деякi

сепаратриси збiгаються з умовами додатностi пiдкореневих виразiв, якi

визначають компоненти векторiв вiдповiдних станiв (|h| ≤ |c| i нерiвностi

(4.73) – (4.75), див. також Таблицю 4.5). На графах видно, що деякi магнiтнi

стани система не може покинути (феромагнiтний стан на верхнiй панелi або

квадруполярний стан на нижнiй) за змiни зовнiшнiх полiв h i χ. Завдяки

цьому залежно вiд початкового стану, в якому пiдготовлена система, дiаграма

магнiтного стану може демонструвати або вiдносно бiдну, або досить багату

рiзноманiтнiсть фазових переходiв, навiть «гiстерезис».

Ба бiльше, кожний магнiтний стан характеризується власною нама-

гнiченiстю. Тому видається природним зобразити всi дослiджуванi стани

на дiаграмi в термiнах намагнiченостi ⟨Sz⟩ i наведених зовнiшнiх полiв h

i χ. Припускаючи, що система пiдготовлена в станi з порушено осьовою

симетрiєю, ми будуємо дiаграми магнiтного стану на Рис. 4.2 – Рис. 4.4 для

кожного з трьох режимiв, заданих нерiвностями (4.73) – (4.75), вiдповiдно,

та рiзного знаку параметру взаємодiї c. Звертаємо увагу, що на Рис. 4.4

зображено одну дiаграму (вiдповiдає системi нерiвностей (4.75)) для обох
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Q
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BA

F

Q

P

BAF

Рис. 4.1. Графи, якi вiзуалiзують напрямок i послiдовнiсть фазових перехо-

дiв для c > 0 (верхня панель) c < 0 (нижня панель)

знакiв параметру c, оскiльки рiзниця мiж випадками вiдсутня. Всi дiаграми

можуть бути дзеркально вiдображенi в нижнiй пiвплощинi, тобто в областi

вiд’ємних значень h/c. Усi магнiтнi стани вiдмежованi сепаратрисами, iден-

тифiкованими вiдповiдними римськими цифрами в Таблицi 4.6. На бiлих

лiнiях ми маємо справу з фазовим переходом другого роду, оскiльки i

намагнiченiсть, i квадрупольнi моменти безперервно змiнюються. Тодi як на

жовтих ми спостерiгаємо стрибок намагнiченостi та квадрупольного моменту

— вiдбувається фазовий перехiд першого роду.

Звернiмо увагу, що неможливо реалiзувати кiлька режимiв стану з

порушеною осьовою симетрiєю водночас на однiй дiаграмi. Варто пiдкресли-

ти, що можлива послiдовнiсть фазових переходiв на дiаграмах реалiзована
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Рис. 4.2. Дiаграма магнiтних станiв БЕК у слабковзаємодiйному бозе-газi

атомiв зi спiном S = 1, що зображує змiну намагнiченостi ⟨Sz⟩/n0 (кольором)

за змiни безрозмiрних магнiтних полiв χ/c i h/c для c > 0 (верхня панель)

та c < 0 (нижня панель), що вiдповiдає режимовi заданому нерiвнiстю

(4.73). Бiлi i жовтi лiнiї позначають другий i перший роди фазових переходiв,

вiдповiдно (див. Табл. 4.6).

вiдповiдно до наведених на Рис. 4.1 графiв. Звичайно, ми вважаємо, що

вiдповiднi умови стабiльностi виконуються для кожного магнiтного стану

(див. Таблицю 4.5).
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Рис. 4.3. Дiаграма магнiтних станiв БЕК у слабковзаємодiйному бозе-газi

атомiв зi спiном S = 1, що зображує змiну намагнiченостi ⟨Sz⟩/n0 (кольором)

за змiни безрозмiрних магнiтних полiв χ/c i h/c для c > 0 (верхня панель)

та c < 0 (нижня панель), що вiдповiдає режимовi заданому нерiвнiстю

(4.74). Бiлi i жовтi лiнiї позначають другий i перший роди фазових переходiв,

вiдповiдно (див. Таблиця 4.6).

4.5. Обговорення результатiв

Ми вивчили всi можливi магнiтнi стани БЕК, що виникають у взаємо-

дiйному бозе-газi атомiв з одиничним iз загальним розглядом квадрупольних

ступенiв свободи. Як бачимо з Таблиць 4.1 – 4.4, вектори феромагнiтного,
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Рис. 4.4. Дiаграма магнiтних станiв БЕК у слабковзаємодiйному бозе-газi

атомiв зi спiном S = 1„ що зображує змiну намагнiченостi ⟨Sz⟩/n0 (кольором)

за змiни безрозмiрних магнiтних полiв χ/c i h/c, що вiдповiдає режимовi

заданому нерiвнiстю (4.75). Бiлi i жовтi лiнiї позначають другий i перший

роди фазових переходiв, вiдповiдно (див. Таблиця 4.6).

квадруполярного i парамагнiтного станiв ζ збiгаються з тими, що були

отриманi в роботi [84], де в гамiльтонiанi розглядався внесок лише вiд

лiнiйного ефекту Зеемана. Фiзичнi величини, такi як хiмiчний потенцiал

i густина термодинамiчного потенцiалу, стають такими, як в [84], якщо

χ прирiвняти нулю. Таким чином, ми можемо говорити про iзоморфiзм

згаданих розв’язкiв.

На вiдмiну вiд феромагнiтного, квадрупольного i парамагнiтного ста-

нiв, спряження квадрупольного моменту iз зовнiшнiм полем є необхiдною

умовою iснування стану з порушеною осьовою симетрiєю. Цей стан має низку

унiкальних властивостей: усi компоненти вектора стану (три проекцiї спiну)

заселенi, вектор намагнiченостi не паралельний наведеному магнiтному полю,

а середнє значення квадрупольного оператора не має нульових матричних

елементiв, що вказує на значну магнiтну анiзотропiю. Тому можна ствер-

джувати, що iснування стану з порушеною осьовою симетрiєю викликано

не самим квадратичним ефектом Зеемана, а пов’язаною з ним магнiтною
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анiзотропiєю. Очевидно, останню можна отримати багатьма експеримен-

тальними способами [41, 42, 87–89]. Стан з порушеною осьовою симетрiєю у

режимi (4.75) вперше дослiджено експериментально в [41] i теоретично в [40]

(див. Рис. 4.4). Фазовий перехiд iз стану з порушеною осьовою симетрiєю

до парамагнiтного через сепаратрису III (див. Таблицю 4.6 i Рис. 4.3)

експериментально дослiджено в [42].

Роль квадрупольних ступенiв свободи подвiйна: вони забезпечують

зв’язок мiж квадрупольним моментом i наведеним магнiтним полем, а

також генерують мiжатомну квадрупольну обмiнну взаємодiю. У контекстi

ультрахолодного газу остання має сенс, коли враховуємо нелокальнi ефекти

мiжатомної взаємодiї. Дiйсно, для сил Ван-дер-Ваальса (V ∝ r−6) низько-

енергетичне розсiювання можна безпечно описати локальним (δ-подiбним)

потенцiалом, параметризованим довжиною s-розсiювання. Тодi, як ми зазна-

чали, доданок VK (див. (4.8), (4.9), (4.10) i (4.11)) не має значення. Такий

опис справедливий для лужних атомiв з дуже малим значенням магнiтного

моменту. Однак деякi атоми, наприклад Ербiй (Er) [92], Диспрозiй (Dy) [93]

та їхнi iзотопи мають великий магнiтний момент порядку 5 − 10µB, а їхня

взаємодiя визначається далекодiйною дипольною силою

Vdd(r, θ) =
µ0µ

2
M

4π

1− 3 cos2 θ

r3
, (4.97)

де

µM — власний магнiтний дипольний момент;

µ0 — дiелектрична проникнiсть вакууму.

Тут ми припускаємо, що дипольнi моменти орiєнтованi вздовж одного

напрямку, фiксованого зовнiшнiм полем (θ — кут мiж диполем i зовнiшнiм

полем). Зручно характеризувати iнтенсивнiсть диполь-дипольної взаємодiї

(див. формулу (4.97)) наступним ефективним радiусом [94]:

rdd =
µ0µ

2
Mm

12πℏ2
. (4.98)
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Таким чином, використовуючи спiввiдношення εdd = rdd/a i (4.98), ми можемо

порiвняти iнтенсивнiсть диполь-дипольної i контактної (характеризується

довжиною розсiювання a) взаємодiй. Радiуси, rdd, для 168Er i 164Dy станов-

лять 3, 7нм i 7нм вiдповiдно [94]. Довжини s-розсiювання, що виникають

внаслiдок короткодiйних ефектiв, мають порядок 100a0 (∼ 5.3нм) як для

цих атомiв, так i для їхнiх iзотопiв, де a0 — радiус Бора (див. [95] для Ербiю

i [96] для Диспрозiю). Тому εdd ∼ 1 в обох випадках. Це вказує на значнiсть

дальньої (нелокальної) взаємодiї в таких газах, оскiльки величини U(0), J(0)

i K(0) можуть бути одного порядку величини. Отже, квадрупольну обмiнну

взаємодiю VK , задану (4.11), необхiдно враховувати.

Нарештi, оскiльки ми обходимося двома величинами v i c, пов’язаними

з двома константами зв’язку (див. рiвняння (4.24), (4.51) i (4.52), а також Та-

блицю 4.2, Таблицю 4.4 i Таблицю 4.5), немає якiсної рiзницi мiж дiаграмами

магнiтних станiв для локальних i нелокальних взаємодiй. Тим не менш, ми

отримали додатковi дiаграми магнiтних станiв за iнших режимiв магнiтного

поля, якi ранiше не дослiджувалися нi теоретично, нi експериментально

(див. систему нерiвностей (4.73) i Рис. 4.2). Це вiдкриває можливiсть їх

експериментального пiдтвердження навiть у разi локальної взаємодiї. Крiм

того, ефекти, пов’язанi з нелокальнiстю взаємодiї, проявляються в спектрi

збуджень квазiчастинок (див. (4.93)-(4.95)). Тому їх можна виявити в експе-

риментальному дослiдженнi. Наскiльки нам вiдомо, такi експерименти ще не

проводилися, i ми сподiваємося, що вони стануть можливими в майбутньому.

Висновки до роздiлу 4

1. Вивчено термодинамiчнi характеристики всiх можливих магнiтних

станiв: феромагнiтного, квадруполярного, парамагнiтного станiв i стану з

порушеною осьовою симетрiєю — що виникають у слабковзаємодiйному бозе-

газi атомiв з повним одиничним спiном у станi з БЕК. Причому квадрупольнi

ступенi свободи було враховано пiд час опису системи найбiльш загальним
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чином: враховується як їхнє спряження з зовнiшнiм магнiтним полем, так i

квадрупольна обмiнна взаємодiя частинок. Необхiднiсть врахування остан-

ньої також пов’язана iз нелокальнiстю взаємодiї.

2. Доведено, що саме спряження квадрупольних ступенiв свободи iз

зовнiшнiм магнiтним полем призводить до появи в системi стану з порушеною

осьовою симетрiєю.

3. Описано всi три можливi режими стану з порушеною осьовою симе-

трiєю, серед яких один досi залишається не дослiдженим експериментально

(див. систему нерiвностей (4.73) i Рис. 4.2).

4. Отримано спектр одночастинкових збуджень та середнє значення ква-

друпольного оператора в станi з порушеною осьовою симетрiєю й дослiджено

структуру спектра з урахуванням поправок, пов’язаних iз нелокальною

взаємодiєю.

5. Встановлено, що стан з порушеною осьовою симетрiєю має низку

унiкальних властивостей: усi компоненти вектора стану (три проекцiї спiну)

заселенi, вектор намагнiченостi не паралельний наведеному магнiтному полю,

а середнє значення квадрупольного оператора не має нульових матричних

елементiв, що вказує на значну магнiтну анiзотропiю.

6. Побудовано дiаграми магнiтних станiв для всiх режимiв стану з пору-

шеною осьовою симетрiєю.
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ВИСНОВКИ

Основнi вперше отриманi результати дисертацiйної роботи:

1. застосовано термодинамiчну теорiю збурень для обчислення поправок

першого й другого порядку за взаємодiєю до термодинамiчних величин:

тиску, хiмiчного потенцiалу, ентропiї й теплоємностi за сталого об’єму —

котрi характеризують слабковзаємодiйний бозе-газ атомiв iз повним нульовим

спiном у верхньому околi температури переходу в стан з БЕК;

2. вдосконалено алгоритм обчислення середнiх за теоремою Вiка-Блоха-

Домiнiсiса за допомогою введення понять матрицi й визначника Вiка;

3. показано, що вплив нелокальностi взаємодiї на характеристики слаб-

ковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим спiном у верхньому

околi температури переходу в стан iз БЕК незначний, а, отже, припущення

контактностi взаємодiї пiд час опису зазначеної системи є достатнiм;

4. для слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним нульовим спiном

у станi з БЕК розв’язана система рiвнянь, що визначає хiмiчний потенцiал

i густину частинок конденсату за нульової температури, з урахуванням

внеску квадратичних за операторами народження i знищення доданкiв та

використанням низки модельних потенцiалiв нелокальної взаємодiї;

5. показано, що внесок квадратичних доданкiв, згаданих вище, може бути

такий самий за порядком величини, як i тих доданкiв, якi походять з c-

числової частини гамiльтонiану;

6. продемонстровано, що внесок квадратичних членiв у хiмiчний по-

тенцiал призводить, загалом, до енергетичної щiлини в одночастинковому

енергетичному спектрi збуджень;

7. знайдено й дослiджено новий режим стану з порушеною осьовою

симетрiєю слабковзаємодiйного бозе-газу атомiв iз повним одиничним спiном;

8. побудовано для згаданого режиму дiаграму магнiтних станiв, яка

заснована на їхнiй намагнiченостi;

9. в рамках теорiї збурень для магнiтного стану БЕК iз порушеною осьо-
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вою симетрiєю в слабковзаємодiйному бозе-газi атомiв iз повним одиничним

спiном отримано енергетичний спектр одночастинкових збуджень за нульо-

вої температури й з урахуванням поправок, що спричиненi нелокальнiстю

взаємодiї.

Щодо практичного значення отриманих результатiв, то передусiм вони,

як можна зрозумiти з теми дисертацiї, допомагають сформувати розумiння

того, наскiльки значною є роль нелокальної взаємодiї з точки зору впливу

на фiзичнi властивостi ультрахолодного бозе-газу. Зокрема, деякi характери-

стики однiєї й тiєї ж бозе-системи залежно вiд того, чи знаходиться вона в

станi з БЕК, чи нi, можуть як досить суттєво змiнювати свою теоретично

передбачувану поведiнку, так i майже не зазнавати якiсних змiн унаслiдок

нелокальностi взаємодiї, вiдповiдно. Вочевидь, такий факт є важливим не

тiльки пiд час планування експериментальних дослiджень, а й пiд час

тлумачення їхнiх результатiв.

Окремо слiд звернути увагу на вдосконалення алгоритму пiдрахунку

середнiх за теоремою Вiка-Блоха-Домiнiсiса. Цей результат стане в нагодi

будь-кому, хто стикнеться з необхiднiстю пiдрахунку середнiх за згаданою

теоремою. Саме тому таке вдосконалення має стати бажаним доповненням до

курсу кiнетичної теорiї газоподiбних систем, фiзики систем багатьох частинок

тощо, якi викладаються студентам вiдповiдних спецiальностей.

Пiдґрунтям для подальших теоретичних й експериментальних дослi-

джень також можуть стати такi питання: експериментальне пiдтвердження

передбаченого режиму стану з порушеною осьовою симетрiєю, щiлин в отри-

маних спектрах одночастинкових збуджень; подальшi дослiдження системи

рiвнянь, яка визначає хiмiчний потенцiал i густину частинок конденсату

слабковзаємодiйного бозе-газу, а також iнших термодинамiчних характери-

стик (ентропiї, питомої теплоємностi за сталого об’єму тощо) за ненульової

температури.

Загалом, результати роботи є корисними для вивчення таких макро-

скопiчних явищ у квантових системах, як: надплиннiсть, надпровiднiсть,
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надплинний кристал тощо — оскiльки явище БЕК стоїть за ними.
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