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АНОТАЦIЯ

Селютiн Д.Д. Фiльтри, узагальненi види збiжностей та їхнi застосуван-

ня. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика).

– Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2024.

Дисертацiю присвячено дослiдженню фiльтрiв, їхнiх властивостей, та їх

застосувань до рiзноманiтних роздiлiв математики, зокрема теорiї тополо-

гiчних векторних просторiв, загальної топологiї, теорiї iнтегрування.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячено iсторiї вивчення пи-

тань, розглянутих в дисертацiї, та огляду лiтератури. Описано основнi кон-

струкцiї, про якi йтиме мова протягом всiєї дисертацiї. Також сформульо-

вано основнi вiдомi результати, якi буде використано в наступних роздiлах.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено вивченню властиво-

стей фiльтрiв та ультрафiльтрiв на множинi натуральних чисел.

Нагадаємо, що фiльтр F на множинi ⌦ – це сiм’я пiдмножин така, що:

1. ; /2 F ;

2. якщо A,B 2 F , то A \B 2 F ;

3. якщо A 2 F , D � A, то D 2 F

Iдеал I на множинi ⌦ – це сiм’я пiдмножин така, що:
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1. ; 2 F ;

2. якщо A,B 2 F , то A [ B 2 F ;

3. якщо A 2 F , D ⇢ A, то D 2 F

Ультрафiльтром на множинi ⌦ називають максимальний за включенням

фiльтр.

Через I(F) будемо позначати iдеал, породжений фiльтром F , тобто

I(F) = {A ⇢ ⌦ : ⌦ \ A 2 F}.

Статистичною мiрою на сiм’ї множин 2N називають скiнченно-адитивну

мiру, таку, що µ(N) = 1 i µ({k}) = 0 для довiльного k 2 N . Кажуть, що

фiльтр F на множинi N задано однiєю статистичною мiрою µ, якщо

F = {A ⇢ N : µ(A) = 1}.

Для фiльтра F його коiдеалом називають

F+ = 2N \ I(F) = {B 2 2N : 8A 2 F B \ A 6= ;}

В роздiлi було введено декiлька корисних технiчних понять.

Для заданого фiльтра F на N говоримо, що A,B 2 F+ F -майже не

перетинаються (є F -майже неперетинними), якщо A \B 2 I(F).

Означення. Будемо називати фiльтр F на N бiдним, якщо довiльна по-

парно F -майже неперетинна сiм’я A = {A�}�2� ⇢ F+ є не бiльш, нiж злi-

ченною.
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Означення. Будемо говорити, що фiльтр F на N є конгломерованим, якщо

iснує неперетинна послiдовнiсть (Dn)n2N ⇢ I(F) така, що для довiльної

нескiнченної множини M ⇢ N маємо [
n2M

Dn 2 F+.

Одним з основних результатiв роздiлу є теорема, яка надає широкий

клас фiльтрiв, якi не можна задати однiєю статистичною мiрою.

Теорема. Якщо фiльтр F є конгломерованим, то вiн не є бiдним, а отже

його не можна задати однiєю статистичною мiрою.

З цiєї теореми ми одразу отримуємо, що такi фiльтри, як фiльтр Фреше,

статистичний фiльтр, фiльтр Ердеша-Улама, фiльтр пiдсумовування тощо

є фiльтрами, якi не можна задати однiєю статистичною мiрою.

Також в роздiлi отримано ряд результатiв, пов’язаних iз властивостями

перетинiв сiмейств фiльтрiв та ультрафiльтрiв. Вiдомим є той факт, що

будь-який фiльтр є перетином всiх ультрафiльтрiв, якi його мiстять. Нам

вдалося отримати ряд уточнень даної теореми, зокрема такий результат.

Теорема. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Тодi iснує сiм’я ультрафiль-

трiв W на N , потужностi не бiльше, нiж континуум i така, що

F = \W,

де \W = {B ⇢ N : B 2 U 8U 2 W}.

Далi було розглянуто питання єдиностi представлення фiльтра у виглядi

перетину скiнченного та нескiнченного сiмейств ультрафiльтрiв. Докладнi-

ше: представлення фiльтра у виглядi перетину скiнченної множини уль-

4



трафiльтрiв є єдиним, а якщо фiльтр є перетином злiченного числа ультра-

фiльтрiв, то таке представлення не єдине.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи ми вивчаємо iдеали на мно-

жинi натуральних чисел N . Докладнiше: нехай I – iдеал на множинi N ,

тобто, ; 2 I , якщо A,B 2 I , то A [ B 2 I , i якщо A 2 I , D ⇢ A, то

D 2 I . Для топологiчного векторного простору X i послiдовностi (xn)n2N

розглянемо множину I -граничних точок послiдовностi

�x(I) = {y 2 X : {n 2 N : xn 2 U} /2 I , 8U 2 O (y)} ,

де O (y) – система околiв точки y.

P. Leonetti в роботi [25] ввiв поняття ядра вiдносно до iдеалу I послiдовностi

(xn)n2N :

corex(I) = \
E2F(I)

co{xn : n 2 E},

де co – замикання опуклої оболонки, а F(I) – фiльтр, породжений iдеалом

I . Центральним результатом роботи [25] є наступна теорема.

Теорема. Нехай X – локально опуклий топологiчний векторний простiр,

який задовольняє першiй аксiомi злiченностi, (xn) ⇢ X – послiдовнiсть.

Нехай iснує такий елемент E 2 F(I), що {xn : n 2 E} – компакт. Тодi

corex(I) = co �x(I). (1)

В роздiлi було введено технiчне визначення.
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Означення. Нехай X – топологiчний векторний простiр, K ⇢ X – ком-

пакт, F – фiльтр на множинi N , x = (xn) – послiдовнiсть елементiв просто-

ру X . Назвемо послiдовнiсть x F -асимптотично K-контрольовною, якщо

для будь-якого околу U 2 O (0) iснує елемент E = E(K,U) 2 F такий, що

x(E) ⇢ K + U . Будемо позначати цю умову

x �F K.

Одна iз основних задач, розв’язаних у даному роздiлi, полягає в тому,

що результат Leonetti було поширено для просторiв, якi не задовольняють

першiй аксiомi злiченностi, тобто ця теорема має мiсце для бiльш широкого

класу просторiв. Цей результат є наслiдком наступної теореми.

Теорема. Нехай X – локально опуклий простiр, K ⇢ X – компакт, I –

iдеал на N , F = F(I), x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору X

така, що x �F K. Тодi

co �x(I) = corex(I).

Наслiдок. (Посилення теореми Leonetti) Нехай x = (xn) – послiдовнiсть

елементiв у локально опукло топологiчному векторному просторi X та-

ка, що x(E) є компактом для деякого елемента фiльтра E 2 I(F). Тодi

corex(I) = co �x(I).

Також в роздiлi дослiджено питання застосування отриманих результа-

тiв до компактних множин у слабкiй топологiї, а саме доведено наступну

теорему.
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Наслiдок. Нехай X – локально опуклий простiр, K ⇢ X – компакт у

слабкiй топологiї, I – iдеал на множинi натуральних чисел, F = F(I),

x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору X така, що x �F K. По-

значимо �w
x (I) – множину I -граничних точок послiдовностi у слабкiй

топологiї. Тодi

corex(I) = co �w
x (I).

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню одно-

го, проте досить широкого класу iдеалiв, а саме iдеалiв, породжених мо-

дульними функцiями. Нагадаємо, що статистичним iдеалом I s, або iдеалом

статистичної збiжностi називають наступну непорожню сiм’ю множин:

I s = {A ⇢ N : d(A) = 0},

де d(A) = lim
n!1

|A \ [1, n]|

n
– щiльнiсть пiдмножини A ⇢ N .

Функцiю f : R+
! R+ називають модульною функцiєю, якщо вона

задовольняє наступним аксiомам:

1. f(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = 0;

2. f(x+ y)  f(x) + f(y), для будь-яких x, y 2 R+;

3. f(x)  f(y), якщо x  y;

4. f – неперервна справа в нулi;

5. lim
n!1

f(n) = 1.
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Модульна функцiя f породжує iдеал I f на множинi натуральних чисел,

який називають f -iдеалом:

I f = {A ⇢ N : df(A) = 0},

де df(A) = lim inf
n!1

f(|A \ [1, n]|)

f(n)
– f -щiльнiсть множини A.

Ясно, що якщо f – тотожна функцiя, то df(A) = d(A).

В роботi [1] A. Aizpuru, M. C. Listán-Garćia, F. Rambla-Barreno показали,

що I f ⇢ I s, для довiльної модульної функцiї f . Головним результатом

даного роздiлу дисертацiї було дати повний опис таких модульних функцiй

f , для яких I f = I s.

Нехай f – модульна функцiя, t 2 [1,1), k 2 N . Для зручностi будемо

використовувати такi позначення:

hf(t) := lim sup
n!1

f(n)

f(tn)
, gf(k) := hf(2

k) = lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
.

Було доведено наступну теорему.

Теорема. Нехай f – модульна функцiя. Наступнi твердження є еквiва-

лентними:

1. I s = I f ;

2. lim
k!1

gf(k) = 0;

3. lim
t!1

hf(t) = 0.
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У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи ми вивчаємо застосування тео-

рiї фiльтрiв до теорiї топологiчних векторних просторiв. Повнота простору

є одним iз найважливiших понять не тiльки в теорiї топологiчних векторних

просторiв, а й взагалi в математицi. Саме тому природною є задача узагаль-

нення цього поняття для просторiв, якi не мають метричної структури, в

яких ми не можемо користуватися мовою збiжностей послiдовностей у стан-

дартному сенсi цього слова. Тому в даному роздiлi ми вводимо цiлу низку

узагальнень поняття повноти простору мовою фiльтрiв, аналiзуємо зв’язок

введених понять з ранiше вiдомими, та дослiджуємо властивостi нових ви-

дiв повноти простору.

Нагадаємо стандартне визначення повного топологiчного векторного про-

стору.

Означення. Фiльтр F топологiчного векторного простору X називають

фiльтром Кошi, якщо для довiльного U 2 O (0) iснує A 2 F такий, що

A� A ⇢ U .

Означення. Топологiчний векторний простiр X називають повним, якщо

довiльний фiльтр Кошi на X має границю.

Нами запропоновано такi узагальнення повноти топологiчного вектор-

ного простору:

Означення. Нехай F – фiльтр на N , X – топологiчний векторний про-

стiр. Будемо називати простiр X повним вiдносно фiльтру F , якщо кожна

послiдовнiсть Кошi вiдносно фiльтру F на X має границю вiдносно F .
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Означення. Назвемо топологiчний векторний простiр X злiченно-повним,

якщо X є повним для всiх фiльтрiв F на N .

Означення. Топологiчний векторний простiр X назвемо асимптотично

злiченний, якщо для будь-якого фiльтру Кошi F на X iснує злiченна пiд-

множина A ⇢ X така, що для будь-яких U 2 O (0) i B 2 F виконано:

A \ (B + U) 6= ;.

Одним iз найцiкавiших результатiв даного роздiлу є наступна теорема.

Теорема. За умови виконання аксiоми Мартiна iснують вiльнi ультра-

фiльтри U 1, U 2 на N та iснує такий топологiчний векторний простiр

X, що X є повним вiдносно U 1, але X не є повним вiдносно U 2.

Шостий роздiл дисертацiйної роботи присвячено застосуванню теорiї

фiльтрiв до теорiї iнтегрування. Ми розглядаємо звичайну одновимiрну,

дiйснозначну функцiю f : [0, 1] ! R . Нами побудовано конструкцiю, яку ми

назвали iнтегралом функцiї f по фiльтру на множинi вiдмiчених розбиттiв

F вiдрiзка [0, 1]:

1Z

0

fdF .

Ми показали, що звичайний iнтеграл Рiмана функцiї на вiдрiзку є час-

тковим випадком описаного вище поняття. Дослiджено властивостi iнте-

грала функцiї по фiльтру, зокрема такий iнтеграл задовольняє властивостi

лiнiйностi та однорiдностi, має мiсце аналог результату про те, що якщо
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функцiя iнтегровна за Рiманом, то вона обмежена. Вивчено можливiсть iн-

тегрування функцiї вiдносно фiльтра по пiдвiдрiзку фiксованого вiдрiзка.

Описано цiкавi результати, присвяченi iнтегралу по фiльтру вiд необмеже-

них функцiй.

Ключовi слова: фiльтри, iдеали, загальна топологiя, функцiї, iнтеграл,

збiжнiсть, повнота, топологiчнi векторнi простори, локально-опуклi просто-

ри, мiра, банаховi простори, властивiсть Бера, гiльбертовi простори, послi-

довнiсть, компактнiсть.
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ABSTRACT

Dmytro D. Seliutin. Filters, generalized types of convergence and its appli-

cations. – Qualification scientific work is as a manuscript. А thesis on the degree

of Doctor of Philosophy: Speciality 111 – Mathematics (Mathematics and stati-

stics). – V.N.Karazin Kharkiv National University, Ministry of Education and

Science of Ukraine, Kharkiv, 2024.

The thesis is devoted to the study of filters, their properties, and their appli-

cations in different branches of mathematics, in particular, in the theory of

general topological vector spaces, general topology, theory of integration.

The first section of the thesis is devoted to the history of the studied

problems and the literature review. The main constructions, which will be di-

scussed throughout the dissertation, are described. The main known results,

which will be used in the following sections, are also formulated.

The second section of the thesis is devoted to the study of the properties

of filters and ultrafilters on the set of positive integers.

Recall that the filter F on the set ⌦ is a nonempty family of subsets such

that

1. ; /2 F ;

2. if A,B 2 F then A \B 2 F ;

3. if A 2 F , D � A then D 2 F

An ultrafilter on the set ⌦ is called a maximal filter by inclusion.
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By I(F) we denote an ideal, generated by filter F , i.e.,

I(F) = {A ⇢ ⌦ : ⌦ \ A 2 F}.

Statistical measure on 2N is a non-negative finitely additive measure µ such

that µ(N) = 1 and µ({k}) = 0 for every k 2 N . Filter F on N is said to be

generated by a single statistical measure µ if

F = {A ⇢ N : µ(A) = 1}.

For the filter F its coideal is

F+ = 2N \ I(F) = {B 2 2N : 8A 2 F B \ A 6= ;}

Several useful technical concepts were introduced in the section.

For a given free filter F the sets A,B 2 F+ are said to be F -almost disjoint,

if A \B 2 I(F).

Definition. A free filter F on N is called poor if every pairwise F -almost disjoint

collection A = {A�}�2� ⇢ F+ of subsets is at most countable.

Definition. We call the filter F on N is conglomerated if there is a disjoint

sequence of sets (Dn)n2N ⇢ I(F) such that for each infinite subset M ⇢ N we

have [
n2M

Dn 2 F ⇤.

One of the main results of the section is a theorem that presents the class of

filters that cannot be generated ed by a single statistical measure.

Theorem. If the filter F is conglomerated then F is not poor, so it is not

generated ed by a single statistical measure.
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Using this theorem we obtain that such filters as the Fréchet filter, the stati-

stical filter, Erdös-Ulam filter, summable filter cannot be generated ed by a

single statistical measure.

Also, in the section, we obtained results related to the properties of intersecti-

ons of families of filters and ultrafilters. It is a well-known fact that any filter can

be represented as the intersection of all ultrafilters that contain it. We obtained

some clarifications of this theorem, in particular

Theorem. Let F be a free filter N . Then there exists the family of ultrafilters

W on N ,with cardinality of at most continuum such that

F = \W,

where \W = {B ⇢ N : B 2 U 8U 2 W}.

Next, the question of the uniqueness of the representation of the filter as the

intersection of finite and infinite families of ultrafilters was considered. More

details: the representation of a filter as the intersection of a finite set of ultrafi-

lters is unique, and if the filter is the intersection of a countable number of

ultrafilters, then such representation is not unique.

In the third section of the thesis we study ideal on the set of positive

integers N . More detailed: let I be an ideal on N , i.e. ; 2 I , if A,B 2 I , then

A [ B 2 I , and if A 2 I , D ⇢ A, we also have D 2 I . For topological vector

space X and a sequence (xn)n2N we consider the set of I -cluster points of x

�x(I) = {y 2 X : {n 2 N : xn 2 U} /2 I , 8U 2 O (y)} ,
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where O (y) stands for all neighbourhoods of y.

Paolo Leonetti in [25] introduced the follow concept of ideal core of ideal I

and (xn)n2N :

corex(I) = \
E2F(I)

co{xn : n 2 E},

where co stands for the closed convex hull, and F(I) is the filter generated by

the I . The main result of [25] is the next theorem.

Theorem. Let X be a first countable locally convex topological vector space,

and (xn) ⇢ X be a sequence of its elements. Let there exist E 2 F(I) such that

{xn : n 2 E} is a compact. Then

corex(I) = co �x(I). (2)

In the section we’ve introduced one technical definition

Definition. Let X be a topological vector space, K ⇢ X be a compact, F be

a filter on N , x = (xn) be a sequence of elements in X . We call the sequence

x F -asymptotically K-controlled, if for each neighbourhood U 2 O (0) there

exists E = E(K,U) 2 F such that x(E) ⇢ K + U . We denote this condition

x �F K.

One of the main problems solved in this section is that Leonetti’s result can

be spread to spaces that do not satisfy the first countability axiom, that is, this

theorem holds for a wider class of spaces. This result is a consequence of the

following theorem.
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Theorem. Let X be a locally convex topological vector space, K ⇢ X be a

compact, I be ab ideal on N , F = F(I), x = (xn) be a sequence in X such

that x �F K. Then

co �x(I) = corex(I).

Consequence. (Strengthening of Leonetti’s theorem) Let x = (xn) be a sequence

of elements in locally convex topological vector space X such that x(E) is a

compact for some E 2 I(F). Then corex(I) = co �x(I).

Also, in the section we use the obtained results for compact sets in weak

topology, in particular, the following theorem is proved.

Consequence. Let X locally convex topological vector space, K ⇢ X be a

compact in weak topology, I be an ideal on N , F = F(I), x = (xn) be a

sequence in X such that x �F K. Denote �w
x (I) the set of I -cluster points of

x in the weak topology. Then

corex(I) = co �w
x (I).

The fourth section of the thesis is devoted to the study of one, but wide

class of ideals, namely, ideals generated by modulus functions. Recall that the

statistical ideal I s or the ideal of statistical convergence in defined as follows:

I s = {A ⇢ N : d(A) = 0},

where d(A) = lim
n!1

|A \ [1, n]|

n
is the density of A ⇢ N .

A function f : R+
! R+ is called an unbounded modulus function, if

16



1. f(x) = 0 if and only if x = 0;

2. f(x+ y)  f(x) + f(y) for all x, y 2 R+;

3. f(x)  f(y) if x  y;

4. f is continuous from the left at 0;

5. lim
n!1

f(n) = 1.

The modulus function f generates the ideal I f on N , which is called the

f -ideal:

I f = {A ⇢ N : df(A) = 0},

where df(A) = lim inf
n!1

f(|A \ [1, n]|)

f(n)
– f -density of A. Clearly that if f is

the id function then df(A) = d(A).

In [1] A. Aizpuru, M. C. Listán-Garćia, F. Rambla-Barreno demonstrated

that I f ⇢ I sfor each modulus function f . The main result of this section is

completely describing of such modulus f for which I f = I s.

Let f be a modulus function, t 2 [1,1), k 2 N . For convenience we use

such notation:

hf(t) := lim sup
n!1

f(n)

f(tn)
, gf(k) := hf(2

k) = lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
.

We proved the next result

Theorem. Let f be a modulus function. The next assertion are equivalent:

1. I s = I f ;
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2. lim
k!1

gf(k) = 0;

3. lim
t!1

hf(t) = 0.

In the fifth chapter of the thesis, we study the application of filter theory

in the theory of topological vector spaces. Completeness of space is one of the

most important concepts not only in the theory of topological vector spaces,

but also in mathematics in general. That’s why it is natural to generalize this

concept for spaces that do not have a metric structure, in which we cannot use

the language of convergence of sequences in the standard sense of the word.

Therefore, in this section, we introduce several generalizations of the concept of

completeness of space in the language of filters, analyse the connection between

the introduced concepts and previously known ones, and study the properties

of new types of completeness.

Let us recall the standard definition of a complete topological vector space.

Означення. The filter F on topological vector space X is called the Cauchy

filter, if for all U 2 O (0) there is A 2 F such that A� A ⇢ U .

Definition. Topological vector space X is said to be complete if each Cauchy

filter on N has a limit.

We formulated the following generalizations of the completeness of the topologi-

cal vector space:

Definition. Let F be a filter on N , X be a topological vector space. X is called

to be complete over F if each Cauchy sequence over F in X has a limit over F .
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Definition. A topological vector space X is called countable complete if X is

complete over all filters F on X .

Definition. A topological vector space X is called asymptotically complete,if

for each Cauchy filter F on X there is a countable A ⇢ X such that for each

U 2 O (0) i B 2 F we have A \ (B + U) 6= ;.

One of the most interesting results of this section is the following theorem.

Теорема. If Martin’s axiom holds, there exist free ultrafilters U 1, U 2 on N

and there exists a topological vector space X such that X is complete over U 1,

but X is not complete over U 2.

The sixth section of the thesis is devoted to the application of the theory

of filters to the theory of integration. We consider the usual one-dimensional,

real-valued function f : [0, 1] ! R . We built a construction that we called the

integral of the function f over the filter F on the set of tagged partitions F of

the segment [0, 1]:

1Z

0

fdF .

We demonstrated that the ordinary Riemann integral of a function on a

segment is a partial case of the concept described above. The properties of

the integral of the function over the filter have been studied, in particular such

integral satisfies the properties of linearity and homogeneity, there is an analogue

of the result that if a function is Riemann integrable, then it is bounded. The

possibility of integrating the function with respect to the filter over a subsegment
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of a fixed segment is studied. Interesting results devoted to the filter integral of

unbounded functions are obtained.

Key words: filters, ideals, general topology, functions, integral, convergence,

completeness, topological vector spaces, locally convex spaces, measure, Banach

spaces, Behr property, Hilbert spaces, sequence, compactness.
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1 Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження. В математичному аналiзi

i в тiй частинi функцiонального аналiзу, що стосується метризовних про-

сторiв, основнi поняття (замкненiсть, неперервнiсть, компактнiсть, тощо)

можна описати мовою збiжних послiдовностей. Коли ми виходимо в не-

метризовнi простори, цiєї мови вже недостатньо. Зручним аналогом мови

збiжних послiдовностей, що адекватно описує неметризовний випадок, є

мова збiжностi за фiльтром.

Якщо ⌦ – непорожня множина, то фiльтром на множини ⌦ називають

непорожню сiм’ю пiдмножин множини ⌦, яка є стiйкою вiдносно скiнчен-

ного перетину своїх елементiв на взяття надмножин.

Теорiя фiльтрiв є вiдносно молодою наукою. Поняття фiльтра у 1937 ро-

цi запропонував знаменитий французький математик, член групи Бурбакi,

Анрi Картан в роботi [6]. В термiнах теорiї фiльтрiв ми можемо описувати,

наприклад, компактнiсть простору: топологiчний векторний просторiв X є

компактним тодi i тiльки тодi, коли кожен фiльтр на X має граничну то-

чку, тодi i тiльки тодi, коли кожен ультрафiльтр на X має границю. Тому

мова фiльтрiв наразi є дуже поширеною в теорiї топологiчних векторних

просторiв. Використання мови фiльтрiв в задачах математичного та фун-

кцiонального аналiзу призводить природним чином до багатьох цiкавих пи-

тань, на деякi з яких нам вдалося дати вiдповiдь в даному дисертацiйному

дослiдженнi.

Мета i завдання дослiдження.
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• Мета – розширення теоретичних вiдомостей про фiльтри та їх засто-

сування до дослiдження загальних топологiчних векторних просторiв.

• Об’єкт дослiдження – фiльтри, ультрафiльтри, iдеали, топологiчнi ве-

кторнi простори.

• Предмет дослiдження – будова сiмей фiльтрiв, ультрафiльтрiв, та iде-

алiв на заданiй непорожнiй множинi, питання повноти топологiчних

векторних просторiв.

• Завдання дослiдження:

1. Встановити зв’язок мiж ядром послiдовностi вiдносно до iдеалу та

множиною граничних точок послiдовностi вiдносно iдеалу.

2. Описати сiм’ю модульних функцiй таких, що iдеали, породженi

цими функцiями спiвпадають зi статистичним iдеалом.

3. Дати характеризацiю сiм’ї фiльтрiв, якi не можна задати однiєю

статистичною мiрою.

4. Дослiдити питання єдиностi представлення фiльтрiв як перетину

нескiнченної кiлькостi ультрафiльтрiв.

5. Дати означення рiзних типiв повноти топологiчних векторних про-

сторiв в термiнах фiльтрiв.

6. Дослiдити взаємозв’язки мiж топологiчними векторними просто-

рами, повними за фiльтрами.
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7. Дослiдити зв’язки мiж ультрафiльтрами та просторами, повними

за цими ультрафiльтрами.

8. Дати означення iнтеграла функцiї вiдносно фiльтра та дослiдити

його властивостi.

• Методи дослiдження. В дисертацiйнi роботи використано методи фун-

кцiонального на математичного аналiзiв, загальної топологiї, теорiї мно-

жин, теорiї загальних топологiчних векторних просторiв, та теорiї фiль-

трiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. В данiй дисертацiй ро-

ботi вперше описано зв’язок мiж ядром вiдносно до iдеалу та множиною

граничних точок послiдовностi вiдносно iдеалу у загальних локально опу-

клих топологiчних векторних просторах. Також в роботi вперше описано

необхiднi i достатнi умови для функцiй f таких, що iдеали, породженi ци-

ми функцiями, спiвпадають зi статистичним iдеалом. Вперше нам вдалось

видiлити широкий клас фiльтрiв, якi не можна задати однiєю статисти-

чною мiрою. Це зроблено завдяки введенню нових понять бiдного фiльтра

i конгломерованого фiльтра. Також в роботi ми повнiстю розглянули пи-

тання представлення фiльтрiв у виглядi перетину нескiнченного сiмейства

ультрафiльтрiв i з’ясували, чи є воно єдиним.

У дисертацiйнiй роботi введено поняття повного вiдносно фiльтра топо-

логiчного векторного простору, в тому числi злiченна повнота, асимптоти-

чна повнота i дослiджено властивостi нових типiв просторiв.

В роботi введено нове поняття iнтеграла функцiї вiдносно фiльтра та
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дослiджено його властивостi.

Зв’зок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики фа-

культету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унiверси-

тету iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослi-

джень кафедри та в рамках державної науково-дослiдницької роботи за те-

мою ”Оператори в нескiнченновимiрних просторах: взаємозв’язок мiж гео-

метрiєю, алгеброю, та топологiєю” (номер проєкту: 2020.02/0096).

Практичне значення отриманих результатiв. Робота носить тео-

ретичний характер. Отриманi результати розширюють нашi уявленнi про

фiльтри, ультрафiльтри, топологiчнi векторнi простори та можуть бути за-

стосованi в топологiї, теорiї банахових просторiв та iнших роздiлах мате-

матики.

Особистий внесок здобувача. Постановка задачi належить професо-

ру Кадецю В. М. Статтi [28], [29] написано здобувачем самостiйно. Статтi

[24],[22], [23] написано у спiвавторствi з професором Кадецем В. М.. Роздiл

4.3 статтi [23] написано J. Tryba. Також ми вдячнi йому за цiннi комента-

рi до даної статтi. Усi результати, включенi до дисертацiї, було отримано

автором особисто, проте постiйно обговорювались iз науковим керiвником.

Результати, що належать спiавторам та iншим математикам, згадуються за

необхiдностi для повноти викладу та супроводжуються необхiдними поси-

ланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-
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лись i обговорювались на наступних конференцiях:

1. Мiжнародна науково-практична iнтернет-конференцiя для молодих до-

слiдникiв ”Iнновацiї в науцi i технiцi: сучасний вимiр”, Суми, 2021 рiк.

(Форма участi – очна, дистанцiйна).

2. XVI Мiжнародна конференцiя студентiв та молодих вчених ”Сучаснi

проблеми математики та її застосування в природничих науках та iн-

формацiйних технологiях”, Харкiв, 2021 рiк. (Форма участi – очна, ди-

станцiйна).

3. Мiжнародна конференцiя з комплексного та функцiонального аналiзу,

присвячена пам’ятi Богдана Винницького, Дрогобич, 2021 рiк. (Форма

участi – очна, дистанцiйна).

4. The international online conference ”Current trends in abstract and applied

analysis”, Iвано-Франкiвськ, 2022. (Форма участi – очна, дистанцiйна).

5. XVIII Мiжнародна конференцiя студентiв та молодих вчених ”Суча-

снi проблеми математики та її застосування в природничих науках та

iнформацiйних технологiях”, Харкiв, 2023 рiк. (Форма участi – очна,

дистанцiйна).

6. Мiжнародна наукова конференцiя �Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики � 2023�, Львiв, 2023.

7. Семiнар кафедри прикладної математики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна, 05.12.2023.
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8. Семiнар математичних товариств України, 13.04.2024.

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiковано у

фахових журналах, пройшов апробацiю на наукових конференцiях. Резуль-

тати дисертацiї мiстяться у 11 наукових публiкацiях, а саме, в 5 статтях [22],

[23], [24], [28], [29] у спецiалiзованих журналах, з яких двi написано без спiв-

авторiв, i в тезах доповiдей [32], [35], [37], [34], [33], [36] на 6 конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, пе-

релiку умовних позначень, вступу, шести роздiлiв, висновкiв до дисертацiї,

перелiку використаних джерел, який мiстить 37 пунктiв, та додаткiв. Пов-

ний обсяг дисертацiї – 148 сторiнок. Обсяг основної частини дисертацiї –

113 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду лiтератури, займає 15 сторiнок.
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2 Огляд лiтератури та вибiр теми

2.1 Фiльтри, iдеали, та їхнi властивостi

Банаховi простори є частковим випадком бiльш загальних топологiчних

векторних просторiв. У теорiї банахових просторiв (тобто повних нормо-

ваних просторiв) ми можемо вiльно користуватися мовою куль для опису

”близьких елементiв”, тобто якщо послiдовнiсть елементiв (xn)n2N банахо-

вого простору X збiгається до x0 2 X , це означає, що для довiльного " > 0

знайдеться такий номер N 2 N , що для всiх номерiв n > N ||xn � x0|| < ",

або xn 2 B(x0, "), де B(x0, ") – вiдкрита куля з центром в точцi x0 i ра-

дiуса ". За допомогою послiдовностей та куль ми можемо описати багато

властивостей пiдмножин банахових просторiв, таких, як замкненiсть, ком-

пактнiсть, сепарабельнiсть тощо.

Якщо ж ми маємо намiр дослiджувати неметризовнi топологiчнi вектор-

нi простори, то ми вже не можемо користуватися мовою послiдовностей та

околiв у звичному сенсi, як було у випадку, наприклад, банахових просто-

рiв. У цьому випадку потужним апаратом виступає мова теорiї фiльтрiв.

Нехай ⌦ – непорожня множина. Непорожню сiм’ю F ⇢ 2⌦ називають

фiльтром на ⌦, якщо F задовольняє наступнi аксiоми:

1. ; /2 F ;

2. якщо A,B 2 F , то A \B 2 F ;

3. якщо A 2 F i D � A, то D 2 F .
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Двоїстим поняттям до фiльтра є iдеал. Отож сiм’ю I на ⌦ називають

iдеалом на ⌦, якщо

1. ; 2 I ;

2. якщо A,B 2 I , то A [B 2 I ;

3. якщо A 2 I i D ⇢ A, то D 2 I .

Якщо F – фiльтр на ⌦, то iдеалом I(F), породженим F називають

I(F) = {A ⇢ N : N \A 2 F}.

Не менш важливим об’єктом є база фiльтра. Наведемо означення цього

поняття.

Непорожню сiм’ю пiдмножин B ⇢ 2⌦ називають базою фiльтра, якщо

1. ; /2 B ;

2. якщо A,B 2 B , то знайдеться такий C 2 B , що C ⇢ A \B.

Говоримо, що B є базою фiльтра F (або фiльтр F породжено базою

фiльтра B ), якщо для довiльного A 2 F iснує B 2 B такий, що A � B.

Нагадавши необхiднi визначення, наведемо тепер кiлька прикладiв фiль-

трiв та їхнiх баз.

Приклад 2.1. 1. Фiльтр Фреше FR – фiльтр пiдмножин множини на-

туральних чисел зi скiнченним доповненням:

FR = {A ⇢ N : |N \A| < 1},
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де |M | – кiлькiсть елементiв множини M ⇢ N . Базою фiльтра Фреше

є наступна система пiдмножин Bn ⇢ N , n = 1, 2, ...:

B1 = {1, 2, 3, 4, ...}, Bn = {2, 3, 4, 5, ...}, ..., Bn = {n, n+ 1, n+ 2, ...}.

Простiше кажучи, база фiльтра Фреше – це ”хвости” натурального ря-

ду.

2. Фiльтр околiв +1. Базою цього фiльтра є множини Ba = (a,+1),

a 2 R .

3. Статистичний фiльтр F s =

⇢
A ⇢ N : lim

n!1

|A \ [1, n]|

n
= 1

�
. Будемо

позначати

d(A) := lim
n!1

|A \ [1, n]|

n
.

Величину d(A) називають щiльнiстю пiдмножини A ⇢ N .

4. Фiльтр пiдсумовування F s. Нехай (sk)k2N – послiдовнiсть невiд’ємних

дiйсних чисел s = (sk)k2N ,
X

k2N
sk = 1. Тодi

F s =

8
<

:A ⇢ N :
X

k2N \A

sk < 1

9
=

;

5. Фiльтр Ердеша-Улама EU s. Нехай (sk)k2N – послiдовнiсть невiд’ємних

дiйсних чисел s = (sk)k2N ,
X

k2N
sk = 1. Тодi

EU s =

8
><

>:
A ⇢ N : lim

n!1

P
k2A\[1,n]

sk

Pn
k=1 sk

= 1

9
>=

>;
.
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Поняття фiльтра запропонував у 1937 роцi Анрi Картан в роботах [6]

i [7]. Використовуючи технiку фiльтрiв, можна ввести поняття збiжностi

послiдовностi за фiльтром, яке є узагальненням звичайної збiжностi у по-

слiдовностi. А саме, якщо F – деякий фiльтр на множинi натуральних чисел

N , ми говоримо, що послiдовнiсть (xn)n2N топологiчного простору X збiгає-

ться до x0 за фiльтром F , якщо для довiльного околу U точки x0 знайдеться

елемент фiльтра A 2 F такий, що для довiльного n 2 A виконано xn 2 U .

Якщо за фiльтр F взяти фiльтр Фреше FR , ми отримаємо добре вiдоме

визначення збiжностi числової послiдовностi.

На множинi всiх фiльтрiв iснує природне вiдношення порядку. А саме,

фiльтр F 1 мажорує фiльтр F 2, якщо F 1 � F 2. Максимальний за цим вклю-

ченням елемент називають ультрафiльтром. Перелiчимо тепер деякi вла-

стивостi ультрафiльтрiв та їхню роль у дослiдженнi компактностi.

Теорема 2.1. (Критерiй ультрафiльтра.) Фiльтр U на множинi ⌦ буде

ультрафiльтром тодi i тiльки тодi, коли для довiльної A ⇢ ⌦ виконано

одну з двох умов: A 2 U або ⌦ \ A 2 U .

Нехай F – деякий фiльтр на топологiчному векторному просторi X . Еле-

мент x0 2 X називають границею фiльтра F (позначають x0 = limF ), якщо

F мажорує фiльтр околiв точки x0.

Теорема 2.2. (Критерiй компактностi в термiнах фiльтрiв) Нехай X –

гаусдорфiв топологiчний векторний простiр. Тодi наступнi умови є еквi-

валентними:

1. X – компакт;
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2. кожен ультрафiльтр на X має границю.

Теорема 2.3. Якщо F – фiльтр на X, то iснує ультрафiльтр U , який

мажорує фiльтр F .

Теорема 2.4. Якщо F – фiльтр на X, то F є перетином всiх ультра-

фiльтрiв, якi його мiстять.

Перелiченi результати є добре вiдомими, класичними результатами теорiї

фiльтрiв, i чудово описанi в пiдручнику[20].

В роботах [2], [8] було введено поняття статистичної мiри. Невiд’ємну

скiнченно-адитивну мiру µ на 2N називають статистичною мiрою, якщо

µ(N) = 1 i для довiльного k 2 N µ({k}) = 1. Очевидним прикладом стати-

стичної мiри є характеристична функцiя ультрафiльтра U на N :

U(A) =

8
><

>:

1, якщо A 2 U

0, якщо A /2 U

.

Говорять, що фiльтр F задано однiєю статистичною мiрою µ, якщо

F = {A ⇢ N : µ(A) = 1}.

У статтi [9] автори показали, що фiльтр Фреше не можна задати однi-

єю статистичною мiрою. В роботi [21] В. М. Кадець отримав аналогiчний

результат для фiльтру статистичної збiжностi. Природною є наступна

Задача 1. Описати сiм’ю фiльтрiв, якi не можна задати однiєю статисти-

чною мiрою.
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В цьому напрямку нам вдалося видiлити зручну достатню умову, яка

дозволяє надати вiдповiдь для багатьох вiдомих фiльтрiв.

Нехай F – фiльтр на N . Тодi коiдеалом фiльтра F називають

F+ = 2N \ I(F) = {B 2 2N : 8A 2 F B \ A 6= ;}.

Для заданого фiльтра F на N говоримо, що A,B 2 F+ F -майже не

перетинаються (є F -майже неперетинними), якщо A \B 2 I(F).

Для зручностi нами введемо наступнi технiчнi означення.

Означення 2.1. Будемо називати фiльтр F на N бiдним, якщо всяка по-

парно F -майже неперетинна сiм’я A = {A�}�2� ⇢ F+ є не бiльш, нiж злi-

ченною.

Означення 2.2. Будемо говорити, що вiльний фiльтр F на N є конгломе-

рованим, якщо iснує неперетинна послiдовнiсть (Dn)n2N ⇢ I(F) така, що

для довiльної нескiнченної множини M ⇢ N маємо [
n2M

Dn 2 F+.

В статтi [21] автор отримав наступну лему для множин, якi майже не

перетинаються (говорять, що A,B ⇢ N майже не перетинаються, якщо

|A \ B| < 1). Ми отримали аналогiчний результат для F -майже непере-

тинних множин.

Лема 2.1. Нехай µ – статистична мiра. Тодi фiльтр, який задано цiєю

мiрою Fµ =: F є бiдним.

Наступна теорема є згаданою вище достатньою умовою, що стосується

Задачi 1.

38



Теорема 2.5. Якщо фiльтр F є конгломерованим, то вiн не є бiдним, а

значить, його не можна задати однiєю статистичною мiрою.

З цiєї теореми ми вiдразу отримуємо, що анi фiльтр Фреше, нi фiльтр

статистичної збiжностi, нi фiльтр пiдсумовування не можна задати однiєю

статистичною мiрою.

Задача 2. Уточнити Теорему 2.4. Точнiше, якою має бути сiм’я ультра-

фiльтрiв, перетин елементiв якої породжує фiльтр?

Розв’язком Задачi 2 є наступна теорема.

Теорема 2.6. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Тодi iснує сiм’я ультра-

фiльтрiв W на N , потужностi не бiльше, нiж континуум i така, що

F = \W,

де \W = {B ⇢ N : B 2 U 8U 2 W}.

Задача 3. Дослiдити питання представлення фiльтра як перетину сiм’ї

ультрафiльтрiв на єдинiсть.

Розв’язок Задачi 3 складається з наступних теорем.

Теорема 2.7. Нехай W1,W2 – скiнченнi сiм’ї ультрафiльтрiв на N такi,

що \W1 = \W2. Тодi W1 = W2.

Тобто, якщо фiльтр F є перетином скiнченної сiм’їультрафiльтрiв, то

таке представлення єдине.
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Означення 2.3. Сiм’ю W вiльних ультрафiльтрiв, яка складається при-

наймнi з двох елементiв, будемо називати мiнiмальною, якщо для довiль-

ного U 2 W

\W 6= \(W \ {U}).

Теорема 2.8. Нехай W = {U k}k2N – злiченна, мiнiмальна сiм’я вiльних

ультрафiльтрiв, F = \W . Тодi iснує вiльний ультрафiльтр U 0 такий,

що U 0 � F , але U 0 /2 W . Зокрема, представлення фiльтру F у виглядi

перетину злiченного числа ультрафiльтрiв не єдине: F =
1

\
k=1

U k i F =
1

\
k=0

U k.

Тобто представлення фiльтра у виглядi перетину нескiнченного числа

ультрафiльтрiв не є єдиним.

Статистичний фiльтр F s породжує статистичний iдеал

I s = {A ⇢ N : d(A) = 0}.

В роботi [1] автори запропонували узагальнення щiльностi пiдмножини

A ⇢ N , яке назвали f -щiльнiстю, де f – модульна функцiя.

Функцiю f : R+
! R+ називають модульною функцiєю, якщо вона

задовольняє наступнi аксiоми:

1. f(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = 0;

2. f(x+ y)  f(x) + f(y), для будь-яких x, y 2 R+;

3. f(x)  f(y), якщо x  y;

4. f – неперервна справа в нулi;
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5. lim
n!1

f(n) = 1.

Для заданої модульної функцiї f f -щiльнiстю множини A ⇢ N назива-

ють наступну границю

df(A) = lim inf
n!1

f(↵A(n))

f(n)
.

Якщо f – модульна функцiя, то f -iдеалом I f називають

I f = {A ⇢ N : df(A) = 0}.

Поняття f -iдеалу вивчають автори роботи [1]. Очевидно, що якщо f –

це тотожна функцiя, то I f = I s. В статтi [1] показано, що для довiльної

модульної функцiї f i A ⇢ N

df(A) = 0 ) d(A) = 0,

тобто

I f ⇢ I s .

Цi результати мотивують наступну задачу, поставлену в дисертацiйнiй

роботi.

Задача 4. Для яких модульних функцiй f має мiсце рiвнiсть I f = I s?

Нехай f – модульна функцiя, t 2 [1,1), k 2 N . Будемо використовувати

такi позначення:
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hf(t) := lim sup
n!1

f(n)

f(tn)
, gf(k) := hf(2

k) = lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
.

Наступна теорема є повним розв’язком Задачi 4.

Теорема 2.9. Нехай f – модульна функцiя. Наступнi твердження є еквi-

валентними:

1. I s = I f ;

2. lim
k!1

gf(k) = 0;

3. lim
t!1

hf(t) = 0;

Наступна теорема є частковим випадком Теореми 5.1.

Теорема 2.10. Нехай f – модульна функцiя. Припустимо, що iснує гра-

ниця lim
n!1

f(n)

f(2n)
. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1. I s = I f ;

2. lim
n!1

f(n)

f(2n)
< 1.

Можна помiтити, що описанi вище результати пов’язанi iз властивостя-

ми фiльтрiв та iдеалiв. Наступнi результати цього пiдроздiлу пов’язанi iз

рiзними топологiчними векторними просторами та використовують їхнi осо-

бливостi.

Нехай X – топологiчний векторний простiр, (xn)n2N – послiдовнiсть еле-

ментiв простору X , I – iдеал на N . Множиною I -граничних точок послi-

довностi xn називають
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�x(I) = {y 2 X : {n 2 N : xn 2 U} /2 I , 8U 2 O (y)} ,

де O (y) – система околiв точки y.

У працi [25] автор запропонував наступне означення. Для заданих iде-

алу I на N , топологiчного векторного простору X та послiдовностi його

елементiв (xn) ядром послiдовностi вiдносно до iдеалу називають

corex(I) = \
E2F(I)

co{xn : n 2 E},

де co означає замикання опуклої оболонки.

Основним результатом статтi [25] є наступна

Теорема 2.11. Нехай X – локально опуклий топологiчний векторний про-

стiр, який задовольняє першу аксiому злiченностi, (xn) ⇢ X – послiдов-

нiсть. Нехай iснує такий елемент E 2 F(I), що {xn : n 2 E} – компакт.

Тодi

corex(I) = co �x(I). (3)

Задача 5. Узагальнити Теорему 4.1 для просторiв, якi не обов’язково за-

довольняють першу аксiому злiченностi, тобто не обов’язково можуть бути

метризовними.

В Задачi 5 прекрасно видно роль фiльтрiв при дослiдженнi неметризов-

них топологiчних векторних просторiв.
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Першою аксiомою злiченностi автор статтi [25] користується лише в однiй

лемi.

Лема 2.2. Нехай X – топологiчний векторний простiр зi злiченною базою

околiв нуля, x = (xn) ⇢ X – послiдовнiсть елементiв. Тодi co �x(I) ⇢

corex(I).

В статтi [26] було отримано наступну формулу:

�x(I) = \
A2F

{x(n) : n 2 A}. (4)

Проте в умовi цього твердження автори використали зайву умову про

те, що простiр X обов’язково має задовольняти першу аксiому злiченностi.

Нам вдалося отримати бiльша загальний результат.

Лема 2.3. Нехай X – топологiчний векторний простiр, I – iдеал на мно-

жинi натуральних чисел, F = F(I), x = (xn) – послiдовнiсть елементiв

простору X. Тодi

�x(I) = \
A2F

{x(n) : n 2 A}.

Нами було введено наступне поняття.

Означення 2.4. Нехай X – топологiчний векторний простiр, K ⇢ X –

компакт, F – фiльтр на множинi N , x = (xn) – послiдовнiсть елементiв

простору X . Назвемо послiдовнiсть x F -асимптотично K-контрольовною,

якщо для будь-якого околу U 2 O (0) iснує елемент E = E(K,U) 2 F , який

залежить вiд U та K такий, що x(E) ⇢ K+U . Будемо позначати цю умову

x �F K.
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Наступна теорема є головним результатом статтi [22].

Теорема 2.12. Нехай X – локально опуклий простiр, K ⇢ X – компакт,

I – iдеал на N , F = F(I), x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору

X така, що x �F K. Тодi

co �x(I) = corex(I).

Застосовуючи Теорему 4.2 ми отримуємо розв’язок Задачi 5.

Теорема 2.13. Нехай x = (xn) – послiдовнiсть елементiв у локально опу-

кло топологiчному векторному просторi X така, що x(E) є компактом

для деякого елемента фiльтра E 2 I(F). Тодi corex(I) = co �x(I).

2.2 Застосування теорiї фiльтрiв до питань функцiонального та

математичного аналiзiв

Одним iз найважливiших понять функцiонального аналiзу є поняття пов-

ноти топологiчного векторного простору.

Нехай X – топологiчний векторний простiр, F – фiльтр на X . Кажуть,

що фiльтр F є фiльтром Кошi, якщо для довiльного околу нуля U знайде-

ться такий A 2 F , що A� A ⇢ U , де A� A – рiзниця Мiнковського:

A� A = {a� b : a, b 2 A}.

Говорять, що топологiчний векторний простiр X є повним, якщо будь-

який фiльтр Кошi на X має границю (позначаємо X 2 Compl). Можна
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помiтити, що означення фiльтра Кошi дуже схоже за своєю структурою на

означення послiдовностi Кошi у метричному просторi.

В статтi [1] автори вивчають нормованi простори i розглядають питання

зв’язку звичайної повноти простору з повнотою, породженою f -iдеалом I f .

Для метризовних топологiчних векторних просторiв всi означення повноти

еквiвалентнi. У неметризовному випадку ситуацiя суттєво ускладнюється,

що є мотивацiєю наших дослiджень в цьому пiдроздiлi.

Задача 6. Дослiдити рiзнi типи повноти в загальних топологiчних вектор-

них просторах.

Всi наступнi результати є розв’язком Задачi 6.

Послiдовнiсть x = (xn) елементiв простору X називають послiдовнi-

стю Кошi вiдносно фiльтра F на множинi натуральних чисел, якщо x[F ]

– фiльтр Кошi на просторi X , де x[F ] – фiльтр на X , базою якого є сiм’я

x(F) = {x(A) : A 2 F}.

Нагадаємо, що простiр X називають секвенцiально повним, якщо якщо

кожна послiдовнiсть Кошi на X має границю.

В роботi [24] було запропоновано наступнi визначення поняття повноти

топологiчних векторних просторiв, якi використовують специфiку фiльтрiв.

Означення 2.5. Нехай F – фiльтр на N , X – топологiчний векторний

простiр. Будемо називати простiр X повним вiдносно фiльтру F , якщо

кожна послiдовнiсть Кошi вiдносно фiльтру F на X має границю вiдносно

F .

Позначення: X 2 Compl(F)
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Означення 6.1 чудово узгоджується з визначенням повного метричного

простору. Достатньо в якостi фiльтра F взяти фiльтр Фреше FR .

Наступна теорема характеризує повноту просторiв вiдносно рiзних фiль-

трiв.

Теорема 2.14. (1) Якщо X 2 Compl, то X 2 Compl(F) для будь-якого

фiльтру F на N .

(2) Повний топологiчний векторний простiр є секвенцiйно повним.

(3) Аби перевiрити, що X 2 Compl(F), достатньо перевiрити, що ко-

жна послiдовнiсть Кошi вiдносно F в X має граничну точку вiдносно

F .

(4) Якщо F 1 ⇢ F 2 – фiльтри на N i X 2 Compl(F 2), то X 2 Compl(F 1).

(5) Якщо F – фiльтр на N , f : N ! N – функцiя, i X 2 Compl(F), то

X 2 Compl(f [F ]).

(6) Якщо F – фiльтр на N , f : N ! N – iн’єктивна функцiя, i X 2

Compl(f [F ]), то f 2 Compl(F).

Якщо X – нормований простiр, f – модульна функцiя, то говорять, що

X є f -повним, якщо кожна f -послiдовнiсть Кошi є f -збiжною. В статтi [27]

отримано наступний результат:

Теорема 2.15. [27] Нехай X – нормований простiр. Наступнi твердже-

ння є еквiвалентними:
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(1) X – повний.

(2) X є f -повним, для будь-якої необмеженої модульної функцiї f .

(3) Iснує необмежена модульна функцiя f така, що X є f -повним.

Нам вдалося поширити цей результат для повноти вiдносно довiльних

фiльтрiв.

Теорема 2.16. Нехай X – топологiчний векторний простiр зi злiченною

базою нуля. Наступнi твердження є еквiвалентними:

(1) X – повний.

(2) X 2 Compl(F) для будь-якого фiльтру F на N .

(3) Iснує вiльний фiльтр F на N такий, що X 2 Compl(F).

(4) X є секвенцiйно повним.

Абсолютно природнiм є ще одне визначення повноти простору.

Означення 2.6. Назвемо топологiчний векторний простiр X злiченно-повним,

якщо X 2 Compl, для всiх фiльтрiв F на N .

Означення 2.7. Топологiчний векторний простiр X назвемо асимптоти-

чно повним, якщо для будь-якого фiльтру Кошi F на X iснує злiченна

пiдмножина A ⇢ X така, що для будь-яких U 2 O (0) i B 2 F виконано:

A \ (B + U) 6= ;.

Було отримано наступний зв’язок мiж злiченною повнотою та асимпто-

тичною повнотою.
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Теорема 2.17. Якщо X є асимптотично повним топологiчним вектор-

ним простором, то його повнота еквiвалента його злiченнiй повнотi.

Теорема 2.18. Використовуючи аксiому Мартiна, iснують вiльнi уль-

трафiльтри U 1, U 2 на N та iснує такий топологiчний векторний про-

стiр X, що X 2 Compl(U 1), але X /2 Compl(U 2),

Попереднi результати є застосуванням теорiї фiльтрiв до задач функцiо-

нального аналiзу. Наступнi результати пов’язанi з застосуванням фiльтрiв

до математичного аналiзу, а саме, у теорiї iнтеграла Рiмана.

Задача 7. Узагальнити iнтеграл Рiмана, використовуючи мову фiльтрiв.

Дослiдити властивостi отриманого об’єкта.

Об’єктом дослiдження виступає функцiя f : [0, 1] ! R та її iнтеграл на

цьому вiдрiзку.

Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя. Позначимо ⇧ = {a = ⇠0 < ⇠1 < ⇠2 <

... < ⇠n = b} – розбиття вiдрiзка [a, b], тобто,[a, b] =
n
[
k=1

[⇠k�1, ⇠k]. Розглянемо

множину точок T = {t1, t2, ..., tn} таких, що для довiльного k 2 {1, ..., n}

tk 2 [⇠k�1, ⇠k]. Для k 2 {1, ..., n} позначимо

�k := |⇠k � ⇠k�1|.

Через TP [0, 1] позначимо множину всiх вiдмiчених розбиттiв вiдрiзку [0, 1].

Для розбиття (⇧, T ) 2 TP [0, 1] позначимо

S(f,⇧, T ) =
nX

k=1

f(tk)�k.
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Означення 2.8. Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя, F –фiльтр на TP [0, 1].

Будемо називати функцiю f iнтегровною вiдносно фiльтра F (коротше:

F -iнтегровною), якщо iснує таке число I 2 R , що

I = lim
F

S(f,⇧, T ).

Число I при цьому будемо називати iнтегралом функцiї f вiдносно фiльтра

F (F -iнтегралом функцiї f). Позначення:

I =

1Z

0

fdF .

Якщо функцiя f є iнтегровною вiдносно фiльтра F , пишемо це f 2

Int(F).

Використовуючи Означення 7.1, можна побудувати iнтеграл Рiмана та-

ким чином. Нехай � > 0. Позначимо

P<� = {(⇧, T ) 2 TP [0, 1] : d(⇧) < �}.

Розглянемо тепер

B<� = {P<� : � > 0}.

Нескладно побачити, що B<� є базою фiльтра. Позначимо F<� фiльтр з

базою B<�. Нехай тепер f : [0, 1] ! R – деяка функцiя. Ця функцiя бу-

де iнтегровною за Рiманом, якщо f 2 Int(F<�), або якщо iснує границя

lim
F<�

S(f,⇧, T ).

Тобто, запропоноване Визначення 7.1 є узагальненням ранiше вiдомого

iнтеграла Рiмана.
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Наступна теорема показує, що iнтегрування функцiї по фiльтру є лiнiй-

ною операцiєю.

Теорема 2.19. Нехай F – фiльтр на TP [0, 1], f, g : [0, 1] ! R – функцiї,

f, g 2 Int(F), ↵, � 2 R . Тодi (↵f + �g) 2 Int(F).

Нами було введено наступну величину. Нехай (⇧1, T1), (⇧2, T2) – вiдмi-

ченi розбиття вiдрiзка [0, 1]. Розглянемо

⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =
X

t2T1\T2

|�1(t)��2(t)|+
X

T1\T2

�1(t) +
X

T2\T1

�2(t). (5)

Твердження 1. ⇢ задовольняє всiм аксiомам метрики.

Простiше кажучи, ⇢, введене вище – це вiдстань мiж вiдмiченими розби-

ттями.

Означення 2.9. Нехай F1,F2 – фiльтри на TP [0, 1]. Будемо говорити, що

фiльтр F2 ⇢-домiнує фiльтр F1 (позначаємо: F2 �⇢ F1), якщо для довiльного

" > 0 i для кожного A1 2 F1 iснує A2 2 F2 такий, що для всiх (⇧2, T2) 2 A2

iснує (⇧1, T1) 2 A1 такий, що ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) < ".

Теорема 2.20. Нехай F1,F2 – фiльтри на TP [0, 1]. Нехай f : [0, 1] !

R – обмежена функцiя. Нехай I = lim
F1

S(f,⇧, T ) i F2 �⇢ F1. Тодi I =

lim
F2

S(f,⇧, T )

Нам вдалося отримати цiкавi результати, пов’язанi iз iнтегруванням не-

обмежених функцiй.
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Означення 2.10. Нехай B – база фiльтра на TP [0, 1]. Будемо говорити,

що база B є точно вiдмiченою, якщо iснує пiдмножина A ⇢ [0, 1] – стро-

го зростаюча послiдовнiсть чисел така, що для довiльного B 2 B i для

довiльного (⇧, T ) 2 B виконано T \ A = ;.

Означення 2.11. Говоримо, що фiльтр F на TP[0, 1] є точно вiдмiченим,

якщо iснує точно вiдмiчена база фiльтра B для F .

Теорема 2.21. Якщо фiльтр F на TP[0, 1] є точно вiдмiченим, то iснує

необмежена функцiя f : [0, 1] ! R така, що f 2 Int(F).

Пiдсумовуючи все вищеописане, ми бачимо що теорiя фiльтрiв – це на-

ука, яка мiстить велику кiлькiсть дуже цiкавих, проте вiдкритих питань.

Дослiдженню деяких iз цих питань присвячено цю дисертацiйну роботу
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3 Конгломерованi фiльтри та статистичнi мiри

Даний роздiл дисертацiйної роботи присвячено опису та дослiдженню спецi-

альних класiв фiльтрiв та ультрафiльтрiв i сумiжним питанням, пов’язаним

з можливiстю задання фiльтрiв однiєю статистичною мiрою та деяким iн-

шим питанням.

3.1 Введення

Як i всюди в роботi для позначення фiльтрiв та ультрафiльтрiв ми вико-

ристовуємо готичнi лiтери F та U . Нагадаємо, що якщо F – це фiльтр на

множинi натуральних чисел, то послiдовнiсть x = (xn) елементiв топологi-

чного простору X збiгається до елемента x 2 X , якщо {n : xn 2 U} 2 F

для будь-якого околу U 2 O (x). Зокрема, для фiльтра Фреше FR опи-

сане означення еквiвалентне класичнiй збiжностi послiдовностi. Фiльтр на

множинi натуральних чисел називають вiльним, якщо вiн мiстить фiльтр

Фреше. Далi ми будемо розглядати тiльки вiльнi фiльтри та ультрафiльтри,

якщо не зазначено протилежне.

Нагадаємо одне важливе означення. Невiд’ємну скiнченно-адитивну мi-

ру µ на сiм’ї множин 2N називають статистичною мiрою, якщо µ(N) = 1

i µ({k}) = 0 для довiльного k 2 N . Ясно, що статистична мiра не може бу-

ти злiченно-адитивною. Поняття статистичної мiри було введено в роботах

[2], [8]. Фiльтром, який задано однiєю статистичною мiрою µ називають

сiм’ю множин
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Fµ = {A ⇢ N : µ(A) = 1}.

Найпростiшим прикладом статистичної мiри є характеристична функцiя

U деякого вiльного ультрафiльтра U на N , а саме

U(A) =

8
><

>:

1, якщо A 2 U

0, якщо A /2 U
.

Нескладно перевiрити, що така формула дiйсно описує статистичну мiру.

Навпаки, ясно, що будь-який вiльний ультрафiльтр на N можна задати

однiєю статистичною мiрою.

Зауваження 3.1. Нехай {µn}n2N – послiдовнiсть статистичних мiр, {an}n2N

– послiдовнiсть невiд’ємних дiйсних чисел таких, що
X

n2N
an = 1. Тодi

X

n2N
anµn є статистичною мiрою. Зокрема, якщо {Un}n2N – послiдовнiсть

вiльних ультрафiльтрiв на N , то фiльтр

\
n2N

Un = {A ⇢ N : A 2 Un 8n 2 N}

задано статистичною мiрою
X

n2N
an Un.

Варто зауважити, що якщо статистична мiра µ задовольняє умовi

µ(A) 2 {0, 1}

для довiльної пiдмножини A ⇢ N , то ясно, що µ = U для ультрафiльтру

U = {A ⇢ N : µ(A) = 1}.
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Окрiм наведених вище прикладiв, є багато статистичних мiр, якi можна

отримати з теореми Гана-Банаха. Найцiкавiшим з них є узагальнена бана-

хова границя (див. [20]). Для деяких iз цих мiр вiдповiднi фiльтри не можна

задати у виглядi злiченного перетину ультрафiльтрiв. Дослiдженню цього

питання присвячено один з пiдроздiлiв цiєї частини дисертацiї.

У статтi [9] показано, що фiльтр Фреше не можна задати однiєю стати-

стичною мiрою. У [21] аналогiчний результат отримано для фiльтру стати-

стичної збiжностi F st пiдмножин натурального ряду з одиничною щiльнi-

стю.

Стандартним чином, будемо ототожнювати сiм’ю 2N натурального ряду

з декартовим степенем {0, 1}N . На {0, 1}N будемо розглядати стандартну

топологiю декартового добутку. У роботi [31], без використання слiв ”стати-

стична мiра” показано, що якщо розглядати фiльтр F , який задано однiєю

статистичною мiрою, як пiдмножину топологiчного простору {0, 1}N , то вiн

не має властивостi Бера, тобто, зокрема, не є борелiвською пiдмножиною

у {0, 1}N . Оскiльки такi фiльтри, як FR , F st, фiльтр Ердеша-Улама, та

фiльтр пiдсумовування (про них – нижче докладнiше) є борелiвськими пiд-

множинами, то їх не можна задати однiєю статистичною мiрою.

Нехай F – деякий фiльтр на N . Iдеал, який вiдповiдає фiльтру F , будемо

позначати через I = I(F). Докладнiше,

I(F) = {N \A : A 2 F}.

Коiдеалом F+ вiдповiдного фiльтра F називають сiм’ю тих пiдмножин
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множини натурального ряду, якi не лежать в iдеалi I(F), а саме

F+ = 2N \ I(F) = {B 2 2N : 8A 2 F B \ A 6= ;}.

Очевидно, що F ⇢ F+. Наведемо кiлька прикладiв коiдеалiв.

1. Для фiльтра Фреше FR його iдеал I(FR) складається зi скiнченних

пiдмножин множини натуральних чисел, а FR+ – це множина всiх

нескiнченних множин.

2. Якщо Fµ – фiльтр, який задано однiєю статистичною мiрою µ, то

I(Fµ) = {A ⇢ N : µ(A) = 0}, i F+
µ = {A ⇢ N : µ(A) > 0}.

Нагадаємо ще кiлька понять, необхiдних для нас в подальшому. Для

A 2 F+
слiдом F |A фiльтра F на A називаємо сiм’ю пiдмножин виду A\B,

де B 2 F . Ця множина є фiльтром на A.

Сiм’ю пiдмножин W множини ⌦ називають центрованою, якщо перетин

будь-якої скiнченної сiм’є елементiв W не є порожнiм. Сiм’я W є центро-

ваною тодi i тiльки тодi, коли W мiститься в деякому фiльтрi. Непорожню

сiм’ю пiдмножин B множини ⌦ називають базою фiльтра, якщо B не мi-

стить порожньої множини i для довiльних A,B 2 B iснує C 2 B такий,

що C ⇢ A\B. Для заданої бази B , сiм’я множин F , яка складається з усiх

множин, якi мiстять принаймнi один елемент бази фiльтра B , називають

фiльтр, який задано базою фiльтра.

Будемо позначати через n,m множину цiлих чисел {n, n+ 1, ...,m}. Че-

рез |E| позначатимемо кiлькiсть елементiв множини E. Ми використовуємо
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символ t для позначення диз’юнктного об’єднання, тобто коли ми пишемо

D = A tB, ми маємо на увазi, що D = A [B i A \B = ;.

Через Pi : N ⇥N ! N , i 2 {1, 2} ми позначаємо природне вiдображення

проєкцiї, тобто P1(n,m) = n, P2(n,m) = m.

Ми говоримо, що фiльтр F є P-фiльтром, якщо для будь-якої злiченної

послiдовностi (An)n2N елементiв фiльтра F iснує елемент A 2 F такий, що

для будь-якого n 2 N множина A \An є скiнченною. Ультрафiльтр, який є

Р-фiльтром, називають Р-точкою.

Ми називаємо фiльтр F 1 нижчим за фiльтр F 2 у сенсi Рудiна-Кейслера

(позначення F 1 RK F 2), якщо iснує функцiя f : [F 2 ! [F 2 така, що

A 2 F 1 , f
�1(A) 2 F 2, де A ⇢ N .

Ми називаємо фiльтр F 1 нижчим за фiльтр F 2 у сенсi Рудiна-Бласса

(позначення F 1 RB F 2), якщо iснує взаємно-однозначна функцiя

f : [F 1 ! [F 2 така, що A 2 F 1 , f
�1(A) 2 F 2, де A ⇢ N .

Ми говоримо, що фiльтр F 1 iзоморфний фiльтру F 2 (позначення F 1
⇠=

F 2), якщо iснує бiєкцiя f : [F 2 ! [F 2 така, що A 2 F 1 , f
�1(A) 2 F 2,

де A ⇢ N .

3.2 Бiднi фiльтри та конгломерованi фiльтри

Говорять, що двi множини A,B ⇢ N майже не перетинаються, якщо

|A \B| < 1.

Для заданого фiльтра F на N говоримо, що A,B 2 F+ F -майже не пере-

тинаються (є F -майже неперетинними), якщо A \B 2 I(F). Зауважимо,
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для вiльного фiльтру F , якщо множини майже не перетинаються, то вони

F -майже не перетинаються.

Введемо тепер одно з центральних понять даного роздiлу дисертацiї.

Означення 3.1. Будемо називати фiльтр F на N бiдним, якщо всяка по-

парно F -майже неперетинна сiм’я A = {A�}�2� ⇢ F+ є не бiльш, нiж злi-

ченною.

Доведення наступної леми було отримано в роботi [21] для множин, якi

майже не перетинаються. Далi ми наводимо доведення для множин, якi

майже F -перетинаються.

Лема 3.1. Нехай µ – статистична мiра. Тодi фiльтр, який задано цiєю

мiрою Fµ =: F є бiдним.

Доведення. Нехай A� ⇢ N , � 2 � – сiм’я F -майже неперетинних пiдмножин

така, що для будь-якого � 2 � A� 2 F+, тобто µ(A�) > 0. Зауважимо, що

оскiльки µ(A) = 0 для всiх A 2 I(F), то має формула скiнченної адитивно-

стi µ(
n
[
k=1

Dk) =
nX

k=1

µ(Dk) для довiльної сiм’ї попарно F -майже неперетин-

них множин. Тепер, для всякого n 2 N позначимо

�n =

⇢
� 2 � : µ(A�) >

1

n

�
.

Тодi, для кожної скiнченної пiдмножини E ⇢ �n маємо наступний ланцю-

жок нерiвностей

|E| < n

X

�2E

µ(A�) = nµ( [
�2E

A�)  nµ(N) = n
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отже, |�n| < n. Оскiльки � = [
n2N

�n, маємо, що � є не бiльш, нiж злiченною.

Означення 3.2. Будемо говорити, що вiльний фiльтр F на N є конгломе-

рованим, якщо iснує неперетинна послiдовнiсть (Dn)n2N ⇢ I(F) така, що

для довiльної нескiнченної множини M ⇢ N маємо [
n2M

Dn 2 F+.

Тепер ми готовi сформулювати i довести дуже важливу теорему, яка

дозволяє вiдносно просто перевiрити, чи можна фiксований фiльтр задати

однiєю статистичною мiрою.

Теорема 3.1. Якщо фiльтр F є конгломерованим, то вiн не є бiдним, а

отже його не можна задати однiєю статистичною мiрою.

Доведення. Добре вiдомо, що множина натуральних чисел N мiстить незлi-

ченну сiм’ю нескiнченних пiдмножин �, якi майже не перетинаються. Для

кожного � 2 � означимо

A� = [
n2�

Dn,

де Dn – множини з означення конгломерованого фiльтра. Тодi сiм’я (A�)�2�

є незлiченною, попарно F -майже неперетинною, i A� 2 F+ для довiльного

� 2 �.

Маючи попередню теорему, ми можемо отримати характеризацiї бага-

тьох фiльтрiв в термiнах статистичних мiр.

Наслiдок 3.1. Фiльтр Фреше не можна задати однiєю статистичною

мiрою.
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Доведення. Достатньо взяти Dn = {n}.

Далi ми будемо дослiджувати зв’язки мiж поняттями, якi ми ввели ви-

ще, з уже вiдомими класами фiльтрiв. Почнемо з доведення факту, що всi

фiльтри, якi задовольняють властивостi Бера, є конгломерованими.

Нагадаємо, що пiдмножина A топологiчного простору X має власти-

вiсть Бера, якщо iснує вiдкрита пiдмножина B ⇢ X така, що їхня симе-

трична рiзниця A�B є множиною першої категорiї. Далi, коли ми говоримо

про топологiчнi властивостi фiльтра F , ми розглядаємо F як пiдмножину

2N з топологiєю добутку, де стандартною базою околiв множини A ⇢ N

вважають наступну сiм’ю множин

Un(A) = {B ⇢ N : B \ 1, n = A \ 1, n}.

Далi ми будемо користуватися характеризацiєю Талагранда.

Теорема 3.2. [30] Нехай F є вiльним фiльтром на N . Тодi наступнi умо-

ви є еквiвалентними:

1. F має властивiсть Бера;

2. iснує зростаюча послiдовнiсть чисел k1 < k2 < ... така, що

[
n2M

kn + 1, kn+1 2 F+
для довiльної нескiнченної множини M ⇢ N ;

3. iснують неперетиннi скiнченнi множини F1, F2, ... такi, що [
n2M

Fn 2

F+
для довiльної нескiнченної множини M ⇢ N ;

4. FR RB F .
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Теорема 3.3. Якщо F має властивiсть Бера, то F є конгломерованим.

Доведення. Достатньо взяти означення конгломерованого фiльтра i Теоре-

му 3.2.

Фiльтром пiдсумовування F s називають фiльтр, який визначається фi-

ксованою послiдовнiстю невiд’ємних дiйсних чисел s = (sk)k2N ,
X

k2N
sk = 1,

таким чином

F s = {A ⇢ N :
X

k2N \A

sk < 1}.

Фiльтром Ердеша-Улама EU s називають фiльтр, який визначається фi-

ксованою послiдовнiстю невiд’ємних дiйсних чисел s = (sk)k2N ,
X

k2N
sk = 1,

таким чином

EU s =

8
><

>:
A ⇢ N : lim sup

n!1

P
k2A\[1,n]

sk

Pn
k=1 sk

9
>=

>;
.

Нагадаємо, що сiм’я пiдмножин даного топологiчного простору X , якi

мають властивiсть Бера, утворюють �-алгебру, яка мiстить всi вiдкритi

множини. Отже, всi борелiвськi множини мають властивiсть Бера. Всi фiль-

три, якi задано явно нерiвностями, скiнченною кiлькiстю кванторiв зi злi-

ченною кiлькiстю умов, є борелiвськими пiдмножинами в 2N . Таким чином,

ми отримуємо наступний

Наслiдок 3.2. Стандартнi фiльтри, такi як фiльтр статистичної збi-

жностi F st, фiльтр Ердеша-Улама EU s, фiльтр пiдсумовування F s
є кон-

гломерованими.
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Наслiдок 3.3. Якщо фiльтр F має властивiсть Бера, то вiн не може

бути заданим однiєю статистичною мiрою.

3.3 Перетини сiмей ультрафiльтрiв

Для сiм’ї W ⇢ 2N будемо позначати перетин всiх елементiв цiєї сiм’ї через

\W . Докладнiше,

\W = {B ⇢ N : B 2 U 8U 2 W}.

Означення 3.3. Сiм’я W вiльних ультрафiльтрiв представляє фiльтр F ,

якщо F = \W .

Почнемо цей пiдроздiл з двох простих лем.

Лема 3.2. Нехай F 1,F 2 – вiльнi фiльтри на N такi, що F 1 ⇢ F 2. Тодi

F+
2 ⇢ F+

, зокрема, F 2 ⇢ F+
.

Доведення. Оскiльки F 1 ⇢ F 2, I(F 1) ⇢ I(F 2), то F+
2 = 2N\I(F 2) мiститься

у 2N \ I(F 1) = F+
1 . Також ми знаємо, що F 2 ⇢ F+

2 .

Лема 3.3. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Тодi A /2 F тодi i тiльки

тодi, коли (N \A) 2 F+
.

Доведення. Якщо A /2 F , тодi N \A /2 I(F), а отже (N \A) 2 F+. Навпаки,

якщо (N \A) 2 F+, то N \A /2 I(F), отже A /2 F .

Наступна теорема доповнює добре вiдомий факт про те, що довiльний

фiльтр є перетином усiх ультрафiльтрiв, якi його мiстять.
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Теорема 3.4. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Тодi iснує сiм’я ультра-

фiльтрiв W на N , потужностi не бiльше, нiж континуум i така, що

F = \W.

Доведення. За лемою 3.3, для довiльного A 2 2N \F сiм’я множин {N \A}[

F є центрованою, а отже iснує фiльтр F , який мiстить {N \A} [ F , i, як

наслiдок, ми можемо вибрати ультрафiльтр UA такий, що ({N \A} [ F) ⇢

UA. З iншого боку, F ⇢ UA, i A /2 UA. Тодi

F = \
A2(2N\F)

UA,

значить шукана сiм’я W має вид

W = {UA}A2(2N\F).

Наступна лема уточнює структуру перетину сiм’ї фiльтрiв.

Лема 3.4. Нехай W = {F �}�2� – сiм’я вiльних фiльтрiв на N . Тодi для

довiльного � 2 � обираючи B� 2 F y, множина [
�2�

B� є елементом \W .

Доведення. Для довiльного j 2 � маємо [
�2�

B� � Bj, i Bj 2 F j, значить, за

аксiомою фiльтра, [
�2�

B� 2 F j.

Наша наступна мета полягає в тому, аби показати, що представлення

фiльтра у виглядi скiнченного перетину ультрафiльтрiв, якщо iснує, є єди-

ним.
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Лема 3.5. Нехай W = {U 1, ...,Un} – скiнченна множина вiльних уль-

трафiльтрiв на N , U – вiльний ультрафiльтр такий, що \W ⇢ U . Тодi

U 2 W .

Доведення. Нам потрiбно знайти такий k 2 {1, ..., n}, що U = U k. Припу-

стимо, що для жодного k 2 {1, ..., n} маємо U 6= U k. Це означає, що для

довiльного k 2 {1, ..., n} iснує Bk 2 U k такий, що Bk /2 U . Оскiльки U є

ультрафiльтром, то (N \Bk) 2 U , для всiх k 2 {1, ..., n}, i, як наслiдок,

N \
n
[
k=1

Bk =
n
\
k=1

(N \Bk) 2 U .

Це значить, що
n
[
k=1

Bk /2 U . Але, згiдно з Лемою 3.4,
n
[
k=1

Bk 2 \W ⇢ U , i

ми прийшли до протирiччя.

Теорема 3.5. Нехай W1,W2 – скiнченнi сiм’ї ультрафiльтрiв на N такi,

що \W1 = \W2. Тодi W1 = W2.

Доведення. Для довiльного U 2 W1 ми знаємо, що U � \W1 = \W2. За

Лемою 3.5 це означає, що U 2 W2. Отже W1 ⇢ W2. Аналогiчно можна

показати, що W2 ⇢ W1.

Наведемо ще одне корисне поняття.

Означення 3.4. Сiм’ю W вiльних ультрафiльтрiв, яка складається при-

наймнi з двох елементiв, будемо називати мiнiмальною, якщо для довiль-

ного U 2 W

\W 6= \(W \ {U}).
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Вiльний фiльтр F на N будемо називати min-представним, якщо F є

або ультрафiльтром, або для F iснує мiнiмальна сiм’я ультрафiльтрiв.

Теорема 3.6. Для сiм’ї W вiльних ультрафiльтрiв наступнi умови є

еквiвалентними:

1. W є мiнiмальною;

2. для довiльного U 2 W iснує множина A 2 U така, що для кожного

V 2 W \ {U} маємо A /2 V.

Доведення. (2) ) (1): ясно, що для довiльного U 2 W , якщо iснує множина

A, яка належить U i не належить iншим елементам W , то \W 6= \(W \

{U}), оскiльки N \A належить \(W \ {U}), але не \W .

(1) ) (2): якщо деякий U 2 W не мiстить елементiв, якi не належать

жодному iншому ультрафiльтру з W , тодi U � \(W \ {U}). Дiйсно, для

довiльного A /2 U маємо N \A 2 U , тобто iснує V 2 W \ {U} такий, що

N \A 2 V, тобто A /2 V, а отже A /2 \(W \ {U}).

Теорема 3.5 говорить нам, що будь-яка скiнченна сiм’я ультрафiльтрiв є

мiнiмальною, а значить перетин скiнченної кiлькостi ультрафiльтрiв є min-

представним. Далi ми докладнiше дослiджуємо це питання.

Спершу ми покажемо, що не всi фiльтри є min-представним.

Лема 3.6. Нехай F 0 – вiльний фiльтр, U – вiльний ультрафiльтр на N

такi, що F 0 6⇢ U . Позначимо F = F 0 \U . Тодi, для довiльного D 2 F iснує

A 2 U i B 2 F 0 такi, що D = AtB. бiльше того, слiд F |A фiльтра F на

A такий самий, як i U |A.
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Доведення. Оскiльки F 0 6⇢ U , iснує K 2 (F 0 \U). Позначимо B := K \D.

Ми знаємо, що K i D є елементами F 0, а отже B 2 F 0. Далi, K /2 U ,

значить, за критерiєм ультрафiльтра, (N \K) 2 U . Тобто, D \B = D \K =

D \ (N \K) 2 U , що означає, що A := D \B – це необхiдна нам множина.

Для довiльного C 2 U |A маємо, що C t B 2 F 0 \U = F , отже C =

A \ (C t B) 2 F |A. Таким чином, ми показали, що фiльтр F |A мажорує

ультрафiльтр U |A, а значить F |A = U |A.

Теорема 3.7. Якщо для вiльного фiльтра F iснує мiнiмальне представ-

лення W , то для довiльного U 2 W iснує A 2 U такий, що F |A = U |A.

Доведення. Позначимо F 0 := \(W \ {U}). За мiнiмальнiстю W , маємо,

що F 0 6⇢ U . Також F = F \U . Тодi застосовуємо Лему 3.6 для D = N i

отримуємо, що A 2 U i B 2 F 0 такi, що N = A tB i F |A = U |A.

Остання теорема мотивує введення наступного означення.

Означення 3.5. Будемо називати фiльтр F на N екстремально

min-представимим, якщо для довiльного A 2 F+ слiд F |A не є ультра-

фiльтром.

Зауважимо, що для екстремально min-представимих фiльтрiв F кожне

його представлення W має бiльш нiж один елемент, який є ”екстремально

не-мiнiмальним” у наступному сенсi:

F = \(W \ {U}).
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Теорема 3.8. Всi борелiвськi фiльтри є екстремально не

min-представним.

Доведення. Припустимо, що iснує A 2 F+ такий, що F |A є ультрафiльтром.

Якщо F |A є борелiвським фiльтром, то ми отримаємо протирiччя з тим, що

F |A є ультрафiльтром. Аби побачити, що F |A є борелiвським, розглянемо

неперервну функцiю f : 2A ! 2N , яка дiє за правилом f(B) = B [ (N \A),

для довiльної B ⇢ A. Нескладно бачити, що f
�1(F) = F |A, тобто F |A є

борелiвським, як прообраз борелiвської множини пiд неперервною функцi-

єю.

Наслiдок 3.4. Фiльтри FR , EUs ,F
s
є екстремально не min-представним.

Твердження 2. Iснує фiльтр з властивiстю Бера, який не є екстремаль-

но не min-представним.

Доведення. Нехай U – ультрафiльтр, F – фiльтр, iдеал якого має вид

I(F) = I(U)⇥ ; = {B ⇢ N ⇥N : P1(B) 2 I(U)}.

Такий фiльтр не є екстремально min-представимим, оскiльки для A =

N ⇥{1} 2 F+ ми можемо бачити, що F |A iзоморфний ультрафiльтру U ,

тому F |A є ультрафiльтром на A.

З iншого боку, F має властивiсть Бера. Дiйсно, для довiльного n 2 N

позначимо

An = 1, n⇥ {n}.
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Тодi (An)n2N – скiнченнi, неперетиннi множини. Нам залишилися помi-

тити, що для кожного нескiнченного M ⇢ N маємо [
n2M

An 2 F+, оскiльки

P1( [
n2M

An \ ({n}⇥ N)) = N /2 I(U).

Теорема 3.9. Для довiльного кардинального числа ↵, яке не перевищує

континууму, iснує вiльний фiльтр, який має мiнiмальне представлення

тої самої потужностi.

Доведення. Нехай � ⇢ 2N – сiм’я, потужностi ↵, яка складається з попарно

майже-неперетинних нескiнченних множин. Для довiльного A 2 � вибере-

мо ультрафiльтр UA такий, що A 2 UA. Покажемо, що W = {UA}A2� –

мiнiмальна сiм’я ультрафiльтрiв (яка представляє фiльтр F = \W ). Дiй-

сно, для кожного B 2 � i для довiльного A 2 (� \ {B}), B 2 UB i B /2 UA.

За Теоремою 3.6, W є мiнiмальним представленням F .

Теорема 3.10. Нехай W = {U k}
n
k=1 – скiнченна або злiченна мiнiмальна

сiм’я вiльних ультрафiльтрiв, де n 2 (N [{1}), n � 2, F = \W . Тодi

1. iснує розбиття множини N у сiм’ю неперетинних множин {Nk}
n
k=1

так, що для всiх k Nk 2 U k.

2. Множина A ⇢ N є елементом фiльтра F тодi i тiльки тодi, коли

iснує сiм’я {Ak}
n
k=1 така, що Ak 2 U k, Ak ⇢ Nk i A =

n
t
k=1

Ak.

Доведення. Для доведення пункту (1) спершу застосуємо Теорему 3.6 i для

кожного k знайдемо множини Bk 2 U k такi, що Bk /2 U j, якщо j 6= k. В разi

необхiдностi, замiнюючи B1 на B1 [ (N \
n
[
k=2

Bk) можемо припустити, що
n
[
k=1

Bk = N . Потрiбнi множини {Nk}
n
k=1 беремо у виглядi Nk = Bk \ [

j<k
Bj.
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Перейдемо до пункту (2). Аби отримати iмплiкацiю в один бiк, ми будемо

застосовувати Лему 3.4. Iмплiкацiю в iнший бiк можна отримати, обираючи

A 2 F , i визначаючи Ak 2 U k таким чином: Ak = A \Nk.

Наступний наслiдок доповнює Лему 3.4 у випадку перетину скiнченного

сiмей ультрафiльтрiв.

Наслiдок 3.5. Нехай W = {U k}
n
k=1, n � 2 – скiнченна множина вiль-

них ультрафiльтрiв, F = \W . Тодi iснує неперетинне розбиття {Nk}
n
k=1

множини натуральних чисел таке, що Nk 2 U k для всiх k 2 {1, ..., n}, i

яке задовольняє умовi: множина A ⇢ N є елементом фiльтра F тодi i

тiльки тодi, коли A =
n
t
k=1

Ak, для деяких Ak 2 U k, де Ak ⇢ Nk, k = 1, ..., n.

Доведення. Кожна скiнченна сiм’я ультрафiльтрiв є мiнiмальною за Теоре-

мою 3.5, отже можемо застосувати Теорему 3.10.

Конструкцiї, описанi в Теоремi3.10 для скiнченного n та n = 1 вигля-

дають схожим чином. Тим не менше, нескiнченний випадок втрачає деякi

хорошi властивостi, в порiвняннi зi скiнченним випадком, що вiдображено

у наступнiй теоремi.

Теорема 3.11. Нехай W = {U k}k2N – злiченна, мiнiмальна сiм’я вiльних

ультрафiльтрiв, F = \W . Тодi iснує вiльний ультрафiльтр U 0 такий,

що U 0 � F , але U 0 /2 W . Зокрема, представлення фiльтру F у виглядi

перетину злiченного числа ультрафiльтрiв не єдине: F =
1

\
k=1

U k i F =
1

\
k=0

U k.

69



Доведення. Виберемо множини Nk, як в Теоремi 3.10, i розглянемо таку

сiм’ю множин

G = {A ⇢ N : 9j 2 N 8k > j A \Nk 2 U k}.

Ясно, що G � F . Покажемо, що

1. сiм’я G є фiльтром;

2. U k 6� G, для довiльного k 2 N .

Доведемо пункт (1), перевiряючи аксiоми фiльтра:

• ; /2 G, оскiльки для довiльного k 2 N ; /2 U k;

• нехай A,B 2 G. Нам треба показати, що A\B 2 G. Оскiльки A,B 2 G,

то iснує j1 2 N такий, що A \ Nk 2 U k для всiх k > j1, i iснує j2 2 N

такий, що B \ Nk 2 U k для всiх k > j2. Позначимо j := min{j1, j2}.

Використовуючи j очевидно, що A \B 2 G;

• нехай A 2 G, A ⇢ D. Покажемо, що D 2 G. Ми знаємо, що A 2 G,

значить iснує j1 2 N такий, що A \Nk 2 U k для всiх k > j1. Оскiльки

D � A � A \Nk, A \Nk 2 U k, i U k – ультрафiльтр, то ми маємо, що

D 2 U k, для всiх k > j1. Тобто D 2 G. Перевiрку закiнчено, G дiйсно

є фiльтром.

Аби перевiрити твердження (2), достатньо зауважити, що для довiль-

ного k 2 N вiдповiдний Ak =
1

[
j=k+1

Nj 2 G, але Ak /2 U k, оскiльки Ak не

перетинається з Nk 2 U k.
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В якостi U 0 виберемо довiльний ультрафiльтр, який мажорує G. Тодi

U 0 � G � F i U k 6= U 0, для довiльного k 2 N , оскiльки для будь-якого

k 2 N U k 6� G i U 0 � G.

Не зважаючи на те, що нескiнченне представлення не є єдиним, МIНI-

МАЛЬНЕ представлення, якщо iснує, має бути єдиним. Ми це покажемо в

однiй з наступних теорем.

Означення 3.6. Нехай F – вiльний фiльтр i U – вiльний ультрафiльтр на

N . Будемо називати U невiдворотним для F , якщо довiльне представлення

W фiльтра F мiстить U як елемент.

З Леми 3.6 ми отримуємо, що якщо U є невiдворотним для F , то тодi

iснує A 2 U такий, що слiд F |A такий самий, як i слiд U |A. Обернене

твердження також вiрне.

Лема 3.7. Нехай F – вiльний фiльтр i U – вiльний ультрафiльтр на N .

Припустимо, що iснує A 2 U такий, що F |A = U |A. Тодi U – невiдворо-

тний для F .

Доведення. Нехай \W – довiльне представлення для F , i A – як в умовi

леми. Тодi N \A /2 A (iнакше ; 2 F |A = U |A), отже iснує Ũ 2 W такий, що

N \A /2 Ũ . Оскiльки Ũ – ультрафiльтр, то A 2 Ũ . Тобто Ũ |A ⇢ F |A = U |A.

Отже U |A є базою для U i для Ũ одночасно, отже Ũ = U .

Теорема 3.12. 1. Якщо W є мiнiмальною сiм’єю вiльних фiльтрi i F =

\W , то довiльний U 2 W є невiдворотним для F .
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2. F не має жодного мiнiмального представлення, окрiм W .

Доведення. Пункт (1) випливає з Теореми 3.7 i Леми 3.7.

Пункт (2) очевидно випливає з пункту (1).

3.4 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено вивченню деяких властивостей фiльтрiв та ультрафiль-

трiв. А саме

• Нами дослiджено клас фiльтрiв, якi не можна задати однiєю стати-

стичною мiрою. Статистичною мiрою називають невiд’ємну скiнченно-

адитивну мiру на сiм’ї всiх пiдмножин натурального ряду таку, що

µ(N) = 1 i µ({k}) = 0 для довiльного k 2 N . Кажуть, що фiльтр

можна задати однiєю статистичною мiрою µ, якщо його елементами є

такi множини A ⇢ N , що µ(A) = 1.

• Введено поняття бiдного фiльтра та конгломерованого фiльтра, якi

дозволяють отримати просту достатньою умову того, що фiльтр не

можна задати однiєю статистичною мiрою.

• На основi отриманого результату було показано, що такi фiльтри, як

фiльтр Фреше, фiльтр статистичної збiжностi, фiльтр Ердеша-Улама,

фiльтр пiдсумовування – є фiльтрами, якi не можна задати однiєю

статистичною мiрою.

• Було уточнено вiдомий факт про те, що будь-який фiльтр може бути

представлено у виглядi перетину всiх ультрафiльтрiв, якi його мiстять.
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Точнiше, було доведено, що фiльтр на множини натуральних чисел

можна записати як перетин сiм’ї ультрафiльтрiв, яка має потужнiсть

не бiльше, нiж континуум.

• Розв’язано питання єдиностi представлення фiльтра у виглядi перети-

ну сiм’ї ультрафiльтрiв. Показано, що якщо фiльтр є перетином скiн-

ченного числа ультрафiльтрiв, то таке представлення єдине. Якщо ж

фiльтр є перетином нескiнченного числа ультрафiльтрiв, то таке пред-

ставлення не унiкальне.

Результати роздiлу висвiтлено в роботi [23].
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4 Iдеали, ядра вiдносно до iдеалiв, граничнi точки iде-

алiв

4.1 Базовi означення та попереднi результати

Нагадаємо, що iдеалом на множинi N називають сiм’ю пiдмножин I ⇢ 2N ,

яка задовольняє наступним аксiомам:

1. ; 2 I ;

2. якщо A,B 2 I , то A [B 2 I ;

3. якщо A 2 I i D ⇢ A, то D 2 I .

Якщо I – iдеал на множинi N , то фiльтром, який задано iдеалом I

називають таку сiм’ю множин:

F(I) = {A ⇢ N \A 2 I}.

Нехай X – топологiчний простiр, x = (xn)
1

n=1 ⇢ X – послiдовнiсть еле-

ментiв простору X . Для будь якого y 2 X позначимо через O (y) систему

околiв точки y. Множиною I -граничних точок послiдовностi x називають

�x(I) = {y 2 X : {n 2 N : xn 2 U} /2 I , 8U 2 O (y)} .

Зауваження 4.1. Для простоти, аби позначити нескiнченну послiдовнiсть

елементiв (xn)
1

n=1 будемо писати просто (xn).
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P. Leonetti у роботi [25] ввiв наступне поняття. Нехай задано X – то-

пологiчний векторний простiр, послiдовнiсть x = (xn) ⇢ X i iдеал I на

множинi N . Тодi ядром послiдовностi вiдносно до iдеалу називають насту-

пну множину:

corex(I) = \
E2F(I)

co{xn : n 2 E},

де co означає замикання опуклої оболонки.

Сформулюємо тепер основний результат статi [25].

Теорема 4.1. Нехай X – локально опуклий топологiчний векторний простiр ,

який задовольняє першiй аксiомi злiченностi, (xn) ⇢ X – послiдовнiсть.

Нехай iснує такий елемент E 2 F(I), що {xn : n 2 E} – компакт. Тодi

corex(I) = co �x(I). (6)

Головною метою цього роздiлу є узагальнення результату P. Leonetti для

просторiв, якi не обов’язково задовольняють першiй аксiомi злiченностi. У

роздiлi 4.2 ми покажемо, що поняття множини I -граничних точок послiдов-

ностi x дуже добре узгоджується iз вiдомим поняттям множини граничних

точок вiдображення вiдносно фiльтра F(I). Використовуючи цей факт, ми

покажемо, що у довiльному топологiчний векторний простiр правильною є

наступна формула

�x(I) = \
A2F

{x(n) : n 2 A}. (7)
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Цей результат було встановлено в [[26], Теорема 4.2], але iз використан-

ням надлишкової умови про те, що простiр має задовольняти перший аксi-

омi злiченностi.

Для доведення Теореми 4.1 умову про задоволення першої аксiоми злi-

ченностi використано тiльки в наступнiй лемi.

Лема 4.1. Нехай X – топологiчний векторний простiр зi злiченною базою

околiв нуля, x = (xn) ⇢ X – послiдовнiсть елементiв. Тодi co �x(I) ⇢

corex(I).

4.2 I -граничнi точки та граничнi точки фiльтра F(I)

Наведемо доведення однiєї простої леми, яка є добре вiдомим фактом у

теорiї фiльтрiв.

Лема 4.2. Нехай I – iдеал на множинi N . Тодi

2N \ I = {B ⇢ N : 8A 2 F(I) B \ A 6= ;}.

Доведення. Переходячи до доповнення в умовi теореми, будемо доводити

наступну рiвнiсть:

I = {B ⇢ N : 9A 2 F(I) : B \ A = ;}.

Справдi, нехай B 2 I . Тодi позначимо A := N \B. Очевидно, що A 2 F i

A\B = ;. Отже ми довели включення I ⇢ {B ⇢ N : 9A 2 F(I) : B \A =

;}. Далi розглянемо довiльну множину B 2 2N таку, що iснує A 2 F(I)

для якого A \ B = ;. Це означає, що B ⇢ N \A 2 I .
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Нехай I – iдеал на N , F := F(I), X – топологiчний векторний простiр,

x = (xn) ⇢ X – послiдовнiсть елементiв простору X . Ми можемо розгляда-

ти послiдовнiсть x як функцiю, яка дiє на просторi X у множину N . Далi

для зручностi будемо використовувати такi позначення. Нехай E ⇢ X . Тодi

x(E) := {xn : n 2 E}. Сiм’я множин x(F) = {x(A) : A 2 F} не утворює

фiльтру, проте утворює базу фiльтра, тому позначимо x[F ] – фiльтр, який

своєю базою має сiм’ю множин x(F), тобто

x[F ] = {B ⇢ X : 9E 2 F : B � x(E)}.

Точку y 2 X називають граничною точкою вiдображення x вiдносно

фiльтра F , якщо для будь-якого U 2 O (y) i для будь-якого A 2 F маємо

U \ x(A) 6= ;, тобто якщо будь-який окiл точки y перетинає всi образи

елементiв фiльтра F пiд дiєю вiдображення x. Множину усiх граничних

точок фiльтра x[F ] позначають LIM(x[F ]). Вiдомо, що

LIM(x[F ]) = \
A2F

x(A). (8)

Ця рiвнiсть є досить очевидною, бо той факт, що будь-яка множина виду

x(E) з E 2 F перетинає всi околи заданої точки x 2 X є еквiвалентним

тому, що x належить замиканню будь-якої множини x(E), де E 2 F .

Наступна лема є обiцяним посиленням Теореми 4.2 статтi [26].

Лема 4.3. Нехай X – топологiчний векторний простiр , I – iдеал на мно-

жинi натуральних чисел, F = F(I), x = (xn) – послiдовнiсть елементiв

77



простору X. Тодi �x(I) = LIM(x[F ]). Зокрема це означає, що

�x(I) = \
A2F

x(A).

Доведення. За означенням множини I -граничних точок, точка x 2 �x(I)

тодi i тiльки тодi, коли {n : xn 2 U} /2 I для будь-якого околу U точки

x. Це еквiвалентно тому, що для будь-якого околу U 2 O (x) прообраз

x
�1(U) /2 I . Згiдно до Леми 4.2 ця умова еквiвалента тому, що для будь-

якого околу U 2 O (x) i для будь-якого елемента фiльтра A 2 F перетин

x
�1(U) \ A 6= ;. Використовуючи формулу x(x�1(U) \ A) = U \ x(A),

остання формула еквiвалента тому, що U \ x(A) 6= ; для будь-яких A 2 F

i U 2 O (x).

Лема 4.4. Нехай X – топологiчний векторний простiр , I – iдеал на N ,

x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору X. Тодi co �x(I) ⇢ corex(I).

Доведення. Об’єднуючи результат Леми 4.3 i означення corex(I), отримує-

мо

�x(I) = \
A2F

x(A) ⇢ \
A2F

cox(A) = corex(I).

Оскiльки права частина отриманого включення є замкненою та опуклою

множиною, ми отримуємо обiцяну формулу.

4.3 Використання умови компактностi

Почнемо даний роздiл з однiєї простої леми.

Лема 4.5. Нехай X – топологiчний векторний простiр , D ⇢ X – пiд-

множина, D – замикання множини X. Тодi для будь-якого елементу
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V 2 O (0) правильним є наступне:

D ⇢ D + V, (9)

\
U2O (0)

(D + U + U) = D. (10)

Доведення. Почнемо з першого включення. Для будь-якого x 2 D множина

(x � V ) є околом x, тому iснує d 2 D \ (x � V ). Тодi x � d 2 V , звiдки

випливає, що x = d+(x� d) 2 D+V . Включення (9) доведено. Перейдемо

тепер до доведення рiвностi (10). Зауважимо, що включення \
U2O (0)

(D+U+

U) � D можна отримати з (9), взявши V := U +U . Тому нам залишається

довести \
U2O (0)

(D + U + U) ⇢ D. Перейшовши до доповнення, ми будемо

доводити, що для кожного x 2 X\D маємо наступне: x /2 \
U2O (0)

(D+U+U).

Дiйсно, множина X \D є околом вектора x, тому (x� (X \D)) 2 O (0).

Тобто iснує W 2 O (0) такий, що W +W ⇢ (x� (X \D)). Тодi

\
U2O (0)

(D + U + U) ⇢ D +W +W ⇢ D + (x� (X \D)).

нам залишилось помiтити, що x не може бути записаним у видi x =

d+ (x� y), де d 2 D i y /2 D.

Введемо тепер одне важливе поняття.

Означення 4.1. Нехай X – топологiчний векторний простiр , K ⇢ X –

компакт, F – фiльтр на множинi N , x = (xn) – послiдовнiсть елементiв

простору X . Назвемо послiдовнiсть x F -асимптотично K-контрольовною,
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якщо для будь-якого околу U 2 O (0) iснує елемент E = E(K,U) 2 F , який

залежить вiд U та K такий, що x(E) ⇢ K+U . Будемо позначати цю умову

x �F K.

Лема 4.6. Нехай X – топологiчний векторний простiр , K ⇢ X – ком-

пакт, I – iдеал на N , F = F(I), x = (xn) 2 X
N

така, що x �F K. Тодi

�x(I) 6= ; i K � �x(I). Зазначимо, що у випадку гаусдорфового простору

K = K, то останнє включення має вид K � �x(I).

Доведення. Для початку помiтимо, що згiдно до включення (9), x(E(K,U)) ⇢

K + U ⇢ K + U + U для кожного U 2 O (0). Тому

�x(I) = \
E2F

x(E) ⇢ \
U2O (0)

x(E(K,U)) ⇢ \
U2O (0)

(K + U + U) = K.

Розглянемо наступну сiм’ю пiдмножин

G = {K \ (x(A) + U) : A 2 F , U 2 O (0)}.

Зауважимо, що усi цi множини не є порожнiми. Дiйсно, нехай W :=

�U 2 O (0). Згiдно з умовою x �F K iснує B 2 F такий, що x(B) ⇢ K+W .

Оскiльки B \ A 6= ;, iснує n 2 B \ A такий, що xn 2 K + W . Вiзьмемо

x 2 K i w 2 W такi, що xn = z + w. Тодi z = xn � w 2 x(A) + U , отже

z 2 K \ (x(A) + U).

Сiм’я G формує базу фiльтра на K. Позначимо G = G(G) – фiльтр на

K, який задано базою фiльтра G. Оскiльки K – компакт, то G має граничну

точку z 2 K. Покажемо, що z 2 �x(I). за лемою (4.3) нам треба показати,

що (z + A) \ x(A) 6= ; для будь-якого околу U 2 O (0) i A 2 F .
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Дiйсно, вiзьмемо W 2 O (0) такий, що W �W ⇢ U . Умова z 2 LIM(G)

означає, що (z +W ) \ (x(A) +W ) 6= ;. Вiзьмемо довiльну s 2 (z +W ) \

(x(A) +W ). Ця точка має два представлення s = z + w1 i s = xn + w2, де

w1, w2 2 W i n 2 A. Отже, xn = s�w2 = z+w1�w2 ⇢ z+W �W ⇢ z+U ,

звiдки отримуємо z 2 �x(I).

Основним результатом даного роздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.2. Нехай X – локально опуклий простiр, K ⇢ X – компакт,

I – iдеал на N , F = F(I), x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору

X така, що x �F K. Тодi

co �x(I) = corex(I),

до того ж, обидвi множини не є порожнiми.

Доведення. Завдяки лемам (4.4) i 4.6) нам достатньо довести тiльки вклю-

чення

co �x(I) � corex(I).

Вiзьмемо до уваги той факт, що co�x(I) є замкненою та опуклою множи-

ною, i використаємо теорему Гана-Банаха в геометричнiй формi: нам треба

показати, що для будь-якого ненульового лiнiйного функцiонала f : X ! R

i для довiльного ↵ 2 R такого, що

sup{f(y) : y 2 co �x(I)} = sup{f(y) : y 2 �x(I)} < ↵
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наступна умова є правильною:

sup{f(z) : z 2 corex(I)}  ↵.

Будемо доводити вiд супротивного. Припустимо, що iснує s 2 corex(I) i

� > ↵ з f(s) > �. Це означає, що sup{f(xn) : n 2 E} > � для будь-якого

E 2 F . Вiдповiдно, {n : f(xn) > �} \ E 6= ; для довiльного E 2 F .

Позначимо f>t := {y 2 X : f(y) > t}.

Розглянемо сiм’ю G1 пiдмножин K:

G1 = {K \ (x(A) + U) \ f>↵ : A 2 F , U 2 O (0)}.

Покажемо, що цi пiдмножини не є порожнiми. Позначимо H := f
�1(↵ �

�, � � ↵). Розглянемо W = (�U) \ H 2 O (0). Згiдно з умовою x �F K,

iснує B 2 F такий, що x(B) ⇢ K+W . Ми знаємо, що B \A\{n : f(xn) >

�} 6= ;. Розглянемо деякий m 2 B \ A \ {n : f(xn) > �}, тодi, зокрема,

xm 2 x(B) ⇢ K +W . Вiзьмемо z 2 K i w 2 W такi, для яких xm = z + w.

Тодi z = xm � w 2 x(A) + U i f(z) = f(xm) � f(w) > � � (� � ↵) = ↵, so

z 2 K \ (x(A) + U) \ f > ↵.

Сiм’я G1 є базою фiльтра на K. Позначимо G 1 = G 1(G1). Компактнiсть

множини K гарантує нам iснування граничної точки z1 2 K фiльтра G 1.

З означення бази G1 ми можемо отримати, що f(z) � ↵. Поглянувши на G

та G з доведення леми (4.6), ми бачимо, що кожен елемент сiм’ї G мiстить

елементи сiм’ї G1, отже G 1 мажорує G . Звiдси ми отримуємо, що гранична

точка z фiльтру G 1 також є граничною точкою G , значить, z 2 �x(I).

Отже,
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sup{f(y) : y 2 �x(I)} � f(z) � ↵,

що суперечить початковому припущенню.

4.4 Застосування отриманих результатiв

Спершу помiтимо, що якщо x(E) є компактом для деякого елементу E 2

F(I), тодi x �F K для компакту K := x(E).

Таким чином, теорема (4.2) дає нам результат, який було анонсовано у

вступнiй частинi даного роздiлу.

Наслiдок 4.1. (Посилення теореми 2.2 статтi [25]) Нехай x = (xn) –

послiдовнiсть елементiв у локально опукло топологiчному векторному

просторi X така, що x(E) є компактом для деякого елемента фiльтра

E 2 I(F). Тодi corex(I) = co �x(I).

Далi, розглянемо Теорему 4.2 у контекстi слабкої топологiї. З теореми

Гана-Банаха можемо отримати, що якщо A – опукла пiдмножина локально-

го опуклого простору X , то замикання множини A в стандартнiй топологiї

i в слабкiй топологiї є однаковими. З цiєї причини, якщо у теоремi (4.2)

перейти до слабкої топологiї, ядро corex(I) не зминиться. Тому ми можемо

замiнити умови теореми (4.2) на бiльш слабкi i отримати наступний

Наслiдок 4.2. Нехай X – локально опуклий простiр, K ⇢ X – компакт

у слабкiй топологiї, I – iдеал на множинi натуральних чисел, F = F(I),
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x = (xn) – послiдовнiсть елементiв простору X таких, що x �F K. По-

значимо �w
x (I) – множину I -граничних точок послiдовностi у слабкiй

топологiї. Тодi

corex(I) = co �w
x (I),

i обидвi множини не є порожнiми. Зокрема, написана вище формула ма-

тиме силу за умови, що cox(E) є слабким компактом для деякого E 2 F .

Зауважимо, що у скiнченновимiрному гаусдорфовому просторi iснують

компактi околи нуля. Тому для компакту U 2 O (0) множина K + U з

означення 4.1 є також компактом. Отже, у скiнченно-вимiрному просторi

умова x �F K з теореми (4.2) рiвносильна умовi iснування такого елемента

фiльтра E 2 F , що x(E) є компактом.

У наступному прикладi ми покажемо, що у нескiнченно-вимiрних про-

сторах такої еквiвалентностi немає.

Приклад 4.1. Нехай X := `2 у слабкiй топологiї, I – iдеал на N таких

множин, якi мають нульову натуральну щiльнiсть: A 2 I тодi i тiльки тодi,

коли

lim
n!1

|{k 2 A : k  n}|

n
= 0,

де |M | – кiлькiсть елементiв множини M .

Нехай en – елементи канонiчного ортонормованого базису простору `2.

Позначимо xn = anen, де an 2 (0,+1), an = o(
p
n), i lim

n!1
an = 1. Тодi

послiдовнiсть (xn) має такi властивостi:
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• x збiгається до 0 у просторi X вiдносно фiльтра F(I);

• x �F K для найпростiшого компакту K = {0};

• для будь-якого E 2 F(I) множина x(E) є необмеженою, а отже не є

компактом.

4.5 Висновки до роздiлу

Даний роздiл було присвячено дослiдженню iдеалiв на множинi натураль-

них чисел. Зокрема, було отримано такi результати:

1. Було посилено результат, отриманий автором в роботi [25], а саме: бу-

ло доведено, що якщо F – фiльтр на множинi натуральних чисел, (xn)

– послiдовнiсть елементiв локально опуклого топологiчного векторно-

го простору X така, що замикання x(E) є компактом для деякого

E 2 I(F), то corex(I) = co �x(I). Посилення полягає в тому, що

оригiнальний результат мiстив додаткову умову на простiр X : вiн мав

задовольняти першiй аксiомi злiченностi. Нам вдалося отримати бiльш

сильний результат, який не використовує цiєї додаткової умови.

2. Було введено нове поняття F -асимптотичної K-контрольованостi, яке

пов’язане зi збiжнiстю послiдовностi та її граничними точками. Це по-

няття було введено для отримання центрального результату роздiлу, а

саме Теореми 4.2, одним iз наслiдкiв якої i є посилення роботи [25].

3. Наприкiнцi роздiлу отриманi результати розглянуто в просторах iз

слабкою топологiєю. У Наслiдку 4.2 показано, що результат, отрима-
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ний в Теоремi 4.2 майже дослiвно переноситься для компактiв у слабкiй

топологiї.

Результати роздiлу висвiтлено у статтi [22].
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5 Статистичний iдеал та модульнi функцiї

5.1 Модульна функцiя

В цiй частинi дисертацiйної роботи ми розглядатимемо iдеали на множинi

натуральних чисел. Якщо I це iдеал на N , то ми також припускаємо, що

вiн мiстить сiм’ю скiнченних пiдмножин множини натуральних чисел.

Нехай A ⇢ N – непорожня множина. Позначимо

↵A(n) := |A \ [1, n]|,

де |M | – кiлькiсть елементiв пiдмножини M ⇢ N . Натуральною щiльнiстю

множини A називають наступну величину

d(A) = lim
n!1

↵A(n)

n
.

Зрозумiло, що цю величину визначено не для кожної пiдмножини мно-

жини N . Тому також використовують верхню натуральну щiльнiсть мно-

жини A

d(A) = lim sup
n!1

↵A(n)

n
,

i нижню натуральну щiльнiсть множини A

d(A) = lim inf
n!1

↵A(n)

n
,

де lim sup i lim inf вiдповiдно позначають верхню границю та нижню

границю. Наведемо декiлька прикладiв множин та їх щiльностей.
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1. Очевидно, що якщо A – скiнченна множина, то d(A) = 0;

2. 2N = {2, 4, 6, 8, ...} – множина парних чисел. Тодi d(2N) =
1

2
;

3. P = {2, 3, 5, 7, 11, ...} – множина простих чисел. В цьому випадку d(P) =

0.

Нагадаємо тепер одне з найважливiших понять цього роздiлу. Стати-

стичним iдеалом I s називають сiм’ю таких пiдмножин натуральних чисел,

якi мають нульову натуральну щiльнiсть, тобто

I s = {A ⇢ N : d(A) = 0}.

Статистичний iдеал пов’язаний iз надзвичайно важливим видом збiжно-

стi, а саме статичною збiжнiстю. З цим поняттям ми познайомимось бiльш

докладно в наступних роздiлах. А зараз звернемо свою увагу до одного

узагальнення натуральної щiльностi, яке ввели автори статтi [1].

Функцiю f : R+
! R+ називають модульною функцiєю, якщо вона

задовольняє наступним аксiомам:

1. f(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = 0;

2. f(x+ y)  f(x) + f(y), для будь-яких x, y 2 R+;

3. f(x)  f(y), якщо x  y;

4. f – неперервна справа в нулi;

5. lim
n!1

f(n) = 1.
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Нехай A ⇢ N , f – модульна функцiя. f -щiльнiстю множини A назива-

ють наступну границю

df(A) = lim inf
n!1

f(↵A(n))

f(n)
.

Зрозумiло, що це поняття також визначено далеко не для всiх множин,

тому використовують верхню f -щiльнiсть множини A

df(A) = lim sup
n!1

f(↵A(n))

f(n)
,

i нижню f -щiльнiсть множини A

df(A) = lim inf
n!1

f(↵A(n))

f(n)
.

Iдеал

I f = {A ⇢ N : df(A) = 0}.

називають f -iдеалом, або iдеалом, який задано модульною функцiєю f .

Зауважимо, що якщо f = id – тотожна функцiя, то, за умови, що вiдпо-

вiдна границя iснує, d(A) = df(A), i, вiдповiдно, I s = I f . Поняття f -iдеалу

неявно виникає в роботi [1], де автори дослiджують збiжнiсть послiдовно-

стей вiдносно iдеалу I f , та виникає явно в статтi [24].

В роботi [1] автори зауважують, що для будь-якої модульної функцiї f

i для будь-якої пiдмножини A ⇢ N , якщо df(A) = 0, то d(A) = 0. Iншими

словами, I f ⇢ I s. Природнiм є питання: для яких модульних функцiй ми

маємо обернене включення? У роздiлi 2 ми отримаємо повний опис таких

функцiй f , для яких I s = I f .
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5.2 Опис модульних функцiй f , для яких I s = I f

Нехай f – модульна функцiя, t 2 [1,1), k 2 N . Будемо використовувати

такi позначення:

hf(t) := lim sup
n!1

f(n)

f(tn)
, gf(k) := hf(2

k) = lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
.

Наступна теорема є обiцяним описом такий модульних функцiй f , для

яких I s = I f .

Теорема 5.1. Нехай f – модульна функцiя. Наступнi твердження є еквi-

валентними:

1. I s = I f ;

2. lim
k!1

gf(k) = 0;

3. lim
t!1

hf(t) = 0;

Доведення. Зауважимо, що рiвносильнiсть тверджень (2) i (3) є очевидною

через монотоннiсть функцiї hf(t) за змiнною t. В теорему ми додали обидвi

умови для зручностi, оскiльки далi будемо їх використовувати. Отже, нам

залишилось довести еквiвалентнiсть тверджень (1) i (2). Будемо це робити

за наступною схемою: (3) ) (1), (1) ) (2).

(3) ) (1): У вступнiй частинi було зазначено, що включення I s � I f

є вiдомим, то нам необхiдно показати лише I s ⇢ I f . Позначимо �
f
t :=

hf(t)+
1

t
. Величина �ft спадає за t i lim

t!1
�
f
t = 0. Ми знаємо, що для довiльного

t 2 [1,+1) маємо lim sup
n!1

f(n)

f(tn)
< �

f
t . Зокрема, звiдси ми можемо отримати,
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що для будь-якого k 2 N iснує таке число N1(k) 2 N , що для довiльного

n � N1(k) отримуємо наступну нерiвнiсть:

f

⇣
n

k

⌘
< �

f
t f(n).

Нехай A 2 I s. За означенням статистичного iдеалу, це означає, що

lim
n!1

↵A(n)

n
= 0. Це означає, зокрема, що для будь-якого k 2 N iснує

N2(k) 2 N таке, що ↵A(n) <
n

k
, для довiльного n > N2(k). Позначимо

Nk := max{N1(k), N2(k)}]. Тодi для кожного n > Nk

f(↵A(n)) < f

⇣
n

k

⌘
< �

f
t f(n).

З попередньої нерiвностi ми маємо:

lim sup
n!1

f(↵A(n))

f(n)
 �

f
t �!

k!1

0,

що завершує доведення iмплiкацiї (3) ) (1).

(1) ) (2): Будемо доводити вiд супротивного. Припустимо, що lim
k!1

gf(k) 6=

0. Оскiльки gf – монотонна, це означає, що iснує таке число ⇠ > 0, що

gf(k) > ⇠, для довiльного k 2 N . Вiдповiдно, lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
> ⇠ для будь-

якого k 2 N . Тодi для кожного k 2 N iснує нескiнченна множина Nk ⇢ N

така, що для довiльного n 2 Nk

f(n) > ⇠f(2kn). (11)

Оберемо послiдовнiсть чисел 0 = n0 < n1 < n2 < ... таку, що nj 2 Nj,

для кожного j 2 N . Тож для будь-якого k 2 N
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f(nk) > ⇠f(2knk).

Позначимо mk := 2knk, k = 1, 2, .... Розглянемо наступну множину A:

A = {m1 � n1 + 1,m1 � n1 + 2, ...,m1 � 1,

m2 � n2 + n1,m2 � n2 + n1 + 1,m2 � n2 + n1 + 2, ...,m2 � 1, ...}.

Як влаштована множина A. Ми беремо число k 2 N , далi з кожного

блоку натуральних чисел (mk�1,mk] ми обираємо nk�nk�1 найбiльших. Для

коректностi визначення множини A ми маємо перевiрити, що mk �mk�1 >

nk � nk�1 для довiльного k 2 N . Дiйсно, для кожного k 2 N ми маємо:

mk � nk + nk�1 �mk�1 = 2knk � nk + nk�1 � 2k�1
nk�1 =

nk(2
k
� 1)� nk�1(2

k�1
� 1) > 0,

бо nk > nk�1 i 2k � 1 > 2k�1
� 1.

Позначимо ↵n := ↵A(n). Покажемо, що A /2 I f . За нашою побудовою,

↵mk = nk, для кожного k 2 N . Використовуючи нерiвнiсть (11) ми маємо,

що
f(↵mk)

f(mk)
> ⇠ > 0, тож

f(↵n)

f(n)
6! 0 при n ! 1, тому A /2 I f .

Покажемо нарештi, що A 2 I s. Для будь-якого k 2 N множину [mk +

1,mk+1] \ N ми можемо представити наступним чином:

[mk + 1,mk+1] \ N = ([mk + 1,mk+1 � nk+1 + nk � 1] \ N)[

([mk+1 � nk+1 + nk,mk+1 � 1] \ N) [ {mk+1}.
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У перший частинi цього розбиття для j 2 [mk+1,mk+1�nk+1+nk�1] ми

маємо: ↵ j = nk i
↵ j

j
=

nk

j


nk

mk + 1


nk

mk
=

1

2k
. У наступнiй частинi для

j 2 [mk+1 � nk+1 + nk,mk+1 � 1] = [nk+1(2
k+1

� 1) + nk, 2
k+1

nk+1] ми маємо

↵ j = nk + xj, де 1  xj  nk+1 � nk. Використовуючи це, ми отримуємо,

що
1

j


xj

j


nk+1 � nk

j
, i

↵ j

j
=

nk + xj

j


nk+1

nk+1(2k+1 � 1) + nk


nk+1

nk+1(2k+1 � 1)
=

1

2k+1 � 1


1

2k
.

На останньому шматочку j = mk+1 ми маємо ↵ j = nk+1 i

↵ j

j
=

nk+1

mk+1
=

1

2k+1
<

1

2k
.

Отож, для довiльного k 2 N i для довiльного j 2 [mk+1,mk+1] ми маємо
↵ j

j
<

1

2k
, iншими словами, A 2 I s.

Тепер ми обговоримо деякi послаблення теореми (5.1) i отримаємо деякi

простi частковi випадки. Спочатку доведемо одну технiчну лему.

Лема 5.1. Нехай f – модульна функцiя. Нехай iснує lim
n!1

f(n)

f(2n)
= a. Тодi

gf(k) = lim
n!1

f(n)

f(2kn)
= a

k
, для довiльного k 2 N .

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї. База: k = 2:

lim
n!1

f(n)

f(4n)
= lim

n!1

f(n) · f(2n)

f(2n) · f(4n)
= lim

n!1

f(n)

f(2n)
· lim
n!1

f(2n)

f(4n)
= a

2
.
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Iндуктивний перехiд: k ! k + 1:

lim
n!1

f(n)

f(2k+1n)
= lim

n!1

f(n)

f(2kn)
· lim
n!1

f(2kn)

f(2k+1n)
= a

k
· a = a

k+1
.

Теорема 5.2. Нехай f – модульна функцiя. Припустимо, що iснує грани-

ця lim
n!1

f(n)

f(2n)
. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1. I s = I f ;

2. lim
n!1

f(n)

f(2n)
< 1.

Доведення. За припущенням iснування границi lim
n!1

f(n)

f(2n)
, лема (5.1) дає

еквiвалентнiсть нашої умови (2) та умови (2) теореми (5.1).

5.3 Приклади

По-перше, покажемо, що серед елементарних функцiй f можливi обидвi

ситуацiї: I s = I f i I s 6= I f .

Приклад 5.1. f(x) = x
p
, p 2 (0, 1]. В цьому випадку I s = I f . Дiйсно,

lim
n!1

f(n)

f(2n)
= lim

n!1

n
p

(2n)p
=

✓
1

2

◆p

< 1.

Приклад 5.2. f(x) = log(1 + x). В цiй ситуацiї I f 6= Is, бо lim
n!1

f(n)

f(2n)
=

lim
n!1

log(1 + n)

log(1 + 2n)
= 1.
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Наступний приклад демонструє, що теорему (5.1) не можна звести у

загальному випадку до теореми (5.2), тобто що iснує модульна функцiя f

для якої границя
f(n)

f(2n)
не iснує.

Приклад 5.3. Нехай f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2. Значення функцiї в

iнших натуральних точках означимо рекурентно: якщо для деякого нату-

рального числа n значення f(k) визначенi для k 2 [1, 2n], ми визначаємо

f(k) для k = 2n + ↵ 2 [2n + 1, 2n+1], ↵ 2 [1, 2n] за наступною формулою

f(2n + ↵ ) =

8
><

>:

f(2n), якщо n 2 {1, 3, 5, ...}

f(2n) + f(↵ ), якщо , n 2 {2, 4, 6, ...}
. (12)

Такий чином ми означила f(n) для всiх n 2 N [{0}. В iнших точках ми

означаємо функцiю за допомогою лiнiйною iнтерполяцiї. Тож функцiю f

визначено для всiх x 2 R+, вона монотонна, неперервна i f(2k) := 2d
k
2 e для

k 2 N [{0}, де dxe = min{a 2 Z : a � x} – цiла частина "стеля".

Перевiримо тепер, що f є модульною функцiєю. Для цього для кожно-

го w, z 2 N (без зменшення загальностi, вважаємо, що w > z) ми маємо

показати, що

f(w + z)  f(w) + f(z). (13)

Будемо робити це iндукцiєю за n, де n –найменший натуральний степiнь

такий, що w + z  2n.

База n = 1 є очевидною. Припустимо, що ми маємо нерiвнiсть (13) для

0  w + z  2n i будемо будемо доводити для 0  w + z  2n+1. Запишемо
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w + z = 2n + ↵ , де ↵ 2 [1, 2n].

1. Нехай n – непарне число. Тодi iснують натуральнi числа w̃, z̃, w̃ < w,

z̃ < z такi, що w̃ + z̃ = 2n. Тодi f(w + z) = f(2n) = f(w̃ + z̃) 

f(w̃) + f(z̃)  f(w) + f(z).

2. Нехай n – парне число. Тодi f(w + z) = f(2n ↵ ) = f(2n) + f(↵ ).

(а) Нехай w � 2n, тодi z  ↵ . Представимо w у виглядi w = 2n + �.

В цьому випадку f(w + z) = f(2n) + f(↵ ) i f(w) = f(2n) + f(↵ ).

Тодi нерiвнiсть (13) є правильною за iндуктивним припущенням.

(б) Нехай w < 2n, що означає 2n�1
< w < 2n i z > ↵ . Тодi f(w) =

f(2n�1) = f(2n), оскiльки n � 1 є непарним. В цiй ситуацiї нерiв-

нiсть (13) еквiвалентна наступнiй: f(↵ )  f(w). Остання нерiв-

нiсть є правильною, оскiльки z > ↵ .

Тож, ми показали, що функцiю, означена формулою (12) є модульною

функцiєю. Розглянемо тепер послiдовнiсть
f(2n)

f(2n+1)
, n = 0, 1, 2, .... Коли n є

непарним,
f(2n)

f(2n+1)
= 1, коли ж n є парним,

f(2n)

f(2n+1)
=

1

2
. Це означає, що

послiдовнiсть
n

f(2n)
не має границi.

У цьому прикладi gf(k) = lim sup
n!1

f(n)

f(2kn)
=

1

2k�1
, тому I f = I s.

5.4 Висновки до роздiлу

Даний роздiл було присвячено деяким властивостям модульних функцiй,

iдеалам, якi породжують цi функцiї, та їхнiм зв’язкам з iдеалом статисти-
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чної збiжностi. У Теоремi 5.1 була повнiстю описана сiм’я таких модуль-

них функцiй f , для яких I f = I s, де I f та I s вiдповiдно позначають f -

статистичний iдеал та стандартний iдеал статистичної збiжностi. Теорема

5.2 є частковим випадком центрального результату роздiлу, Теореми 5.1 в

тому сенсi, що для модульної функцiї f в нiй накладається додаткова умова

iснування границi lim
n!1

f(n)

f(2n)
. Це досить суттєво спрощує доведення дано-

го результату. Далi ми розглянули рiзнi приклади модульних функцiй для

iлюстрацiї того факту, що не для всiх модульних функцiй f iдеал I f дорiв-

нює iдеалу статистичної збiжностi I s. А саме, якщо f(x) = x
p, де p 2 (0, 1],

то I s = I f , але якщо f(x) = log(1 + x), то I s 6= I f . Ми навели приклад

функцiї, яка показує, що повну теорему (Теорему 5.1) не можна звести до

часткового (Теорема 5.2).

Результати роздiлу опублiковано в [22].
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6 Узагальнення поняття повноти топологiчних вектор-

них просторiв в термiнах фiльтрiв

6.1 Попереднi факти

Даний роздiл присвячено питанням повноти загальних топологiчних ве-

кторних просторiв. Вiдомо, що якщо X – метризовний топологiчний ве-

кторний простiр, то на ньому всi типи повноти спiвпадають. Якщо ж ми

послаблюємо умову метризовностi, i працює iз просторами, на яких немає

метрики, то тут можлива ситуацiя, що простiр буде повним вiдносно одного

ультрафiльтра, i не буде повним вiдносно iншого. Саме тому систематичне

вивчення повноти неметризовних топологiчних векторних просторiв є ва-

жливим.

Ми почнемо iз нагадування необхiдних нам понять, формулювання вiдо-

мих фактiв, якi будуть нам кориснi при викладеннi основного змiсту роз-

дiлу.

Нехай ⌦ – непорожня множина. Нагадаємо, що фiльтр F на множинi ⌦

– це непорожня сiм’я непорожнiх пiдмножин множини ⌦, стiйке вiдносно

перетину своїх елементiв, та взяття надмножини свого елемента, а саме,

якщо A, B 2 F , то A \ B 2 F , i якщо A 2 F , D � A, то D 2 F . Будемо

говорити, що пiдмножина A ⇢ ⌦ є F -стiйкою, якщо A перетинається зi

всiма елементами фiльтра F . Непорожню сiм’ю пiдмножин G множини ⌦

називають базою фiльтра, якщо ; /2 G i для кожних A,B 2 G iснує C 2 G

такий, що C ⇢ A \ B. Кажуть, що фiльтр задано базою G (позначення:
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F = F(G)), якщо кожен елемент фiльтра мiстить принаймнi один елемент

бази.

На множинi всiх фiльтрiв iснує природне вiдношення порядку: F 1 � F 2,

якщо F 1 ⇢ F 2. Максимальний елемент вiдносно такого порядку назива-

ють ультрафiльтром. Фiльтр на множинi натуральних чисел називають

вiльним, якщо вiн мiстить фiльтр Фреше.

Для деякої непорожньої множини ⌦ розглянемо фiльтр F . Нехай Y – теж

деяка непорожня множина. Розглянемо функцiю f : ⌦ ! Y . Сiм’я множин

f(F 0) = {f(A) : A 2 F 0} буде базою фiльтра на Y . Фiльтр, породжений

цiєю базою будемо позначати f [F 0] = F(f(F 0)). Якщо x = (xn) ⇢ Y –

послiдовнiсть елементiв множини Y , то, записуючи x(A) ми маємо на увазi

x(A) = {xn : n 2 A}. Тобто тут ми використовуємо спостереження про те,

що послiдовнiсть – це функцiя на множинi натуральних чисел.

Нехай тепер Y – топологiчний векторний простiр. Нагадаємо, що якщо

t 2 Y , то для системи околiв цiєї точки ми використовуємо позначення

O (t). Отож, точку y 2 Y називають границею фiльтра F (y = limF ),

якщо O (y) ⇢ F , i цю точку називають граничною точкою фiльтра F ,

якщо кожен окiл точки y є F -стiйкою.

Ясно, що якщо F 1 ⇢ F 2, то граничнi точки фiльтра F 2 є так само i

граничними точками фiльтра F 1, i, якщо фiльтр F 1 має границю, то вона

спiвпадає з границею фiльтра F 2.

Кажуть, що послiдовнiсть x = (xn) ⇢ Y збiгається до елемента y 2 Y

за фiльтром F на множинi натуральних чисел, якщо y = lim x[F ], i точка y
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є граничною точкою послiдовностi x вiдносно фiльтра F , якщо кожен окiл

точки y є x[F ]-стiйким.

6.2 Повнота, секвенцiйна повнота, i повнота вiдносно фiльтрiв

на N

Нехай X – топологiчний векторний простiр. Фiльтр F на X називають фiль-

тром Кошi (позначення: F 2 Cauchy), якщо для будь-якого U 2 O (0) iснує

елемент фiльтра A 2 F такий, що A� A ⇢ U .

Топологiчний векторний простiр X називають повним, якщо кожен фiльтр

Кошi на X має границю.

Сформулюємо одне досить очевидне твердження, яким ми будемо кори-

стуватись далi.

Твердження 3. [20]

Нехай X – топологiчний векторний простiр, F – фiльтр Кошi на X,

x 2 X – гранична точка фiльтра F . Тодi x = limF .

Нагадаємо ще декiлька технiчних визначень. Послiдовнiсть x = (xn)

елементiв простору X називають послiдовнiстю Кошi вiдносно фiльтра F

на множинi натуральних чисел, якщо x[F ] – фiльтр Кошi на просторi X .

Послiдовнiсть x = (xn) елементiв простору X називають послiдовнiстю

Кошi, якщо x – послiдовнiсть Кошi вiдносно фiльтру Фреше. Нескладно

побачити, що це визначення спiвпадає з добре знайомим означення послi-

довностi Кошi з курсу математичного аналiзу.
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Далi ми наведемо означення понять, якi є новими, i їх до цього моменту

не було знайдено в лiтературi.

Означення 6.1. Нехай F – фiльтр на N , X – топологiчний векторний

простiр. Будемо називати простiр X повним вiдносно фiльтру F , якщо

кожна послiдовнiсть Кошi вiдносно фiльтру F на X має границю вiдносно

F .

Будемо позначати цю властивiсть наступним чином: X 2 Compl(F)

Зауваження 6.1. Очевидно, що Означення 6.1 є природнiм узагальненням

класичного означення повноти метричного простору. Дiйсно, якщо X – ме-

тричний простiр, F – фiльтр Фреше, то ми отримає добре вiдоме означення

повноти.

Нагадаємо, що простiр називають секвенцiйно повним, якщо

X 2 Compl(FR).

Наступна теорема досить елементарна, i пояснює очевиднi властивостi

повноти простору вiдносно фiльтра.

Теорема 6.1. (1) Якщо X 2 Compl, то X 2 Compl(F) для будь-якого

фiльтру F на N .

(2) Повний топологiчний векторний простiр є секвенцiйно повним.

(3) Аби перевiрити, що X 2 Compl(F), достатньо перевiрити, що ко-

жна послiдовнiсть Кошi вiдносно F в X має граничну точку вiдносно

F .
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(4) Якщо F 1 ⇢ F 2 – фiльтри на N i X 2 Compl(F 2), то X 2 Compl(F 1).

(5) Якщо F – фiльтр на N , f : N ! N – функцiя, i X 2 Compl(F), то

X 2 Compl(f [F ]).

(6) Якщо F – фiльтр на N , f : N ! N – iн’єктивна функцiя, i X 2

Compl(f [F ]), то f 2 Compl(F).

Доведення. Пункт (1) очевидно витiкає з означення, пункт (2) є частковим

випадком пункту (1) з F = FR .

Перевiримо пункт (3). Нехай F – вiльний фiльтр на N , x = (xn) 2 X
N –

послiдовнiсть, яка є послiдовнiстю Кошi вiдносно фiльтра F . Припустимо,

що x має граничну точку вiдносно F . Це означає, що фiльтр Кошi x[F ] та-

кож має граничну точку, тобто, використовуючи Твердження 3, отримуємо,

що фiльтр x[F ] має границю.

Перейдемо тепер до доведення пункту (4). Якщо x = (xn) – послiдовнiсть

елементiв простору X така, що x 2 Cauchy(F 1), то, очевидно, що x 2

Cauchy(F 2). Тому, оскiльки X 2 Compl(F 2), то iснує t 2 X такий, що

t = lim x[F 2]. зважаючи на включення x[F 2] � x[F 1], t є граничною точкою

x[F 1], що i завершує доведення пункту (4).

Розглянемо твердження з пункту (5).

Нехай x = (xn) 2 X
N , x 2 Cauchy(f [F ]). Розглянемо послiдовнiсть y =

x�f , тобто y = (yn) i yn = xf(n). Тодi y[F ] = x[f [F ]], а отже y 2 Cauchy(F).

Оскiльки, за умовою, X 2 Compl(F), то iснує границя lim
F

y, яка також буде

i границею послiдовностi x вiдносно f [F ].
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Перевiримо, нарештi, пункт (6). Розглянемо g : N ! N – лiве обернене

до функцiї f . Докладнiше: g(f(n)) = n, для будь-якого n 2 N . Нехай x =

(xn) 2 X
N – послiдовнiсть Кошi вiдносно F . Розглянемо послiдовнiсть y =

x�g. Тодi y�f = x�g�f = x. Отже, y�f 2 Cauchy(F), що означає, що фiльтр

y[f [F ]] є фiльтром Кошi, тобто y 2 Cauchy(f [F ]). Оскiльки, за умовою,

X 2 Compl(f [F ]), то iснує границя lim
f [F ]

y. Це означає, за означенням, що

y[f [F ]] = x[g[f [F ]]] = x[F ] – збiжний фiльтр.

Зауваження 6.2. У пунктi (5) попередньої теореми нас цiкавили тiльки

такi фiльтри, що f [F ] � FR .

Зауваження 6.3. У пунктi (6) попередньої теореми iн’єктивнiсть вiдобра-

ження f не можна вiдкинути, бо, якщо її прибрати, то, може статися так,

що f [F ] є тривiальним фiльтром, а отже властивiсть f [F ]-повноти виконує-

ться для будь-якого простору, але це нiчого не говорить нам про F -повноту.

Далi нашою метою буде узагальнення Теореми 3.3 зi статтi [27]. Сфор-

мулюємо цей результат.

Теорема 6.2. [27] Нехай X – нормований простiр. Наступнi твердження

є еквiвалентними:

(1) X – повний.

(2) X є f -повним, для будь-якої необмеженої модульної функцiї f .

(3) Iснує необмежена модульна функцiя f така, що X є f -повним.
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Очевидно, що цю теорему можна довести, використовуючи технiку фiль-

трiв, або двоїстого до них поняття, iдеалiв. Саме тому нижче ми наведемо

обiцяне узагальнення сформульованої щойно теореми.

Теорема 6.3. Нехай X – топологiчний векторний простiр зi злiченною

базою нуля. Наступнi твердження є еквiвалентними:

(1) X – повний.

(2) X 2 Compl(F) для кожного фiльтру F на N .

(3) Iснує вiльний фiльтр F на N такий, що X 2 Compl(F).

(4) X є секвенцiйно повним.

Доведення. Iмплiкацiя (1) ) (2) доведено у пунктi 1 Теореми 6.1. Iмплi-

кацiя (2) ) (3) є очевидною, а iмплiкацiю (3) ) (4) можна отримати

з пункту (3) Теореми 6.2. Тобто нам залишилось довести тiльки iмплiка-

цiю (4) ) (1). Нехай (Un) – є базою системи околiв нуля простору X ,

U1 � U2 � ... з властивiстю Un+1 + Un+1 ⇢ Un, i нехай F – фiльтр Кошi.

Для будь-якого n 2 N виберемо An 2 F такий, що An �An ⇢ Un, i оберемо

xn 2
n
\
k=1

Ak. Тодi послiдовнiсть x = (xn) є послiдовнiстю Кошi. Дiйсно, для

довiльного U 2 O (0) iснує N 2 N такий, що UN ⇢ U . Тодi, для n,m � N

маємо xn � xm 2 An � Am ⇢ UN ⇢ U .

Оскiльки x = (xn) є послiдовнiстю Кошi, i X є секвенцiйно повним про-

стором, то iснує y := lim
n!

xn. Покажемо тепер, що y = limF . Розгляне-

мо довiльний окiл V 2 O (y). Очевидно, що V � y 2 O (0), тобто iснує
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m 2 N таке, що Um ⇢ V � y. За означенням точки y, iснує k > m таке, що

xk 2 Um+1 + y. Для цього самого k ми маємо Ak � xk ⇢ Ak �Ak ⇢ Uk ⇢ U ,

тобто Ak ⇢ Um+1 + xk. Це означає, що

V � Um + y � Um+1 + Um+1 + y � Um+1 + xk � Ak,

тобто V 2 F , а значить y = limF .

6.3 Рiзнi типи повноти та класи фiльтрiв i просторiв

Ми вже згадували вище, що усi типи повноти для метризовних просторiв

спiвпадають. Проте, для загальних неметризовних топологiчних просторiв

це не правда i ситуацiя з повнотою тут набагато цiкавiша. Добре вiдомо,

що неповний топологiчний векторний простiр може бути секвенцiйно пов-

ним. Найпростiшим прикладом є гiльбертiв простiр `2 у слабкiй топологiї.

Цей пiдроздiл присвячено саме неметризовним просторам, де ми будемо

користуватися технiкою теорiї двоїстостi для локально опуклих просторiв.

Для дуальної пари просторiв X, Y через �(X, Y ) ми позначатимемо слабку

топологiю на X породжену функцiоналами з простору Y .

Введемо наступне поняття.

Означення 6.2. Назвемо топологiчний векторний простiр X

злiченно-повним, якщо X 2 Compl, для всiх фiльтрiв F на N .

Нижче ми покажемо, що для сепарабельних просторiв зi злiченної пов-

ноти витiкає повнота, але для загальних просторiв це неправда. Також ми
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доведемо, що iз секвенцiальної повноти не випливає властивiсть злiченної

повноти.

Наведемо для початку одне очевидне переформулювання визначення

злiченної повноти.

Твердження 4. Для топологiчного векторного простору X наступнi

твердження є еквiвалентними:

(1) X – злiченно повний.

(2) Для будь-якого фiльтру Кошi F на X, якщо F має злiченний еле-

мент, то F має границю.

Доведення. (2) ) (1): Нехай F фiльтр на N , x = (xn) – послiдовнiсть

елементiв простору X , яка є F -послiдовнiстю Кошi. Тодi x[F ] – це фiльтр

Кошi на X , x[F ] має злiченний елемент x(N), а значить x[F ] має границю,

отже, згiдно з означенням, iснує lim
F

x.

(1) ) (2): Нехай F – це нетривiальний фiльтр Кошi на X , A 2 F –

злiченний елемент. Розглянемо x : N ! X – бiєктивне вiдображення. По-

значимо x
�1(F) = {D ⇢ N : x(D) 2 F}. Тодi x[x�1(F)] = F , а отже

x 2 Cauchy(x�1(F)), що означає iснування lim
x�1[F ]

x. За означенням, це i є

границя x[x�1(F)] = F на X .

Означення 6.3. Топологiчний векторний простiр X назвемо асимптоти-

чно злiченним, якщо для будь-якого фiльтру Кошi F на X iснує злiченна

пiдмножина A ⇢ X така, що для будь-яких U 2 O (0) i B 2 F виконано:

A \ (B + U) 6= ;.
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Зауважимо очевидний факт: будь-який сепарабельний простiр є асим-

птотично злiченним. Проте iснують приклади i несепарабельних асимпто-

тично повних просторiв.

Теорема 6.4. Якщо X є асимптотично злiченним топологiчним вектор-

ним простором, то його повнота еквiвалента його злiченнiй повнотi.

Доведення. Якщо X є повним, то вiн є повним i вiдносно всiх фiльтрiв на

множинi натуральних чисел, згiдно з пунктом (1) Теореми 6.3, а отже нам

залишилось показати тiльки зворотну iмплiкацiю.

Нехай X – асимптотично злiченним топологiчний векторний простiр,

який є злiченно повним. Нехай F – нетривiальний фiльтр Кошi на X .

Зафiксуємо злiченну пiдмножину A ⇢ X таку, що сiм’я G ⇢ 2X , G =

{A \ (U + B)}U2O (0), B2F не мiстить порожньої множини. Очевидно, G

є базою фiльтра. Позначимо F̃ фiльтр, який задано базою G. Оскiльки

A 2 G ⇢ F̃ , то F̃ має злiченний елемент. Також F̃ 2 Cauchy. Дiйсно, нехай

U 2 O (0). виберемо врiвноважений окiл V 2 O (0) такий, що V +V +V ⇢ U .

ми знаємо, що F 2 Cauchy, а отже iснує B 2 F з B � B ⇢ V . Тодi

A \ (V +B) 2 F̃ i

(A \ (V +B))� (A \ (V +B)) ⇢ (V +B)� (V +B) ⇢

⇢ (V � V ) + (B � B) ⇢ V � V + V = V + V + V ⇢ U,

що є доведення факту про те, що F̃ 2 Cauchy. Тодi, використовуючи злi-

ченну повноту, iснує y 2 X такий, що y = lim F̃ (за Твердженням 4).
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Залишилось показати, що y = limF . Для цього нам достатньо показати,

що y є граничною точкою фiльтра F . Для цього розглянемо довiльний окiл

U 2 O (y), довiльний елемент фiльтра D 2 F i покажемо, що U \ D 6= ;.

Виберемо врiвноважений окiл нуля V 2 O (0) такий, що V + V ⇢ U � y.

Оскiльки y = lim F̃ , то V + y 2 F̃ , а отже V + y мiстить пiдмножину виду

A \ (W +B), де B 2 F , W 2 O (0). Маємо:

U � V + V + y � V + A \ (W +B) � V + A \ (W \ V +B \D).

Вiзьмемо точку a 2 A\(W\V +B\D). Її можна подати у виглядi a = v+d,

де v 2 V , d 2 D. Тодi

d = a� v 2 A \ (W \ V +B \D) + V ⇢ U,

а отже U \D 6= ;.

Твердження 5. Iз секвенцiальної повноти не витiкає злiченна повнота.

Доведення. За попередньою теоремою, аби навести такий приклад, нам до-

статньо знайти неповний сепарабельний топологiчний векторний простiр,

який є секвенцiйно повним. Класичним прикладом такого простору є гiль-

бертiв простiр `2 зi слабкою топологiєю. Бiльш загальний результат: для

будь-якого сепарабельного нескiнченновимiрного банахового простору X

його спряжений простiр X
⇤ в топологiї �(X⇤

, X) є секвенцiйно повним, се-

парабельним, але неповним.

Наступна теорема є обґрунтуванням того, що у Теоремi 6.4 умову асим-

птотичної злiченностi не можна прибрати.
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Теорема 6.5. Iснує неповний топологiчний векторний простiр X, поту-

жностi континууму, який є злiченно повним.

Доведення. Розглянемо R [0,1] – простiр всiх функцiй f : [0, 1] ! R зi стан-

дартною топологiєю декартового добутку, тобто топологiєю поточкової збi-

жностi. Простiр X , який ми шукаємо, буде пiдмножиною у R [0,1], i склада-

тиметься з функцiй зi злiченним носiєм. Iншими словами, f : [0, 1] ! R ,

f 2 X тодi i тiльки тодi, коли supp f := {t 2 [0, 1] : f(t) 6= 0} є не бiльш,

нiж злiченним. Оскiльки X є щiльною пiдмножиною у R [0,1], то X не може

бути повним. Покажемо, що X є злiченно повним.

Нехай F – фiльтр на N i x = (xn) – послiдовнiсть Кошi в просторi X

вiдносно фiльтру F на X . Тодi x є F -послiдовнiстю Кошi, як послiдовнiсть

у R [0,1]. За повнотою простору R [0,1], iснує f 2 R [0,1] така, що f = lim
F

xn в

R [0,1]. Носiй цiєї функцiї лежатиме в об’єднаннi носiїв елементiв xn, тобто

буде злiченною множиною. Тому f 2 X .

6.4 Повнота та обмеженiсть

У своїй нещодавнiй статтi [4] Ben De Bondt та Hans Vernaeve ввели декiлька

дуже корисних для нас понять. Нижче ми наводимо найважливiшi для нас

частковi випадки цих тверджень.

Нехай X це банахiв простiр, (x⇤n) ⇢ X
⇤ – послiдовнiсть функцiона-

лiв, i нехай F – фiльтр на N . Послiдовнiсть (x⇤n) називають поточково

F -обмеженою, якщо для довiльного x 2 X iснує така константа C =

C(x) > 0, що {n 2 N : |x
⇤

n(x)| < C} 2 F . Послiдовнiсть (x⇤n) назива-
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ють F - обмеженою (стiйко F -обмеженою), якщо iснує константа C > 0

така, що {n 2 N : ||x⇤n|| < C} 2 F ({n 2 N : ||x⇤n|| < C} є F -стiйкою, тобто

має непорожнiй перетин з усiма елементами фiльтра).

Вiльний фiльтр F на N називають банаховим UBP-фiльтром (стiйким

банаховим UBP-фiльтром), якщо для кожного банахового простору X ко-

жна поточково F -обмежена послiдовнiсть (x⇤n) ⇢ X
⇤ є F -обмеженою (стiйко

F -обмеженою). Зауважимо, що наше означення формально є слабшим за

означення з роботи [4]. Тим не менше, насправдi, з доведення у роботi [4]

лем 4.3 i 4.4 можна отримати, що наша версiя означення описує той самий

клас фiльтрiв.

Твердження про те, що фiльтр Фреше є банаховим UBP-фiльтром, є

класичною теоремою Банаха-Штайнгауза. З iншого боку, багато класичних

фiльтрiв F не задовольняють цiй властивостi через iснування F -необмежених

поточково F -збiжний послiдовностей у спряженому просторi. Останнiй ефект

було помiчено у роботi [11] для статистичної збiжностi, та детально дослi-

джено у [19].

Ben De Bondt та Hans Vernaeve надали нетривiальний опис та прикла-

ди банахових UBP-фiльтрiв i стiйких банахових UBP-фiльтрiв i показали,

що iснування банахових UBP-ультрафiльтрiв узгоджується зi стандартною

системою аксiом ZFC.

Це мотивує нас ввести наступне означення, що дає ослаблення злiченної

повноти таким саме чином, як квазi-повнота є слабшою за звичайну повноту

топологiчного векторного простору.
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Означення 6.4. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Будемо називати топо-

логiчний векторний простiр X обмежено повним вiдносно F , якщо всяка

обмежена вiдносно фiльтра F послiдовнiсть Кошi на X має границю вiдно-

сно F . Будемо позначити цю властивiсть наступним чином: X 2 Complb(F).

Простiр X називатимемо обмежено злiченно повним, якщо вiн є обмежено

повним вiдносно будь-якого фiльтра F на множинi натуральних чисел.

Наступна теорема дає нам численнi приклади таких просторiв.

Теорема 6.6. Нехай X – банахiв простiр. Тодi (X⇤
, �(X⇤

, X)) є обмежено

злiченно повним.

Доведення. Нехай (x⇤n) ⇢ X
⇤ – обмежена послiдовнiсть функцiоналiв. На-

гадаємо, що �(X⇤
, X)-обмеженiсть еквiвалента обмеженостi за нормою (за

теоремою Банаха-Штайнгауза), а отже sup
n2N

||x
⇤

n|| = C < 1. Припустимо те-

пер, що для деякого фiльтра F на N послiдовнiсть (x⇤n) є F -послiдовнiстю

Кошi в топологiї �(X⇤
, X). Це означає, що для довiльного x 2 X послiдов-

нiсть чисел (x⇤n(x)) ⇢ K є F -послiдовнiстю Кошi, де K – числове поле дiй-

сних або комплексних чисел. Оскiльки поле K є повним, то для довiльного

x 2 X iснує lim
F

x
⇤

n(x). Розглянемо тепер вiдображення f : X ! R , що дiє за

правилом f(x) = lim
F

x
⇤

n(x). Помiтимо, що це лiнiйний функцiонал. Дiйсно,

f(ax1+bx2) = lim
F

x
⇤

n(ax1+bx2) = a lim
F

x
⇤

n(x1)+b lim
F

x
⇤

n(x2) = af(x1)+bf(x2).

Також для довiльного x 2 X виконано нерiвнiсть |f(x)| = lim
F

||x
⇤

n(x)|| 

C||x||. Таким чином ми показали, що f 2 X
⇤, i f = lim

F
x
⇤

n у �(X⇤
, X).
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Теорема 6.7. Нехай X – банахiв простiр, F – стiйкий банахiв UBP-

фiльтр на N . Тодi (X⇤
, �(X⇤

, X)) є F -повним простором.

Доведення. Нехай x
⇤ = (x⇤n) ⇢ X

⇤ – послiдовнiсть функцiоналiв, яка є

F -послiдовнiстю Кошi в топологiї �(X⇤
, X). Тодi для довiльного x 2 X

послiдовнiсть (x⇤n(x)) ⇢ K є F - послiдовнiстю Кошi. З цього випливає, що x
⇤

є поточково F -обмеженою. З означення стiйкого банахового UBP-фiльтра

ми отримуємо iснування F -стiйкої множини A ⇢ N такої, що sup
n2A

||x
⇤

n|| <

1. Розглянемо сiм’ю множин G = {A \ B}B2F . Очевидно, що G є базою

фiльтра. Позначимо FA фiльтр на N , базою якого є база фiльтра G. Нехай

g : N ! A – деяке бiєктивне вiдображення. Позначимо через F g фiльтр

тих пiдмножин B ⇢ N , для яких g(B) 2 G, i розглянемо y
⇤ := x

⇤
� g.

Тодi y⇤ є поточково обмеженим i F g-послiдовнiстю Кошi. За Теоремою 6.6

послiдовнiсть y
⇤ поточково збiгається за фiльтром F g до деякого елемента

f 2 X
⇤. це означає, що послiдовнiсть x

⇤ збiгається до f вiдносно фiльтра

g[F g] = FA. Тодi, за побудовою, FA � F , значить f є F -граничною точкою

для для послiдовностi x⇤ в �(X⇤
, X). Ми знаємо, що x

⇤ є F -послiдовнiстю

Кошi, а значить, за Твердженням 3, гранична точка цiєї послiдовностi є її

границею.

Нам не вiдомо, чи є правильним той факт, що для довiльного топологi-

чного векторного простору iз його секвенцiйної повноти витiкає f -статистична

повнота для будь-якої необмеженої модульної функцiї f , проте ми маємо

аналогiчний результат для обмеженої повноти локально опуклих просто-

рiв.
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Нагадаємо, що в частковому випадку модульної функцiї f(t) = t, f -

статистична збiжнiсть зводиться до добре вiдомої звичайної статистичної

збiжностi, яку задано статистичним фiльтром F st таких A ⇢ N , що

lim
n!1

|A(n)|

n
= 1, де | · | означає кiлькiсть елементiв множини, а A(n) =

A \ {1, ..., n}.

Спочатку нам потрiбне узагальнення факту, який було доведено в роботi

[13]: якщо обмежена числова послiдовнiсть (xn) статистично збiгається до

числа a, то ця сама послiдовнiсть збiгається до a в сенсi Чезаро, тобто

lim
n!1

1

n

nX

k=1

xk = a.

Лема 6.1. Нехай X – локально опуклий топологiчний векторний простiр,

x = (xn) – обмежена, F st-послiдовнiсть Кошi в X. Тодi послiдовнiсть

y = (yn) ⇢ X, де yn :=
1

n

nX

k=1

xk є обмеженою послiдовнiстю Кошi.

Доведення. Нехай U 2 O (0) – опуклий, вiдкритий, врiвноважений окiл

нуля, i нехай p – напiвнорма, в якiй вiдкрита одинична куля дорiвнює U .

Позначимо C := sup
n2N

p(xn). Тодi всi xk 2 CU , i, за опуклiстю множини U ,

всi yk 2 CU . Цим ми показали обмеженiсть послiдовностi y. Залишилося

показати, що y є послiдовнiстю Кошi.

За нашим припущенням, iснує пiдмножина A ⇢ N , така, що A 2 F st,

тобто

lim
n!1

|A(n)|

n
= 1,

i така, що для довiльних m,n 2 N p(xn�xm) <
1

2
. Виберемо такий N 2 N ,
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що для будь-якого бiльшого номера n > N виконано

|(N \A)(n)|

n
<

1

8C
.

Тодi для m,n � N ми маємо

p(yn � ym) = p

 
1

n

nX

k=1

xk �
1

m

mX

k=1

xk

!
=

p

✓
1

n

X

k2(N \A)(n)

xk �
1

m

X

j2(N \A)(m)

xj +
1

|A(n)||A(m)|

X

k2A(n), j2A(m)

(xk � xj)�

� 1

|A(n)|
�

1

n

� X

k2A(n)

xk �
� 1

|A(m)|
�

1

m

� X

j2A(m)

xj

◆


1

n

X

k2(N \A)(n)

p(xk)+
1

m

X

j2(N \A)(m)

p(xj)+
1

|A(n)||A(m)|

X

k2A(n), j2A(m)

(xk�xj)+

+
� 1

|A(n)|
�

1

n

� X

k2A(n)

p(xk) +
� 1

|A(m)|
�

1

m

� X

j2A(m)

p(xj) <

<
C

n

n

8C
+

C

m

m

8C
+

1

2
+

C

n

n

8C
+

C

m

m

8C
= 1,

тобто yn � ym 2 U .

Теорема 6.8. Нехай X – обмежено секвенцiально повний, локально опу-

клий топологiчний векторний простiр. Тодi X 2 Complb(F st).

Доведення. Нехай x = (xn) ⇢ X – обмежена F st-послiдовнiсть Кошi в X .

Згiдно з попередньою лемою, послiдовнiсть y = (yn) ⇢ X , де yn :=
1

n

nX

k=1

xk

є обмеженою послiдовнiстю Кошi, а отже має границю в X .

Позначимо a := lim
n! 1

yn 2 X . Покажемо тепер, що a = lim
Fst

x. Аби зроби-

ти це, виберемо U, p, C, A, N як у попереднiй Лемi 6.1. Також зафiксуємо
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число M > N таке, що p(yn � a) <
1

4
для всiх n > M . Тодi, для будь-якого

n 2 A \ {1, ...,M} маємо

p(xn�a) 
1

4
+p(xn�yn) 

1

4
+p

0

@1

n

X

k2(N \A)(n)

xk

1

A+p

0

@xn �
1

n

X

k2A(n)

xk

1

A 


1

4
+

C

n

n

8C
+ p

0

@ 1

|A(n)|

X

k2A(n)

(xn � xk)

1

A+

✓
1

|A(n)|
�

1

n

◆
p

0

@
X

k2A(n)

xk

1

A 


1

4
+

C

n

n

8C
+

1

2
+

C

n

n

8C
= 1,

тобто xn � a 2 U .

Наслiдок 6.1. Нехай X – обмежено секвенцiйно повний локально опу-

клий топологiчний векторний простiр, Тодi X 2 Complb(F f�st), де F f�st

– фiльтр f -статистичної збiжностi, для будь-якої необмеженої модуль-

ної функцiї f .

Доведення. Оскiльки F f�st ⇢ F st, залишається застосувати пункт (4) Те-

ореми 6.1 для обмежених послiдовностей, що працює так само, як i оригi-

нальний пункт (4).

6.5 Повнота та ультрафiльтри

Почнемо з очевидного спостереження.

Зауваження 6.4. Якщо топологiчний простiр X є повним вiдносно всiх

ультрафiльтрiв на N , от X є злiченно повним. Дiйсно, виберемо ультра-

фiльтр U � F . За нашим припущенням, X 2 Compl(U), i , аби показати те,

що X 2 Compl(F), нам залишається застосувати пункт (4) з Теореми 6.1.
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Описане вище зауваження мотивує природне питання. По-перше, чи прав-

да, що з повноти вiдносно одного ультрафiльтра випливає повнота вiдносно

всiх ультрафiльтрiв (i як наслiдок злiченна повнота)? Якщо вiдповiдь на

це питання негативна, тодi виникає друге питання: чи витiкає з секвенцi-

альної повноти повнота вiдносно деякого ультрафiльтра? Нижче наведено

негативнi вiдповiдi на обидва питання (вiдповiдь на перше питання дано з

використанням додаткового теоретико-множинного припущення).

Теорема 6.9. За умови виконання аксiоми Мартiна iснують вiльнi уль-

трафiльтри U 1, U 2 на N та iснує такий топологiчний векторний про-

стiр X, що X 2 Compl(U 1), але X /2 Compl(U 2),

Доведення. Нехай X = (Y ⇤
, �(Y ⇤

, Y )), де Y – сепарабельний нескiнченно-

вимiрний банахiв простiр. Згiдно з Наслiдком 5.1 i Теоремою 5.3 статтi [4],

аксiома Мартiна гарантує iснування банахового UBP-ультрафiльтра, до то-

го ж потужнiсть множини таких фiльтрiв дорiвнює 22
@0 . Нехай U 1 – банахiв

UBP-ультрафiльтр на N . Згiдно з Теоремою 6.7, X 2 Compl(U 1). З iншо-

го боку, X є сепарабельним (спряжений простiр сепарабельного банахового

простору мiстить злiченну тотальну систему ([20], роздiл 17.2.4, наслiдок 2),

i, як наслiдок, є w
⇤-сепарабельним) та неповним, а отже за Теоремою 6.4

X не є злiченно повним, з чого випливає, що X /2 Compl(U 2) для деякого

вiльного ультрафiльтра U 2 на N .

Нагадаємо, що (`1)
⇤ = `1, i для будь-якого x = (x1, x2, ...) 2 `1 i y =

(y1, y2, ...) 2 `1 дiя x на y виглядає наступним чином: x(y) =
X

k2N
xnyn.
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Теорема 6.10. Простiр `1 у слабкiй топологiї �(`1, `1) є секвенцiйно пов-

ним, але не є обмежено повним вiдносно жодного вiльного ультрафiльтра

U на N .

Доведення. Слабка секвенцiйна повнота простору `1 є класичним результа-

том теорiї банахових просторiв. Зафiксуємо довiльний ультрафiльтр U на

N i покажемо, що (`1, �(`1, `1)) /2 Complb(U). Позначимо {en}n2N – кано-

нiчний базис простору `1, тобто e1 = (1, 0, 0, ...), e2 = (0, 1, 0, 0, ...), . . .. Для

довiльного x = (x1, x2, ...) 2 `1 значення x(en) = xn утворюють обмежену

послiдовнiсть скалярiв, а отже iснує границя x(en) вiдносно U . Значить,

(en) є U -послiдовнiстю Кошi в топологiї �(`1, `1).

Тепер покажемо, що послiдовнiсть (en) не має слабкої границi по U . При-

пустимо, що iснує z = (z1, z2, ...) 2 `1 такий, що x(z) = lim
U
(x(en)) = lim

U
xn

для довiльного x = (x1, x2, ...) 2 `1. Тодi, з одного боку, розглядаючи ek як

елементи простору `1, ми отримуємо, що для будь-якого k 2 N

zk = ek(z) = lim
U ,n

(ek(en)) = 0,

але з iншого боку, взявши x = (1, 1, 1, ...) ми маємо
X

n2N
zn = x(z) = lim

U
xn =

1. Ми прийшли до протирiччя.

6.6 Висновки до роздiлу

Даний роздiл було присвячено одному з центральних понять теорiї топо-

логiчний векторних просторiв, а саме повнотi. Якщо метричний простiр X
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є повним, то будь-яка послiдовнiсть Кошi в ньому має границю. В дано-

му роздiлi ми дослiдили, яким чином можна пов’язати поняття класичної

повноти iз теорiєю фiльтрiв. Ми запропонували ряд узагальнень повноти

простору, а саме повнота простору вiдносно фiксованого фiльтра на мно-

жинi натуральних чисел, злiченна повнота, обмежена повнота простору вiд-

носно фiльтра на N . Було проведено детальний аналiз введених понять, i

показано, що новi поняття дiйсно є узагальненнями класичної повноти з

рiзних точок зору. Дiйсно, якщо в означеннi повноти простору вiдносно

фiльтра F в якостi фiльтра F взяти фiльтр Фреше FR , то ми отримаємо

добре вiдоме означення повноти метричного простору. Теорема 6.1 дозволяє

бiльш детально поглянути на означення повноти простору вiдносно фiксо-

ваного фiльтра. В Теоремi 6.3 вдалося покращити результат статтi [27]. В

роботi [27] автори розглядали iдеали, породженi модульними функцiями f .

Нам вдалося поширити цей результат на довiльний фiльтр F на N , тобто

на довiльнiй iдеал I , породжений фiльтром F . Ми дослiдили повноту не-

метризовних топологiчних векторних просторiв, запропонувавши поняття

злiченної повноти та асимптотичної злiченностi. Отримано зв’язок мiж но-

вим поняттям асимптотичної злiченностi та його повнотою. Показано, що iз

секвенцiальної повноти простору не можна отримати його злiченну повно-

ту (Твердження 5). В Теоремi 6.5 наведено приклад злiченно повного, але

неповного топологiчного векторного простору. Ми вивчили зв’язок повноти

простору та поведiнкою обмежених послiдовностей в цьому просторi, а саме,

ввели поняття обмеженої повноти простору вiдносно фiльтра, та отримали

118



багато прикладiв таких просторiв. Наприкiнцi роздiлу ми проаналiзували,

яким чином застосування ультрафiльтрiв може вплинути на ранiше отри-

манi результати. Тут ми використовуємо аксiому Мартiна. Зокрема, було

дано негативну вiдповiдь на питання: чи правда, що iз повноти вiдносно

ультрафiльтра витiкає повнота вiдносно довiльного фiльтра на N .

Результати цього роздiлу опублiковано у статтi [24].
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7 Про iнтегрування вiдносно фiльтрiв

Даний роздiл дисертацiї присвячено застосуванню теорiї фiльтрiв до мате-

матичного аналiзу, а точнiше до теорiї iнтегрування. Ми використовуємо

поняття фiльтра та узагальнене поняття збiжностi для побудови досить

загального об’єкту, який ми назвали iнтегралом функцiї вiдносно фiльтра.

Спершу ми нагадаємо концепцiю побудови iнтеграла Рiмана по вiдрiзку для

функцiї однiєї змiнної. Далi, застосовуючи технiку фiльтрiв, ми даємо цен-

тральне визначення цiєї частини дисертацiйної роботи i дослiджуємо деякi

властивостi введеного поняття i його зв’язок з уже вiдомими результатами

про класичний iнтеграл Рiмана.

7.1 Вступ

Схема побудови iнтеграла Рiмана по вiдрiзку для числової функцiї однiєї

змiнної чудово вiдомо будь-якому студенту-першокурснику. Тим не менше,

для загального розумiння ми нагадаємо цю технiку. Отож нехай [a, b] ⇢ R

– вiдрiзок числової прямої, f : [a, b] ! R – функцiя. Позначимо

⇧ = {a = ⇠0 < ⇠1 < ⇠2 < ... < ⇠n = b}

– розбиття вiдрiзка [a, b], iншими словами,

[a, b] =
n
[
k=1

[⇠k�1, ⇠k].

Розглянемо також набiр вiдмiчених точок T = {t1, t2, ..., tn}, якi задо-

вольняють такiй властивостi: для довiльного k 2 {1, ..., n} tk 2 [⇠k�1, ⇠k].
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Пару (⇧, T ) будемо називати вiдмiченим розбиттям вiдрiзка. Позначимо

d(⇧) дiаметр розбиття ⇧, а саме

d(⇧) = max
1kn

{�([⇠k�1, ⇠k])},

де �(·) – стандартна мiра Лебега на вiдрiзку. Нагадаємо, що функцiю f

називають iнтегровною за Рiманом, якщо iснує границя

I = lim
d(⇧)!0

nX

k=1

f(tk)|⇠k � ⇠k�1|.

Ми називаємо це число iнтегралом Рiмана функцiї f , i позначаємо

I =

Z b

a
f(t)dt.

Ми знаємо багато чудових властивостей, якi має iнтеграл Рiмана, напри-

клад, лiнiйнiсть, iнтегрування по пiдвiдрiзку тощо.

Можна помiтити, що насправдi, iнтеграл Рiмана – це просто границя iн-

тегральних сум Рiмана за певним спецiальним фiльтром. Наступний роздiл

присвячено вивченню цiєї iдеї.

7.2 Iнтеграл як границя iнтегральних сум вiдносно фiльтра

Для простоти будемо розглядати функцiї, визначенi на вiдрiзку [0, 1]. Нехай

f : [0, 1] ! R – функцiя. Як описано ранiше, позначимо ⇧ = {a = ⇠0 <

⇠1 < ⇠2 < ... < ⇠n = b} – розбиття вiдрiзка [a, b], тобто,[a, b] =
n
[
k=1

[⇠k�1, ⇠k].

Розглянемо множину точок T = {t1, t2, ..., tn}, такi, що для довiльного k 2

{1, ..., n} tk 2 [⇠k�1, ⇠k]. Для k 2 {1, ..., n} позначимо

�k := |⇠k � ⇠k�1|.
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Через TP [0, 1] множину всiх вiдмiчених розбиттiв вiдрiзку [0, 1]. Для роз-

биття (⇧, T ) 2 TP [0, 1] позначимо

S(f,⇧, T ) =
nX

k=1

f(tk)�k.

Тепер ми готовi дати центральне визначення даного роздiлу дисертацiйної

роботи.

Означення 7.1. Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя, F –фiльтр на TP [0, 1].

Будемо називати функцiю f iнтегровною вiдносно фiльтра F (коротше:

F -iнтегровною), якщо iснує таке число I 2 R , що

I = lim
F

S(f,⇧, T ).

Число I при цьому будемо називати iнтегралом функцiї f вiдносно фiльтра

F (F -iнтегралом функцiї f). Позначення:

I =

1Z

0

fdF .

Зауваження 7.1. Клас iнтегровних за фiльтром F функцiй будемо позна-

чати через Int(F). Тобто, якщо f є F -iнтегровною, то ми будемо позначати

це як f 2 Int(F).

Зауваження 7.2. Використовуючи Означення 7.1, можна побудувати iн-

теграл Рiмана таким чином. Нехай � > 0. Позначимо

P<� = {(⇧, T ) 2 TP [0, 1] : d(⇧) < �}.

Розглянемо тепер

B<� = {P<� : � > 0}.
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Нескладно побачити, що B<� є базою фiльтра. Позначимо F<� фiльтр з

базою B<�. Нехай тепер f : [0, 1] ! R – деяка функцiя. Ця функцiя бу-

де iнтегровною за Рiманом, якщо f 2 Int(F<�), або якщо iснує границя

lim
F<�

S(f,⇧, T ).

Далi ми будемо проводити дослiдження введеного поняття.

Означення 7.2. Нехай X – непорожня множина, f : X ! R –функцiя,

F – фiльтр на X . Будемо говорити, що функцiя f є обмеженою вiдносно

фiльтра F (F -обмеженою), якщо iснує таке число C > 0 i iснує такий

елемент фiльтра A 2 F такi, що для довiльного t 2 A виконано |f(t)| < C.

Лема 7.1. Нехай X – непорожня множина, f : X ! R –функцiя, F –

фiльтр на X. Припустимо, що iснує таке число I 2 R , що I = lim
F

f . Тодi

f є F -обмеженою.

Доведення. Нам дано, що I = lim
F

f . Значить, для довiльного " > 0 iснує

A 2 F такий, що для будь-якого t 2 A |f(t)� I| < ". Розглянемо

|f(t)|� |I|  |f(t)� I| < ".

Iншими словами, |f(t)|  |I|+ ". Отже вiзьмемо C := |I|+ ".

Теорема 7.1. Нехай F – фiльтр на TP [0, 1], f : [0, 1] ! R – функцiя,

f 2 Int(F). Тодi S(f,⇧, T ) є F -обмеженою.

Доведення. Достатньо використати Лему 7.1.

Далi ми сформулюємо вiдомий факт про iнтеграл Рiмана в термiнах

фiльтрiв.
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Теорема 7.2. Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя, нехай iснує lim
F<�

S(f,⇧, T ).

Тодi f є обмеженою функцiєю, iншими словами, iснує константа C > 0

така, що для довiльного t 2 [0, 1] |f(t)|  C.

Наступна теорема є природнiм узагальненням Теореми 7.2.

Теорема 7.3. Нехай f : [0, 1] ! R , F – фiльтр на TP [0, 1] такий, що

для довiльного A 2 F iснує B 2 F<� такi, що B ⇢ A i нехай iснує I 2 R

таке, що I = lim
F

S(f,⇧, T ). Тодi iснує число C > 0 таке, що |f(t)| < C

для довiльного t 2 [0, 1].

Доведення. Iснує I 2 R таке, що I = lim
F

S(f,⇧, T ), iншими словами,

для довiльного " > 0 iснує A 2 F таке, що для довiльного (⇧, T ) 2 A

|S(f,⇧, T ) � I| < ". Ми знаємо, що для A 2 F iснує B 2 F<� таке, що

B ⇢ A, тодi, зокрема, для будь-якого " > 0 iснує A 2 F та iснує B 2 F<�

з B ⇢ A такi, що для кожного (⇧, T ) 2 B |S(f,⇧, T ) � I| < ". Тобто

для будь-якого " > 0 iснує B 2 F<� таке, що для кожного (⇧, T ) 2 B

|S(f,⇧, T )� I| < ". За Теоремою 7.2 отримуємо iснування такої константи

C > 0 що |f(t)| < C для будь-якого t 2 [0, 1].

Тепер покажемо, що iнтегрування вiдносно фiльтра задовольняє власти-

востi адитивностi. Для цього спочатку доведемо двi вiдомi леми.

Лема 7.2. Нехай X – непорожня множина, f, g : X ! R – функцiї, F –

фiльтр на X. Нехай x = lim
F

f , y = lim
F

g. Тодi lim
F
(f + g) = x+ y.

Доведення. Нам вiдомо, що x = lim
F

f , тобто для кожного околу U 2 O (x)

iснує A 2 F такий, що f(A) ⇢ U . Аналогiчно, y = lim
F

g, тобто для кожного
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околу V 2 O (y) iснує B 2 F такий, що g(B) ⇢ V . Нам треба показати, що

для для довiльного W 2 O (x+ y) iснує C 2 F такий, що (f + g)(C) ⇢ W .

Зафiксуємо довiльний окiл W 2 O (x + y). Тодi iснують такi околи W1 2

O (x), W2 2 O (y), що W � W1 + W2. Тодi iснують C1, C2 2 F такi, що

f(C1) ⇢ W1 i f(C2) ⇢ W2. Позначимо C := C1 \ C2. За аксiомами фiльтру,

C 2 F . Отже,

(f + g)(C) = f(C) + g(C) ⇢ W1 +W2 ⇢ W.

Лема 7.3. Нехай X – непорожня множина, f : X ! R – функцiя, F –

фiльтр на F , ↵ 2 R . Нехай x = lim
F

f . Тодi lim
F

↵f = ↵x.

Доведення. x = lim
F

f , тобто для довiльного околу U 2 O (x) iснує A 2 F

такий, що f(A) ⇢ U . Покажемо, що для довiльного околу V 2 O (↵x) iснує

B 2 F такий, що (↵f)(B) ⇢ V . Випадок ↵ = 0 тривiальний. Далi ↵ 6= 0.

Зауважимо, що якщо W 2 O (x), то ↵W 2 O (↵x). Отже B := A. Тодi

(↵f)(B) = ↵f(B) ⇢ ↵U 2 O (↵x).

Теорема 7.4. Нехай F – фiльтр на TP [0, 1], f, g : [0, 1] ! R – функцiї,

f, g 2 Int(F), ↵, � 2 R . Тодi (↵f + �g) 2 Int(F).

Доведення. Достатньо використати попереднi Лему 7.3 i Лему 7.2.

7.3 Iнтегрування вiдносно рiзних фiльтрiв

В попередньому роздiлi ми дослiджували арифметичнi властивостi iнте-

грування по фiльтру i проблеми, пов’язанi з обмеженiстю. Даний роздiл
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присвячено iнтегруванню вiдносно рiзних фiльтрiв та зв’язкiв мiж ними.

Для вiдмiченого розбиття (⇧1, T1) 2 TP [0, 1] i для t 2 [0, 1] через `(⇧, T, t)

будемо позначати довжину елемента розбиття ⇧, який накриває точку t.

Нехай (⇧1, T1), (⇧2, T2) – вiдмiченi розбиття вiдрiзка [0, 1]. Розглянемо

⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =
X

t2T1\T2

|`(⇧1, T1, t)� `(⇧2, T2, t)|+
X

T1\T2

`(⇧1, T1, t) +
X

T2\T1

`(⇧2, T2, t).
(14)

Для простiшого використання величини, введеної в 14, розглянемо F :

[0, 1] ! `1[0, 1], F(t) = et, де

et(⌧) =

8
><

>:

1, якщо ⌧ = t;

0, в iнших випадках .

Використовуючи вiдображення F ,

⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) = ||S(F ,⇧1, T1)� S(F ,⇧2, T2)||.

Покажемо тепер, що вiдображення ⇢, визначене вище, є метрикою на

множинi вiдмiчених розбиттiв вiдрiзка.

Твердження 6. Розглянемо TP[0, 1]⇥TP[0, 1] ! R, ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =

||S(F ,⇧1, T1)� S(F ,⇧2, T2)||. Тодi ⇢ задовольняє всiм аксiомам метрики.

Доведення. 1. Нехай (⇧1, T1) = (⇧2, T2). Ясно тодi, що ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =

0;

126



2. Нехай ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) = 0. Тодi

⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =
X

t2T1\T2

|`(⇧1, T1, t)�`(⇧2, T2, t)|+
X

T1\T2

`(⇧1, T1, t)+

X

T2\T1

`(⇧2, T2, t) = 0. Маємо суму невiд’ємних чисел, яка дорiвнює 0. Це

означає, що

• 8t 2 T1\T2 |`(⇧1, T1, t)�`(⇧2, T2, t)| = 0)8t 2 T1\T2 `(⇧1, T1, t) =

`(⇧2, T2, t);

• 8t 2 T1 \ T2 `(⇧1, T1, t) = 0;

• 8t 2 T2 \ T1 `(⇧2, T2, t) = 0;

) (⇧1, T1) = (⇧2, T2).

3. Розглянемо (⇧1, T1), (⇧2, T2), (⇧3, T3). Тодi

⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) =

||S(F,⇧1, T1)� S(F,⇧2, T2) + S(F,⇧3, T3)� S(F,⇧3, T3)|| 

||S(F,⇧1, T1)� S(F,⇧3, T3)||+ ||S(F,⇧3, T3)� S(F,⇧2, T2)|| =

⇢((⇧1, T1), (⇧3, T3)) + ⇢((⇧3, T3), (⇧2, T2))

Введемо тепер одне дуже важливе поняття.

Означення 7.3. Нехай F1,F2 – фiльтри TP [0, 1]. Будемо говорити, що

фiльтр F2 ⇢-домiнує фiльтр F1 (позначаємо: F2 �⇢ F1), якщо для довiльного

" < 0 i для кожного A1 2 F1 iснує A2 2 F2 такий, що для всiх (⇧2, T2) 2 A2

iснує (⇧1, T1) 2 A1 такий, що ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) < ".
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Твердження 7. Нехай F2 � F1. Тодi F2 ⇢-домiнує F1

Доведення. Оскiльки F2 � F1, ми маємо, що якщо A 2 F1, то A 2 F2.

Розглянемо довiльний " > 0. Тодi для кожного A1 2 F1 можемо знайти

A2 2 F2, A2 := A1 такий, що для кожного (⇧2, T2) 2 A2 iснує (⇧1, T1) 2 A1,

(⇧1, T1) := (⇧2, T2) такий, що ⇢ ((⇧1, T1), (⇧2, T2)) = ⇢ ((⇧2, T2), (⇧2, T2)) =

0 < ".

Попереднє твердження показує, що ⇢-домiнування є певним вiдношен-

ням порядку на TP [0, 1] та є бiльш загальним поняттям, нiж вiдношення

включення.

Ясно, що якщо F1 ⇢ F2 i f 2 Int(F 1), то f 2 Int(F 2) – для цього

достатньо використати визначення границi функцiї за фiльтром. Отже ми

можемо сформулювати наступне твердження.

Твердження 8. Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя, F1, F2 – фiльтр на

TP[0, 1] такий, що F1 ⇢ F2 i f 2 Int(F1). Тодi f 2 Int(F2)

Теорема 7.5. Нехай F1,F2 – фiльтри TP [0, 1]. Нехай f : [0, 1] ! R – обме-

жена функцiя. Нехай I = lim
F1

S(f,⇧, T ) i F2 �⇢ F1. Тодi I = lim
F2

S(f,⇧, T )

Доведення. Позначимо C := sup
t2[0,1]

|f(t)|.

Ми маємо показати, що для довiльного " > 0 iснує B 2 F2 такий, що для

кожного (⇧B, TB) 2 B маємо |S(f,⇧B, TB)� I| < ".

За умовою ми знаємо, що для кожного " > 0 iснує A 2 F1 такий, що для

кожного (⇧1, T1) 2 A виконано |S(f,⇧1, T1)� I| < ".
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Тепер для довiльних " > 0 i A 2 F1, який ми знайшли вище, можна

знайти A2 2 F2 такий, що для кожного (⇧2, T2) 2 A2 iснує (⇧1, T1) 2 A1

такий, що ⇢((⇧1, T1), (⇧2, T2)) < ". Позначимо B := A2. Тодi для довiльного

(⇧B, TB) 2 B ми маємо (⇧1, T1) 2 A1 такий, що

|S(f,⇧B, TB)� I| =

|S(f,⇧B, TB)� S(f,⇧1, T1) + S(f,⇧1, T1)� I| 

|S(f,⇧B, TB)� S(f,⇧1, T1)|+ |S(f,⇧1, T1)� I| =
X

t2TB\T1

|f(t)| · |`(⇧B, TB, t)� `(⇧1, T1, t)|+
X

t2TB\T1

|f(t)| · `(⇧B, TB, t)+

X

t2T1\TB

|f(t)| · `(⇧1, T1, t) + "  C · ⇢((⇧B, TB), (⇧1, T )) + " 

C"+ "  "(1 + C).

7.4 Точно вiдмiченi фiльтри

В цьому роздiлi ми розглянемо питання, пов’язанi з iнтегруванням по фiль-

тру необмежених функцiй.

Означення 7.4. Нехай B – база фiльтра на TP [0, 1]. Будемо говорити, що

база B є точно вiдмiченою, якщо iснує пiдмножина A ⇢ [0, 1] – строго спа-

даюча послiдовнiсть чисел така, що для довiльного B 2 B i для довiльного

(⇧, T ) 2 B виконано T \ A = ;.

Означення 7.5. Говоримо, що фiльтр F на TP[0, 1] є точно вiдмiченим,

якщо iснує точно вiдмiчена база фiльтра B для F .
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Теорема 7.6. Якщо фiльтр F на TP[0, 1] є точно вiдмiченим, то iснує

необмежена функцiя f : [0, 1] ! R така, що f 2 Int(F).

Доведення. Позначимо N�1 =

⇢
1

n

�

n2N
i розглянемо наступну базу фiльтра

B = (Bn)n2N на TP[0, 1] :

B1 =
�
(⇧, T ) : T \ N�1 = ; i d(⇧) < 1

 
;

B2 =

⇢
(⇧, T ) : T \ N�1 = ; i d(⇧) <

1

2

�
;

...

Bm =

⇢
(⇧, T ) : T \ N�1 = ; i d(⇧) <

1

m

�
.

Розглянемо тепер функцiю

f(t) =

8
><

>:

n, якщо t =
1

n
, n 2 N

0, iнакше
.

Тодi для кожних n 2 N i (⇧, T ) 2 Bn маємо S(f,⇧, T ) = 0, а отже i

lim
B

S(f,⇧, T ) = 0. Тобто
Z 1

0
fdF = 0.

Для вiдмiченого розбиття (⇧, T ) вiдрiзка [0, 1] i ⌧ 2 [0, 1] позначимо

через `(⇧, T, ⌧) довжину того вiдрiзка � 2 ⇧ для якого ⌧ 2 �, якщо ⌧ 2 T ;

якщо ж ⌧ /2 T , тодi `(⇧, T, ⌧) = 0. Використовуючи таку нотацiю,

S(f,⇧, T ) =
X

t2[0,1]

f(t)`(⇧, T, t).

130



Попереднє позначення є дуже зручним, оскiльки тепер пiд iнтегральною

сумою ми маємо суму по всiм точкам вiдрiзка [0, 1].

Теорема 7.7. Для фiльтра F на TP[0, 1] наступнi твердження є еквiва-

лентними:

1. iснує необмежена функцiя f : [0, 1] ! [0,+1) така, що S(f,⇧, T ) є

F -обмеженою;

2. iснує злiченна множина {tn}n2N ⇢ [0, 1], та iснує A 2 F такi, що

для кожного вiдмiченого розбиття (⇧, T ) 2 A виконано

X

n2N
n · `(⇧, T, tn) < 1.

Доведення. (1) ) (2): нехай f – невiд’ємна, необмежена функцiя на [0, 1]

така, що iснує C > 0 i B 2 F такi, що для кожного (⇧, T ) 2 B

X

t2[0,1]

f(t)`(⇧, T, t) < C. Оскiльки f є необмеженою, то iснує послiдовнiсть

точок (↵n) ⇢ [0, 1] така, що для довiльного n 2 N f(↵n) > C · n. Для цих

(↵n) ⇢ [0, 1], C > 0, та A 2 F , A := B, i для кожного (⇧, T ) 2 A маємо

X

t2[0,1]

n · `(⇧, T,↵n) 
X

n2N

f(↵n)

C
· `(⇧, T,↵n) 

1

C

X

t2[0,1]

f(t) · `(⇧, T, t) <
1

C
· C = 1.

(2) ) (1): нехай iснує злiченна пiдмножина {tn}n2N ⇢ [0, 1] i C > 0 для

яких iснує A 2 F такий, що для кожного (⇧, T ) 2 A має мiсце нерiвнiсть
X

n2N
n · `(⇧, T, tn) < C.
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Розглянемо функцiю

f(t) =

8
><

>:

n, якщо t = ↵n, n 2 N

0, якщо t 6= ↵n

.

Очевидно, функцiя f є необмеженою. Тодi для обраного вище C > 0

та B 2 F, B := A отримуємо, що для довiльного вiдмiченого розбиття

(⇧, T ) 2 A

X

t2[0,1]

f(t) · `(⇧, T, t) =
X

n2N
f(↵n) · `(⇧, T,↵n) 

X

n2N
n · `(⇧, T,↵n) < C

.

7.5 Iнтегрування вiдносно фiльтра по пiдвiдрiзку

Наша наступна мета полягає в тому, аби показати, що якщо функцiя є iнте-

гровною вiдносно фiльтра по вiдрiзку, то вона ж буде iнтегровною вiдносно

цього самого фiльтра по будь-якому пiдвiдрiзку даного вiдрiзка.

Аби досягти цього, нам потрiбно побудувати обмеження фiльтра F на

довiльний пiдвiдрiзок [↵, �] ⇢ [0, 1]

Розглянемо довiльний [↵, �] ⇢ [0, 1]. Будемо розглядати тiльки такi T ,

що T \ (↵, �) 6= ;. Розглянемо тепер довiльне вiдмiчене розбиття (⇧, T ) 2

TP[0, 1] . Ми маємо чотири можливих конфiгурацiї:

1. min{T \ (↵, �)} > min{⇧ \ (↵, �)}

max{T \ (↵, �)} < max{⇧ \ (↵, �)};
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2. min{T \ (↵, �)} > max{⇧ \ (0,↵)}

max{T \ (↵, �)} < max{⇧ \ (↵, �)};

3. min{T \ (↵, �)} > min{⇧ \ (↵, �)}

max{T \ (↵, �)} < min{⇧ \ (�, 1)};

4. min{T \ (↵, �)} > max{⇧ \ (0,↵)

max{T \ (↵, �)} < min{⇧ \ (�, 1)}.

Тепер побудуємо обмеження розбиття (⇧, T ) на [↵, �]. У кожному з на-

ступних випадкiв ми маємо такi (⇧k, Tk) 2 TP [↵, �], k = 1, 2, 3, 4:

1. ⇧1 =

✓
⇧ \

�
(⇧ \ [0,↵)) [ (⇧ \ (�, 1)) [ min{⇧ \ (↵, �)} [ max{⇧ \

(↵, �)}
�◆

[ {↵, �}

T1 = T \
�
(T \ [0,↵)) [ (T \ (�, 1])

�
;

2. ⇧2 =

✓
⇧ \

�
(⇧ \ [0,↵)) [max{⇧ \ (↵, �)} [ (⇧ \ (�, 1))

�◆
[ {↵, �}

T2 = T1;

3. ⇧3 =

✓
⇧ \

�
(⇧ \ [0,↵)) [min{⇧ \ (↵)} [ (⇧ \ [�, 1))

�◆
[ {↵, �}

T3 = T1;

4. ⇧4 =

✓
⇧ \

�
(⇧ \ [0,↵)) [ (⇧ \ [�, 1))

�◆
[ {↵, �}

T4 = T1.

Тепер, якщо F – деякий фiльтр на TP[0, 1] , ми можемо побудувати

фiльтр F [↵,�] на TP [↵, �], iндукований F , наступним чином: беремо довiль-

ний A 2 F i для кожного (⇧, T ) 2 A виконуємо описаний вище алгоритм.
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Для A 2 F позначимо через A
�
↵ обмежена A на [↵, �] в описаному вище

сенсi.

Означення 7.6. Нехай F – фiльтр на (⇧, T ) , [↵, �] ⇢ [0, 1]. Говоримо, що F

є [↵, �]-доповненим, якщо для кожного A 2 F, для кожного (⇧1, T1), (⇧2, T2) 2

A
�
↵ iснують(⇧⇤

, T
⇤) 2 TP [0,↵] i (⇧⇤⇤

, T
⇤⇤) 2 TP [�, 1] такi, що

(⇧⇤
, T

⇤) [ (⇧1, T1) [ (⇧⇤⇤
, T

⇤⇤) 2 A,

(⇧⇤
, T

⇤) [ (⇧2, T2) [ (⇧⇤⇤
, T

⇤⇤) 2 A.

Далi ми формулюємо i доводимо обiцяний результат про iнтегрування

функцiї за пiдвiдрiзком.

Теорема 7.8. Нехай f : [0, 1] ! R – функцiя, F – фiльтр на TP [0, 1]

такий, що для довiльного [↵, �] ⇢ [0, 1] F є [↵, �]-доповненим. Нехай f

iнтегровна на [0, 1] по фiльтру F. Тодi для довiльного [↵, �] ⇢ [0, 1] функцiя

f є iнтегровною на вiдрiзку [↵, �] вiдносно фiльтра F.

Доведення. Ми маємо, що для довiльного " > 0 iснує A 2 F такий, що

кожних (⇧1, T1), (⇧2, T2) 2 A виконується |S(f,⇧1, T1)� S(f,⇧2, T2)| < ".

Зафiксуємо " > 0 i розглянемо довiльний вiдрiзок [↵, �] ⇢ [0, 1]. Для

A 2 F розглянемо довiльнi розбиття (⇧1
, T

1), (⇧2
, T

2) 2 A
�
↵. Оскiльки F

є [↵, �]-доповненим, ми можемо знайти такi (⇧⇤
, T

⇤) 2 A
↵
0 i (⇧⇤⇤

, T
⇤⇤) 2

A
1
�, що (⇧11, T11) := (⇧⇤

, T
⇤) [ (⇧1

, T
1) [ (⇧⇤⇤

, T
⇤⇤) 2 A та (⇧22, T22) :=

(⇧⇤
, T

⇤)[(⇧2
, T

2)[(⇧⇤⇤
, T

⇤⇤) 2 A. Тодi " > |S(f,⇧11, T11)�S(f,⇧22, T22)| =

|S(f,⇧1
, T

1)� S(f,⇧2
, T

2)|.
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7.6 Висновки до роздiлу

Даний роздiл дисертацiйної роботи присвячено застосуванню теорiї фiль-

трiв до теорiї iнтеграла Рiмана.

• Було запропоновано поняття iнтеграла функцiї по вiдрiзку вiдносно

фiльтра.

• Показано, що нове поняття є узагальненням класичного iнтеграла Рi-

мана.

• Дослiджено властивостi iнтегрування функцiї по фiльтру. Зокрема по-

казано, що такий iнтеграл є лiнiйною та однорiдною операцiєю.

• Вивчено питання iнтегрування функцiї вiдносно рiзних фiльтрiв та

зв’язок мiж цими фiльтрами.

• Наведено приклад фiльтра та необмеженої функцiї, яка може бути про-

iнтегрована вiдносно цього фiльтра.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтi [29].
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8 Висновки до дисертацiї

Дисертацiйна робота пов’язана iз дослiдженням фiльтрiв та їхнiми застосу-

ваннями до рiзноманiтних областей математики, зокрема, у математичному

та функцiональному аналiзi. Ми вивчаємо властивостi рiзноманiтних кла-

сiв фiльтрiв, пов’язаних з ними об’єктiв таких, як iдеали, бази фiльтрiв,

збiжнiсть послiдовностi за фiльтром тощо.

Перший роздiл присвячено короткому огляду iсторiї питання, наведено

означення основних понять, яким присвячено дисертацiю. Також у першо-

му роздiлi сформульовано основнi властивостi дослiджуваних нами об’єктiв,

а саме критерiй ультрафiльтра, критерiй компактностi в термiнах ультра-

фiльтрiв, теорему про те, що фiльтр є перетином всiх ультрафiльтрiв, якi

його мажорують та iншi. Перший роздiл мiстить перелiк поставлених перед

дисертантом задач, розв’язок яких мiститься в наступних роздiлах дисер-

тацiйної роботи.

Другий роздiл дисертацiї повнiстю присвячено вивченню деяких власти-

востей фiльтрiв та ультрафiльтрiв. А саме

• Нами дослiджено клас фiльтрiв, якi не можна задати однiєю стати-

стичною мiрою. Статистичною мiрою називають невiд’ємну скiнченно-

адитивну мiру на сiм’ї всiх пiдмножин натурального ряду таку, що

µ(N) = 1 i µ({k}) = 0 для довiльного k 2 N . Кажуть, що фiльтр

можна задати однiєю статистичною мiрою µ, якщо його елементами є

такi множини A ⇢ N , що µ(A) = 1.
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• Введено поняття бiдного фiльтра та конгломерованого фiльтра, якi до-

зволяють отримати просту достатню умову того, що фiльтр не можна

задати однiєю статистичною мiрою.

• На основi отриманого результату було показано, що такi фiльтри, як

фiльтр Фреше, фiльтр статистичної збiжностi, фiльтр Ердеша-Улама,

фiльтр пiдсумовування – є фiльтрами, якi не можна задати однiєю

статистичною мiрою.

• Було уточнено вiдомий факт про те, що будь-який фiльтр може бути

представлено у виглядi перетину всiх ультрафiльтрiв, якi його мiстять.

Було доведено, що можна обрати таку сiм’ю ультрафiльтрiв потужно-

стi не бiльше, нiж континуум.

• Розв’язано питання єдиностi представлення фiльтра у виглядi перети-

ну сiм’ї ультрафiльтрiв. Показано, що якщо фiльтр є перетином скiн-

ченного числа ультрафiльтрiв, то таке представлення єдине. Якщо ж

фiльтр є перетином нескiнченного числа ультрафiльтрiв, то таке пред-

ставлення не єдине.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи пов’язано iз поняттям, яке є двоїстим

до поняття фiльтра, а саме, з iдеалом та його властивостями.

• Вивчено поняття граничних точок послiдовностi елементiв топологi-

чного векторного простору вiдносно iдеала на множинi натуральних

чисел. Це поняття є узагальненням вiдомого поняття граничних точок

послiдовностi у метричному просторi.
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• Показано, що для локально опуклих просторiв ядро iдеала послiдовно-

стi елементiв топологiчного векторного простору спiвпадає iз замика-

нням опуклої оболонки множини граничних точок послiдовностi еле-

ментiв топологiчного векторного простору вiдносно iдеала.

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи ми знову дослiджуємо вла-

стивостi iдеалiв, але з iншої точки зору. Роздiл присвячено вивченню ста-

тистичних iдеалiв та їх узагальненню – f -статистичних iдеалiв, де f – мо-

дульна функцiя. Центральним результатом даного роздiлу є опис класу

модульних функцiй, для яких f -iдеал спiвпадає зi статистичним iдеалом.

П’ятий роздiл дисертацiї присвячено застосуванню теорiї фiльтрiв до

теорiї топологiчних векторних просторiв. Зокрема, було отримано такi ре-

зультати:

• Було введено ряд визначень повноти топологiчного векторного про-

стору, якi узагальнюють ранiше вiдомi типи повноти. Зокрема, запро-

поновано поняття повноти простору вiдносно фiльтра на N (повнота

вiдносно фiльтра), вiдносно всiх фiльтрiв на N (злiченна повнота).

• Отримано ряд результатiв, пов’язаних з дослiдженням введених по-

нять та їх зв’язкiв з ранiше вiдомими визначеннями повноти.

Останнiй, шостий роздiл дисертацiйної роботи присвячено застосуванню

теорiї фiльтрiв до теорiї iнтеграла Рiмана.

• Було запропоновано поняття iнтеграла функцiї по вiдрiзку вiдносно

фiльтра.
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• Показано, що нове поняття є узагальненням класичного iнтеграла Рi-

мана.

• Дослiджено властивостi iнтегрування функцiї по фiльтру. Зокрема по-

казано, що такий iнтеграл є лiнiйною та однорiдною операцiєю.

• Вивчено питання iнтегрування функцiї вiдносно рiзних фiльтрiв та

зв’язок мiж цими фiльтрами.

• Наведено приклад фiльтра та необмеженої функцiї, яка може бути про-

iнтегрована вiдносно цього фiльтра.

Всi результати дисертацiйної роботи наведенi з повними i строгими ма-

тематичними доведеннями. Результати мають теоретичний характер, i роз-

ширюють нашi знання про фiльтри, узагальненi види збiжностi та їхнi за-

стосування.
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