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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111 –
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унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства освiти i науки України, Харкiв, 2024.

Дисертацiю присвячено дослiдженню фiльтрiв, їхнiх властивостей, та їх застосувань

до рiзноманiтних роздiлiв математики, зокрема теорiї топологiчних векторних просто-

рiв, загальної топологiї, теорiї iнтегрування.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячено iсторiї вивчення питань, розгля-

нутих в дисертацiї, та огляду лiтератури. Описано основнi конструкцiї, про якi йтиме

мова протягом всiєї дисертацiї. Також сформульовано основнi вiдомi результати, якi

буде використано в наступних роздiлах.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено вивченню властивостей фiльтрiв

та ультрафiльтрiв на множинi натуральних чисел.

Нагадаємо, що фiльтр F на множинi Ω – це сiм’я пiдмножин така, що:

1. ∅ /∈ F ;

2. якщо 𝐴,𝐵 ∈ F , то 𝐴 ∩𝐵 ∈ F ;

3. якщо 𝐴 ∈ F , 𝐷 ⊃ 𝐴, то 𝐷 ∈ F

Iдеал I на множинi Ω – це сiм’я пiдмножин така, що:

1. ∅ ∈ F ;

2. якщо 𝐴,𝐵 ∈ F , то 𝐴 ∪𝐵 ∈ F ;

3. якщо 𝐴 ∈ F , 𝐷 ⊂ 𝐴, то 𝐷 ∈ F

Ультрафiльтром на множинi Ω називають максимальний за включенням фiльтр.
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Через I(F) будемо позначати iдеал, породжений фiльтром F , тобто

I(F) = {𝐴 ⊂ Ω : Ω ∖ 𝐴 ∈ F}.

Статистичною мiрою на сiм’ї множин 2N називають скiнченно-адитивну мiру, таку,

що 𝜇(N) = 1 i 𝜇({𝑘}) = 0 для довiльного 𝑘 ∈ N . Кажуть, що фiльтр F на множинi N

задано однiєю статистичною мiрою 𝜇, якщо

F = {𝐴 ⊂ N : 𝜇(𝐴) = 1}.

Для фiльтра F його коiдеалом називають

F+ = 2N ∖ I(F) = {𝐵 ∈ 2N : ∀𝐴 ∈ F 𝐵 ∩ 𝐴 ̸= ∅}

В роздiлi було введено декiлька корисних технiчних понять.

Для заданого фiльтра F на N говоримо, що 𝐴,𝐵 ∈ F+ F -майже не перетинаються

(є F -майже неперетинними), якщо 𝐴 ∩𝐵 ∈ I(F).

Означення. Будемо називати фiльтр F на N бiдним, якщо довiльна попарно F -майже

неперетинна сiм’я 𝐴 = {𝐴𝛾}𝛾∈Γ ⊂ F+ є не бiльш, нiж злiченною.

Означення. Будемо говорити, що фiльтр F на N є конгломерованим, якщо iснує не-

перетинна послiдовнiсть (𝐷𝑛)𝑛∈N ⊂ I(F) така, що для довiльної нескiнченної множини

𝑀 ⊂ N маємо ∪
𝑛∈𝑀

𝐷𝑛 ∈ F+.

Одним з основних результатiв роздiлу є теорема, яка надає широкий клас фiльтрiв,

якi не можна задати однiєю статистичною мiрою.

Теорема. Якщо фiльтр F є конгломерованим, то вiн не є бiдним, а отже його не

можна задати однiєю статистичною мiрою.

З цiєї теореми ми одразу отримуємо, що такi фiльтри, як фiльтр Фреше, статисти-

чний фiльтр, фiльтр Ердеша-Улама, фiльтр пiдсумовування тощо є фiльтрами, якi не

можна задати однiєю статистичною мiрою.
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Також в роздiлi отримано ряд результатiв, пов’язаних iз властивостями перетинiв

сiмейств фiльтрiв та ультрафiльтрiв. Вiдомим є той факт, що будь-який фiльтр є пере-

тином всiх ультрафiльтрiв, якi його мiстять. Нам вдалося отримати ряд уточнень даної

теореми, зокрема такий результат.

Теорема. Нехай F – вiльний фiльтр на N . Тодi iснує сiм’я ультрафiльтрiв 𝑊 на N ,

потужностi не бiльше, нiж континуум i така, що

F = ∩𝑊,

де ∩𝑊 = {𝐵 ⊂ N : 𝐵 ∈ 𝑈 ∀𝑈 ∈ 𝑊}.

Далi було розглянуто питання єдиностi представлення фiльтра у виглядi перети-

ну скiнченного та нескiнченного сiмейств ультрафiльтрiв. Докладнiше: представлення

фiльтра у виглядi перетину скiнченної множини ультрафiльтрiв є єдиним, а якщо фiльтр

є перетином злiченного числа ультрафiльтрiв, то таке представлення не єдине.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи ми вивчаємо iдеали на множинi натураль-

них чисел N . Докладнiше: нехай I – iдеал на множинi N , тобто, ∅ ∈ I , якщо 𝐴,𝐵 ∈ I ,

то 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ I , i якщо 𝐴 ∈ I , 𝐷 ⊂ 𝐴, то 𝐷 ∈ I . Для топологiчного векторного простору

𝑋 i послiдовностi (𝑥𝑛)𝑛∈N розглянемо множину I -граничних точок послiдовностi

Γ𝑥(I) = {𝑦 ∈ 𝑋 : {𝑛 ∈ N : 𝑥𝑛 ∈ 𝑈} /∈ I , ∀𝑈 ∈ 𝒪 (𝑦)} ,

де 𝒪 (𝑦) – система околiв точки 𝑦.

P. Leonetti в роботi [25] ввiв поняття ядра вiдносно до iдеалу I послiдовностi (𝑥𝑛)𝑛∈N :

core𝑥(I) = ∩
𝐸∈F(I)

co{𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ 𝐸},

де co – замикання опуклої оболонки, а F(I) – фiльтр, породжений iдеалом I . Централь-

ним результатом роботи [25] є наступна теорема.

Теорема. Нехай 𝑋 – локально опуклий топологiчний векторний простiр, який за-

довольняє першiй аксiомi злiченностi, (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 – послiдовнiсть. Нехай iснує такий

елемент 𝐸 ∈ F(I), що {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ 𝐸} – компакт. Тодi
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core𝑥(I) = co Γ𝑥(I). (1)

В роздiлi було введено технiчне визначення.

Означення. Нехай 𝑋 – топологiчний векторний простiр, 𝐾 ⊂ 𝑋 – компакт, F – фiльтр

на множинi N , 𝑥 = (𝑥𝑛) – послiдовнiсть елементiв простору 𝑋. Назвемо послiдовнiсть

𝑥 F -асимптотично 𝐾-контрольовною, якщо для будь-якого околу 𝑈 ∈ 𝒪 (0) iснує еле-

мент 𝐸 = 𝐸(𝐾,𝑈) ∈ F такий, що 𝑥(𝐸) ⊂ 𝐾 + 𝑈 . Будемо позначати цю умову

𝑥 ≺F 𝐾.

Одна iз основних задач, розв’язаних у даному роздiлi, полягає в тому, що результат

Leonetti було поширено для просторiв, якi не задовольняють першiй аксiомi злiченно-

стi, тобто ця теорема має мiсце для бiльш широкого класу просторiв. Цей результат є

наслiдком наступної теореми.

Теорема. Нехай 𝑋 – локально опуклий простiр, 𝐾 ⊂ 𝑋 – компакт, I – iдеал на N ,

F = F(I), 𝑥 = (𝑥𝑛) – послiдовнiсть елементiв простору 𝑋 така, що 𝑥 ≺F 𝐾. Тодi

co Γ𝑥(𝐼) = core𝑥(I).

Наслiдок. (Посилення теореми Leonetti) Нехай 𝑥 = (𝑥𝑛) – послiдовнiсть елементiв у

локально опукло топологiчному векторному просторi 𝑋 така, що 𝑥(𝐸) є компактом

для деякого елемента фiльтра 𝐸 ∈ I(F). Тодi core𝑥(𝐼) = co Γ𝑥(I).

Також в роздiлi дослiджено питання застосування отриманих результатiв до компа-

ктних множин у слабкiй топологiї, а саме доведено наступну теорему.

Наслiдок. Нехай 𝑋 – локально опуклий простiр, 𝐾 ⊂ 𝑋 – компакт у слабкiй топо-

логiї, I – iдеал на множинi натуральних чисел, F = F(I), 𝑥 = (𝑥𝑛) – послiдовнiсть

елементiв простору 𝑋 така, що 𝑥 ≺F 𝐾. Позначимо Γ𝑤
𝑥 (I) – множину I -граничних

точок послiдовностi у слабкiй топологiї. Тодi

core𝑥(I) = co Γ𝑤
𝑥 (I).
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Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню одного, проте

досить широкого класу iдеалiв, а саме iдеалiв, породжених модульними функцiями.

Нагадаємо, що статистичним iдеалом I 𝑠, або iдеалом статистичної збiжностi називають

наступну непорожню сiм’ю множин:

I 𝑠 = {𝐴 ⊂ N : 𝑑(𝐴) = 0},

де 𝑑(𝐴) = lim
𝑛→∞

|𝐴 ∩ [1, 𝑛]|
𝑛

– щiльнiсть пiдмножини 𝐴 ⊂ N .

Функцiю 𝑓 : R+ → R+ називають модульною функцiєю, якщо вона задовольняє

наступним аксiомам:

1. 𝑓(𝑥) = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 = 0;

2. 𝑓(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ R+;

3. 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦), якщо 𝑥 ≤ 𝑦;

4. 𝑓 – неперервна справа в нулi;

5. lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛) = ∞.

Модульна функцiя 𝑓 породжує iдеал I 𝑓 на множинi натуральних чисел, який нази-

вають 𝑓 -iдеалом:

I 𝑓 = {𝐴 ⊂ N : 𝑑𝑓 (𝐴) = 0},

де 𝑑𝑓 (𝐴) = lim inf
𝑛→∞

𝑓(|𝐴 ∩ [1, 𝑛]|)
𝑓(𝑛)

– 𝑓 -щiльнiсть множини 𝐴.

Ясно, що якщо 𝑓 – тотожна функцiя, то 𝑑𝑓 (𝐴) = 𝑑(𝐴).

В роботi [1] A. Aizpuru, M. C. Listán-Garćia, F. Rambla-Barreno показали, що I 𝑓 ⊂ I 𝑠,

для довiльної модульної функцiї 𝑓 . Головним результатом даного роздiлу дисертацiї було

дати повний опис таких модульних функцiй 𝑓 , для яких I 𝑓 = I 𝑠.

Нехай 𝑓 – модульна функцiя, 𝑡 ∈ [1,∞), 𝑘 ∈ N . Для зручностi будемо використову-

вати такi позначення:

5



ℎ𝑓 (𝑡) := lim sup
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑓(𝑡𝑛)
, 𝑔𝑓 (𝑘) := ℎ𝑓 (2𝑘) = lim sup

𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑓(2𝑘𝑛)
.

Було доведено наступну теорему.

Теорема. Нехай 𝑓 – модульна функцiя. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. I 𝑠 = I 𝑓 ;

2. lim
𝑘→∞

𝑔𝑓 (𝑘) = 0;

3. lim
𝑡→∞

ℎ𝑓 (𝑡) = 0.

У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи ми вивчаємо застосування теорiї фiльтрiв

до теорiї топологiчних векторних просторiв. Повнота простору є одним iз найважливi-

ших понять не тiльки в теорiї топологiчних векторних просторiв, а й взагалi в мате-

матицi. Саме тому природною є задача узагальнення цього поняття для просторiв, якi

не мають метричної структури, в яких ми не можемо користуватися мовою збiжностей

послiдовностей у стандартному сенсi цього слова. Тому в даному роздiлi ми вводимо

цiлу низку узагальнень поняття повноти простору мовою фiльтрiв, аналiзуємо зв’язок

введених понять з ранiше вiдомими, та дослiджуємо властивостi нових видiв повноти

простору.

Нагадаємо стандартне визначення повного топологiчного векторного простору.

Означення. Фiльтр F топологiчного векторного простору 𝑋 називають фiльтром Ко-

шi, якщо для довiльного 𝑈 ∈ 𝒪 (0) iснує 𝐴 ∈ F такий, що 𝐴− 𝐴 ⊂ 𝑈 .

Означення. Топологiчний векторний простiр 𝑋 називають повним, якщо довiльний

фiльтр Кошi на 𝑋 має границю.

Нами запропоновано такi узагальнення повноти топологiчного векторного простору:

Означення. Нехай F – фiльтр на N , 𝑋 – топологiчний векторний простiр. Будемо на-

зивати простiр 𝑋 повним вiдносно фiльтру F , якщо кожна послiдовнiсть Кошi вiдносно

фiльтру F на 𝑋 має границю вiдносно F .
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Означення. Назвемо топологiчний векторний простiр 𝑋 злiченно-повним, якщо 𝑋 є

повним для всiх фiльтрiв F на N .

Означення. Топологiчний векторний простiр 𝑋 назвемо асимптотично злiченний,

якщо для будь-якого фiльтру Кошi F на 𝑋 iснує злiченна пiдмножина 𝐴 ⊂ 𝑋 така,

що для будь-яких 𝑈 ∈ 𝒪 (0) i 𝐵 ∈ F виконано: 𝐴 ∩ (𝐵 + 𝑈) ̸= ∅.

Одним iз найцiкавiших результатiв даного роздiлу є наступна теорема.

Теорема. За умови виконання аксiоми Мартiна iснують вiльнi ультрафiльтри U 1, U 2

на N та iснує такий топологiчний векторний простiр 𝑋, що 𝑋 є повним вiдносно U 1,

але 𝑋 не є повним вiдносно U 2.

Шостий роздiл дисертацiйної роботи присвячено застосуванню теорiї фiльтрiв до

теорiї iнтегрування. Ми розглядаємо звичайну одновимiрну, дiйснозначну функцiю 𝑓 :

[0, 1] → R . Нами побудовано конструкцiю, яку ми назвали iнтегралом функцiї 𝑓 по

фiльтру на множинi вiдмiчених розбиттiв F вiдрiзка [0, 1]:

1∫︁
0

𝑓𝑑F .

Ми показали, що звичайний iнтеграл Рiмана функцiї на вiдрiзку є частковим ви-

падком описаного вище поняття. Дослiджено властивостi iнтеграла функцiї по фiльтру,

зокрема такий iнтеграл задовольняє властивостi лiнiйностi та однорiдностi, має мiсце

аналог результату про те, що якщо функцiя iнтегровна за Рiманом, то вона обмежена.

Вивчено можливiсть iнтегрування функцiї вiдносно фiльтра по пiдвiдрiзку фiксованого

вiдрiзка. Описано цiкавi результати, присвяченi iнтегралу по фiльтру вiд необмежених

функцiй.

Ключовi слова: фiльтри, iдеали, загальна топологiя, функцiї, iнтеграл, збiжнiсть,

повнота, топологiчнi векторнi простори, локально-опуклi простори, мiра, банаховi про-

стори, властивiсть Бера, гiльбертовi простори, послiдовнiсть, компактнiсть.

7


