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Дисертацiйна робота присвячена вивченню можливостей удосконалення

методiв специфiкацiї дискретних динамiчних систем рiзного типу включно

з розподiленими. Пропонується застосування унiверсальних коалгребр як

основного iнструменту для створення формальної математичної моделi по-

ведiнки систем з високим рiвнем абстракцiї, що забезпечить можливiсть

моделювання динамiки у системах без урахування їх несуттєвих особливо-

стей та вивчення їх критичних станiв з метою розробки стратегiй уникання

подiбних станiв та алгоритмiв виходу з них.

Дисертацiйне дослiдження охоплює теоретичнi пiдходи до аналiзу та

специфiкацiї поведiнки дискретних динамiчних систем, зокрема розподiле-

них, за допомогою моделювання з використанням унiверсальних коалгебр

та теорiї категорiй. Запропоновано вивчення однiєї з основних концепцiй

унiверсальної коалгебри - фiнальних коалгебр для рандомних систем, що

породжують вихiднi даннi. Такi моделi є найбiльш репрезентативними для

вивчення тому що несуть у собi усi основнi властивостi обраної для дослi-

дження категорiї систем.

Таким чином, описаний у дисертацiї пiдхiд дає можливiсть створюва-

ти унiверсальнi методи дослiдження не окремої системи, як у стандартних

пiдходах зi створенням артефактiв специфiкацiї вимог до програмного за-

безпечення, а цiлого класу систем за допомогою високого рiвня абстракцiї

запропонованої математичної моделi. Результати, отриманi пiд час дисер-
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тацiйного дослiдження, можуть бути використанi iнженерами та дослiдни-

ками, що займаються проектуванням, розробкою та аналiзом розподiлених

та динамiчних систем.

У вступi до дисертацiйної роботи обґрунтовано актуальнiсть теми до-

слiдження, показано зв’язок роботи з науковими темами. Сформульовано

мету дослiдження, а саме: удосконалення унiфiкованих методiв специфi-

кацiї та аналiзу дискретних динамiчних систем рiзного типу включно з

розподiленими за рахунок використання унiверсальних коалгебр. Визначе-

но об’єкт дослiдження, а саме: процеси специфiкацiї та анализу поведiнки

розподiлених обчислювальних систем рiзної природи, як детермiнованих

так i рандомних. Визначено предмет дослiдження: а саме колагебраїчнi

моделi дискретних динамiчних систем та методи їх аналiзу. Методи до-

слiдження базуються на використання принципiв теорiї систем, що є за-

гальною теоретичною базою дослiдження; теорiї категорiй, що забезпечує

унiверсальну формальну мову для дослiдження систем рiзної природи; тео-

рiї унiверсальних коалгебр, що дозволяє моделювати поведiнку дискретних

динамiчних систем рiзного типу, включаючи розподiленi в рамках єдиного

фреймворку; фiнальної семантики, яка визначає сенс властивостей i вiд-

ношень притаманих всiм системам заданого типу; методу коiндукцiї, який

дозволяє доводити визначати та доводити властивостi фiнальної системи.

У першому роздiлi здiйснено аналiтичний аналiз пiдходiв до пiдвище-

ння якостi процесу специфiкацiї обмежень розподiлених систем за рахунок

використання формальних методiв моделювання та специфiкацiї, зокрема

з використанням унiверсальних коалгебр та теорiї категорiй. Слiд зазна-

чити, що цi методи спрямованi на семантичний аналiз поведiнки моделi

системи, що вивчається, який, в свою чергу, подiляється на нотацiйний та

денотацiйний пiдходи. Дослiдження актуального стану проблеми показа-

ло, що аналiз та специфiкацiю поведiнки системи на етапi її проектування

буде якiснiшим з точки зору уникнення помилок, зумовлених "людським

фактором якщо проводити за допомогою абстрактних математичних моде-

лей на основi унiверсальних коалгебр iз використанням монад для iзоляцiї
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поведiнки системи та теорiї категорiй, що зумовлює актуальнiсть цього ди-

сертацiйного дослiдження. У завершеннi роздiлу була поставлена задача

дисертацiйного дослiдження, а саме: розробка теоретичних засад та пра-

ктичних методiв до унiфiкацiї методiв специфiкацiї поведiнки дискретних

динамiчних систем з урахуванням їх рiзноманiтностi та високих вимог до

безпеки (з точки зору завчасного виявлення критичних станiв) та прогно-

зованостi їх роботи.

У другому роздiлi дисертацiйного дослiдження була надана основна

iнформацiя щодо використання унiверсальної коалгебри з неформальною

iнтерпретацiєю абстрактних математичних моделей. Були описанi основнi

теоритичнi засади використання фiнальної коалгебри як основного об’єкту

вивчення для категорiї систем для її аналiзу. У роздiлi розглядалися варi-

анти виведення фiнальної коалгебри для моделi системи. Слiд зазначити,

що така задача не є тривiальною, а сама фiнальна коалгебра не завжди

iснує. Для того щоб оптимiзувати процес виведення фiнальної коалгебри

було запропоновано спочатку перевiрити факт її iснування з використа-

нням декартових квадратiв. Було сформульовано та доведено достатню

умову збереження ендофунктором у категорiї множин слабких декартових

квадратiв, що дозволило отримати iнструмент перевiрки iснування фiналь-

ної коалгебри для системи, що вивчається.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи було наведено практичнi

пiдходи до аналiзу динамiчних систем за допомогою унiверсальних коал-

гебр, а саме: створено коалгебраїчну модель для дискретної детермiнованої

систем, що породжує вихiднi даннi, та визначена її фiнальна коалгебра.

Для урахування стохастичностi процесiв у складних динамiчних системах,

зокрема розподiлених та кiберфiзичних, була створена коалгебраїчна мо-

дель рандомної дискретної динамiчної системи, що породжує вихiднi даннi.

Реалiзацiя введення стохастичностi у вибiр наступного стану системи була

зроблена з використанням монади розподiлу ймовiрностей Джирi. Таким

чином, створена модель детермiнованої системи була розширена, а знання

про неї були перевикористанi. Для рандомної системи також було доведено
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факт iснування фiнальної коалгебри, яка була виведена та проаналiзована.

Фiнальна коалгебра для рандомних системи має форму дерева та названа

у роботi нескiнченним деревом без листя.

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи були описанi методи по-

будови iмiтацiйних моделей представницької системи (яка завжди буде фi-

нальною системою) для обраної категорiй систем. Були представленi ме-

тодологiї до визначення простору станiв системи, що буде носiєм моделi,

створеною з використанням унiверсальних коалгебр. Був описаний коалге-

браїчний пiдхiд до динамiчного аналiзу (iмiтацiйного моделювання) скла-

дних систем за допомогою унiверсальних коалгебр.

У дисертацiйнiй роботi вирiшена актуальна науково-прикладна задача

аналiзу та специфiкацiї поведiнки динамiчних систем за допомогою вико-

ристання унiверсальних коалгебр.

В результатi проведеного дослiдження були отриманi знання щодо пiд-

ходiв до моделювання рандомних систем та процесiв за допомогою вико-

ристання унiверсальних коалгебр, що дозволяють зробити висновки що-

до того, що використання таких методiв пiд час проектування систем є

адекватним вибором та має значнi переваги перед класичним пiдходом зi

створенням артефактiв специфiкацiї вимог до системи через унеможлив-

лення помилки, що може бути спричинена людським фактором. Окремо

слiд, що пiд час дисертацiйного дослiдження було виведено достатню умо-

ву iснування фiнальної коалгбери, що є корисним для усiх дослiдникiв, що

використовують унiверсальнi коалгебри як iнструмент моделювання

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у наступному:

1. Вперше запропоновано формалiзацiю рандомiзацiї дискретної ди-

намiчної системи шляхом лiвої композицiї її ендофунктора з монадою

Джiрi.

2. Вперше сформульовано та доведено достатню умову для збереже-

ння ендофунктором категорiї множин слабких декартових квадратiв,

що дозволяє встановити факт iснування фiнальної системи.
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3. Дiстала подальшого розвитку технiка обчислення фiнальної си-

стеми певного типу шляхом використанням методу коiндукцiї у разi

доведеного факту iснування фiнальної системи.

4. Дiстав подальшого розвитку метод синтезу моделей для динамi-

чного аналiзу (iмiтацiйного моделювання) складних систем з викори-

станням технiки унiверсальних коалгебр.

Сукупнiсть отриманих у дисертацiї нових наукових результатiв, пози-

тивна оцiнка їхньої достовiрностi, наукової та практичної значущостi дають

змогу вважати сформульовану наукову задачу удосконалення унiфiкова-

них методiв специфiкацiї та аналiзу дискретних динамiчних систем рiзного

типу, включно з розподiленими за рахунок використання унiверсальних

коалгебр – розв’язаною, а поставлену мету – досягнутою.

Ключовi слова: системи геолокацiї та трекiнгу, розподiленi та

паралельнi системи, аналiз вимог до системи, специфiкацiя поведiнки си-

стеми, концептуальна модель, моделi реального часу, iмiтацiйне моделю-

вання (симуляцiя), перехiднi системи включно з автоматами, система

пiдтримки та прийняття рiшень, машинне навчання, алгебра, синтез

програм, верифiкацiя поведiнки програмних систем, формальнi методи

верифiкацiї, програмна логiка, логiчна узгодженiсть, коректнiсть моде-

лi, повнота моделi забезпечення надiйностi та безперебiйної роботи си-

стеми, обчислювальнi системи, симуляцiя роботи системи, автомати,

автоматизацiя процесiв проектування, системи з пiдвищеними вимога-

ми до надiйностi, унiверсальна коалгебра, фiнальна коалгебра, (слабкий)

декартовий квадрат



ABSTRACT

Artem PANCHENKO Coalgebraic methods of specification and analysis

of statistical limitations of distributed systems behavior – Qualification

scholarly paper: a manuscriptt.

A dissertation submitted for the degree of Doctor of Philosophy in

Information Technology: Speciality 122 – Computer science. V.N. Karazin

Kharkiv National University, Ministry of Education and Science of Ukraine,

Kharkiv, 2024.

The dissertation work is dedicated to studying the possibilities of improvi-

ng methods for specifying discrete dynamic systems of various types, includi-

ng distributed systems. The proposed approach involves the use of universal

coalgebras as the main tool for creating a formal mathematical model of system

behavior at a high level of abstraction. This allows for modeling system dynami-

cs without considering insignificant details and studying their critical states to

develop strategies for avoiding such states and algorithms for recovery.

The dissertation research encompasses theoretical approaches to the analysis

and specification of discrete dynamic systems, particularly distributed ones,

through modeling using universal coalgebras and category theory. It proposes

studying one of the fundamental concepts of universal coalgebra - final

coalgebras for random systems that generate output data. These models are the

most representative for study because they encompass all the main properties

of the selected category of systems.

Thus, the approach described in the dissertation provides the ability to

create universal methods for studying not a single system, as in standard

approaches involving the creation of software requirements specification arti-

facts, but an entire class of systems using the high level of abstraction of

the proposed mathematical model. The results obtained during the dissertati-

on research can be used by engineers and researchers involved in the design,

development, and analysis of distributed and dynamic systems.
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In the introduction, the dissertation work justifies the relevance of the

research topic and shows the connection of the work with scientific themes. The

research goal is formulated as the improvement of unified methods for specifying

and analyzing discrete dynamic systems of various types, including distributed

ones, through the use of universal coalgebras. The object of the study is defi-

ned as the processes of specifying and analyzing the behavior of distributed

computing systems of various natures, both deterministic and random. The

subject of the study is coalgebraic models of discrete dynamic systems and

methods for their analysis. The research methods are based on the principles of

systems theory, providing a general theoretical basis; category theory, offering

a universal formal language for studying systems of various natures; universal

coalgebras theory, allowing the modeling of the behavior of discrete dynamic

systems, including distributed ones, within a single framework; final semantics,

defining the meaning of properties and relations inherent to all systems of a

given type; and the method of coinduction, which enables the determination

and proof of properties of the final system.

In the first chapter, an analytical review of approaches to improving the

quality of the specification process for distributed systems using formal modeli-

ng and specification methods, particularly universal coalgebras and category

theory, is conducted. These methods focus on the semantic analysis of the

system model behavior being studied, divided into notational and denotati-

onal approaches. The current state of the problem shows that the analysis

and specification of system behavior during its design phase will be more

accurate in terms of avoiding errors due to the "human factor"if conducted

using abstract mathematical models based on universal coalgebras, employi-

ng monads to isolate system behavior and category theory, thus justifying the

relevance of this dissertation research. The chapter concludes by setting the

research task, namely the development of theoretical foundations and practical

methods for unifying the specification methods of discrete dynamic systems’

behavior, considering their diversity and high safety requirements (in terms of

early detection of critical states) and the predictability of their operation.
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In the second chapter, the dissertation provides basic information on the

use of universal coalgebras with informal interpretations of abstract mathemati-

cal models. The main theoretical principles of using final coalgebras as the pri-

mary object of study for the system category are described. Various ways of

deriving the final coalgebra for the system model are considered. It should be

noted that this task is non-trivial, and the final coalgebra does not always exist.

To optimize the process of deriving the final coalgebra, it is proposed to first

check for its existence using Cartesian squares. A sufficient condition for the

preservation of weak Cartesian squares by the endofunctor in the category of

sets is formulated and proven, providing a tool for verifying the existence of the

final coalgebra for the studied system.

In the third chapter, practical approaches to analyzing dynamic

systems using universal coalgebras are presented, specifically the creation of

a coalgebraic model for a discrete deterministic system that generates output

data and the determination of its final coalgebra. To account for the stochastici-

ty of processes in complex dynamic systems, particularly distributed and cyber-

physical systems, a coalgebraic model of a random discrete dynamic system that

generates output data was created. The stochasticity in selecting the next state

of the system was implemented using the Giry monad of probability distributi-

ons. Thus, the deterministic system model was extended, and knowledge about

it was reused. For the random system, the existence of the final coalgebra was

also proven, derived, and analyzed. The final coalgebra for the random system

takes the form of a tree and is referred to in the work as an infinite tree without

leaves.

In the fourth chapter, methods for constructing simulation models of a

representative system (which will always be the final system) for the chosen

category of systems are described. Methodologies for determining the state

space of the system, which will be the carrier of the model created using uni-

versal coalgebras, are presented. A coalgebraic approach to the dynamic analysis

(simulation modeling) of complex systems using universal coalgebras is descri-

bed.
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The dissertation addresses a relevant scientific and practical problem of

analyzing and specifying the behavior of dynamic systems using universal

coalgebras.

As a result of the research, knowledge on modeling random systems and

processes using universal coalgebras was obtained, allowing conclusions to be

drawn about the adequacy and significant advantages of using such methods

during system design over the classical approach involving the creation of

system requirements specification artifacts, minimizing errors due to the human

factor. Notably, during the dissertation research, a sufficient condition for the

existence of the final coalgebra was derived, which is useful for all researchers

using universal coalgebras as a modeling tool.

The scientific novelty of the obtained results is as follows:

1. For the first time, the randomization formalization of a discrete

dynamic system through the left composition of its endofunctor with the

Giry monad is proposed.

2. For the first time, a sufficient condition for the preservation of weak

Cartesian squares by an endofunctor in the category of sets is formulated

and proven, allowing the establishment of the existence of the final system.

3. The technique for calculating the final system of a certain type using the

coinduction method, when the existence of the final system is proven, has

been further developed.

4. The method for synthesizing models for dynamic analysis (simulati-

on modeling) of complex systems using universal coalgebras has been

further developed.

The set of new scientific results obtained in the dissertation, their positi-

ve evaluation regarding reliability, scientific, and practical significance, allows

considering the formulated scientific task of improving unified methods for
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specifying and analyzing discrete dynamic systems of various types, includi-

ng distributed ones, using universal coalgebras as solved, and the set goal as

achieved.

Keywords: geolocation and tracking systems, distributed and parallel

systems, analysis of system requirements, system behavior specification,

conceptual model, real time models, simulation, transitional systems includi-

ng automatic machines, support and decision-making system, machine learni-

ng, algebra, program synthesis, verification of the behavior of software systems,

formal methods of verification, software logic, logical consistency, correctness of

the model, completeness of the model ensuring reliability and smooth operation

of the system, computer systems, simulation of system operation, machines,

automation of design processes, systems with increased reliability requirements,

universal coalgebra, final coalgebra, (weak) Pullback
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Специфiкацiя динамiки системи є формальним

описом очiкуваної поведiнки програмного або апаратного забезпечення [1].

Такий пiдхiд до опису системи використовується для визначення i верифi-

кацiї її функцiй i властивостей в контекстi розробки, тестування та вери-

фiкацiї програмного забезпечення. Можна видiлити два основних пiдходи

до проведення аналiзу системи, що проектується, з метою її специфiкацiї,

а саме:

1. Неформальний. Цей пiдхiд полягає у використаннi звичайної приро-

дної мови для написання документацiї. Вiн включає створення текс-

тових описiв, дiаграм, схем та iнших засобiв, якi легко може зрозу-

мiти команда розробки та тестування системи. Прикладом подiбної

специфiкацiї є сценарiї використання (Use Cases), що описують типо-

вi сценарiї взаємодiї користувача iз системою. Серед переваг такого

пiдходу можна видiлити зрозумiлiсть для широкого кола учасникiв

проекту та простоту та швидкiсть виконання подiбної специфiкацiї.

Недолiками подiбного пiдходу є можливiсть неоднозначного тлумаче-

ння результатiв специфiкацiї та вiдсутнiсть формальної верифiкацiї.

2. Формальний. Використовує математичнi моделi, логiку та формаль-

нi методи для специфiкацiї поведiнки системи. Цей пiдхiд передбачає

використання формальних мов та структур для однозначного i то-

чного опису системи. Прикладами такого пiдходу є Логiчна специфi-

кацiя або Коалгебраїчна специфiкацiя. Недолiками подiбного пiдходу

є складнiсть у розумiннi та застосуваннi, а також висока вартiсть роз-

робки та пiдтримки формальних специфiкацiй.

Отже, неформальнi та формальнi пiдходи до специфiкацiї програмного

забезпечення мають свої переваги та недолiки. Вибiр пiдходу залежить вiд

вимог проекту, складностi системи та необхiдностi формальної верифiкацiї.
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Формальнi методи в специфiкацiї програмного забезпечення застосову-

ються в рядi випадкiв, коли важлива висока точнiсть, однозначнiсть i мо-

жливiсть формальної верифiкацiї системи [2]. Основнi випадки, коли слiд

застосовувати формальнi методи, включають:

1. Критично важливi системи. Такi системи, де помилки можуть ма-

ти серйознi наслiдки для безпеки, здоров’я або значних фiнансових

втрат. Прикладом подiбних систем є авiонiка та медичнi пристрої.

2. Складнi системи. Системи з високою складнiстю архiтектури, де важ-

ко забезпечити коректнiсть за допомогою традицiйних методiв тесту-

вання. Прикладом подiбних систем є розподiленi та конкурентнi си-

стеми.

3. Системи з високими вимогами до надiйностi та стiйкостi. Такi систе-

ми, де необхiдно забезпечити високу надiйнiсть i стiйкiсть до збоїв.

Прикладом подiбних систем є космiчнi апарати та iнфраструктурнi

системи

Окремо слiд зазначити, що розробка програмного забезпечення станом

на сьогоднi вимагає великих матерiальних затрат та їх оптимiзацiя є по-

стiйною проблемою iндустрiї. Результати дослiдження IBM Systems Sci-

ences Institute [3] наводять наступнi результати аналiзу фiнансових витрат

на виправлення дефектiв у ПЗ у залежностi вiд етапу життєвого циклу, на

якому вони були виявленi.

1. Етап специфiкацiї системи: на цьому етапi помилки вiдносно легко та

недорого виправити, оскiльки змiни в основному стосуються докумен-

тацiї та планiв, а не безпосередньої реалiзацiї програмного продукту;

2. Етап безпосередньої реалiзацiї програмного продукту: якщо помилку

виявлено на етапi кодування, її виправлення буде дорожчим, тому що

вже написаний код доведеться змiнювати i заново тестувати.
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3. Етап тестування: на цьому етапi вартiсть виправлення помилки сут-

тєво зростає, тому що необхiдно не лише змiнити код, а й провести

повний цикл тестування для пiдтвердження виправлення.

4. Етап експлуатацiї: найдорожчi помилки - це тi, що виявляються пiсля

випуску продукту. Їх виправлення включає не лише технiчнi роботи,

а й можливi витрати на пiдтримку клiєнтiв, оновлення вже встанов-

лених систем, можливi репутацiйнi втрати i т.д.

Вважається, що якщо взяти за 1 умовну одиницю вартiсть виправлення

помилки, що було виявлено на етапi проектування, то вартiсть виправле-

ння такої помилки на етапi реалiзацiї ПО буде становити 6.5 у.о., на етапi

тестування - 15 у.о. та на етапi експлуатацiї - 100 у.о. Таким чином, можна

зробити висновок щодо необхiдностi впровадження у процес розробки ПО

таких практик, що дозволять виявляти та виправляти помилки на раннiх

етапах життєвого циклу ПО.

Рис. 1. Вiдносна вартiсть виправлення помилок

Таким чином, використання формальної верифiкацiї систем крiм пiд-

вищеної надiйностi рiшення має наступнi економiчнi переваги:



22

1. Зниження витрат на тестування i виправлення помилок. Традицiйнi

методи тестування, такi як модульне тестування, iнтеграцiйне тесту-

вання та системне тестування, хоча i є ефективними, мають свої обме-

ження. Формальна верифiкацiя забезпечує систематичний пiдхiд до

виявлення помилок, що може значно зменшити витрати на тестуван-

ня та виправлення помилок, особливо на пiзнiх стадiях розробки, де

оптимiзацiя витрат є критично важливою через високу собiвартiсть

внесення змiн до програмного продукту.

2. Довгостроковi економiчнi вигоди. Формальна верифiкацiя може за-

безпечити довгостроковi економiчнi вигоди за рахунок пiдвищення

якостi програмного забезпечення. Зменшення кiлькостi помилок на

етапi експлуатацiї знижує витрати на пiдтримку та обслуговування

системи, а також покращує репутацiю компанiї, що розробляє про-

грамне забезпечення.

Емпiричнi дослiдження економiчної вигоди використання формальних

пiдходiв до специфiкацiї програмних продуктiв показують, що в галузi роз-

робки авiонiки, подiбнi методи можуть знизити загальнi витрати на розроб-

ку на 15-20 % за рахунок зменшення кiлькостi помилок на стадiї тестування

та експлуатацiї. В галузi медичних пристроїв застосування формальної ве-

рифiкацiї знижує витрати на сертифiкацiю та вiдповiднiсть регуляторним

вимогам на 30 %.

Серед усiх засобiв формальної специфiкацiї програмних продуктiв слiд

видiлити специфiкацiю з використанням унiверсальних коалгбер [4]. Ко-

алгебраїчна специфiкацiя є потужним формальним методом, який вико-

ристовується для моделювання динамiчних систем. Вона ґрунтується на

поняттi коалгебри i є природним доповненням до алгебраїчних методiв, що

часто використовуються для статичних аспектiв програмного забезпече-

ння. У цьому контекстi коалгебраїчна специфiкацiя має ряд переваг над

iншими формальними методами, а саме

1. Природне моделювання динамiчних систем. Однiєю з основних пере-
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ваг коалгебраїчної специфiкацiї є її здатнiсть природно моделювати

динамiчнi системи. Коалгебри особливо добре пiдходять для опису

об’єктiв i їхньої поведiнки в часi, що дозволяє легко моделювати си-

стеми з безперервним або дискретним змiною станiв. Це робить коал-

гебраїчну специфiкацiю iдеальною для систем, де важливо описати

перехiднi процеси та взаємодiї мiж компонентами.

2. Пiдтримка об’єктно-орiєнтованого програмування. Коалгебраїчнi ме-

тоди тiсно пов’язанi з об’єктно-орiєнтованим програмуванням (ООП)

[5]. Вони дозволяють моделювати об’єкти як коалгебри, де кожен

об’єкт визначається його станами i переходами мiж ними. Це забез-

печує природну iнтеграцiю з ООП-парадигмою, де поведiнка об’єктiв

описується методами, а стани — властивостями. Таким чином, ко-

алгебраїчна специфiкацiя спрощує формалiзацiю та аналiз об’єктно-

орiєнтованих систем.

3. Сильна пiдтримка властивостей iнварiантностi. Коалгебраїчна специ-

фiкацiя забезпечує ефективнi засоби для опису i перевiрки властиво-

стей iнварiантностi — властивостей, якi залишаються незмiнними при

переходах мiж станами. Це особливо важливо для критично важли-

вих систем, де необхiдно гарантувати, що певнi умови завжди вико-

нуються. Використання коалгебраїчних методiв дозволяє формально

довести, що iнварiанти дотримуються у всiх можливих станах систе-

ми.

4. Природна пiдтримка континуальних i дискретних систем. Коалгебра-

їчнi методи добре пiдходять для моделювання як континуальних, так

i дискретних систем. Це дозволяє використовувати їх для широкого

спектра застосувань, вiд цифрових схем i програмного забезпечення

до фiзичних процесiв i систем управлiння. Коалгебраїчна специфiка-

цiя може описувати поведiнку систем з нескiнченними станами, що

робить її унiверсальним iнструментом для моделювання рiзноманi-
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тних систем.

5. Можливiсть iнтеграцiї з iншими формальними методами. Коалгебра-

їчнi специфiкацiї можуть бути iнтегрованi з iншими формальними

методами, такими як алгебраїчнi специфiкацiї та модельна перевiрка

(model checking) [6]. Це забезпечує додатковi можливостi для фор-

мального аналiзу i верифiкацiї складних систем. Наприклад, алгебра-

їчнi методи можуть бути використанi для опису статичних аспектiв

системи, в той час як коалгебраїчнi методи використовуються для

динамiчних аспектiв, що забезпечує комплексний пiдхiд до моделю-

вання i верифiкацiї.

Таким чином, коалгебраїчнi специфiкацiї можуть бути iнтегрованi з iн-

шими формальними методами, такими як алгебраїчнi специфiкацiї та мо-

дельна перевiрка (model checking). Це забезпечує додатковi можливостi для

формального аналiзу i верифiкацiї складних систем. Наприклад, алгебраї-

чнi методи можуть бути використанi для опису статичних аспектiв систе-

ми, в той час як коалгебраїчнi методи використовуються для динамiчних

аспектiв, що забезпечує комплексний пiдхiд до моделювання i верифiкацiї.

Окремо слiд зазначити, що подiбнi формальнi методи, якi базуються на

використання теорiї унiверсальних коалгебр мають сенс при роботi над спе-

цифiкацiєю систем, якi неможливо адекватно формалiзувати за допомогою

однiєї моделi. До таких систем можна вiднести кiберфiзичнi.

Кiберфiзичнi системи — це iнтегрованi системи, в яких вiдбувається тi-

сна взаємодiя мiж фiзичними компонентами та кiбернетичними (обчислю-

вальними та комунiкацiйними) елементами [7]. В таких системах фiзичнi

процеси контролюються комп’ютерними алгоритмами, якi, у свою чергу,

взаємодiють з мережею iнтернет та iншими цифровими системами. Кiбер-

фiзичнi системи складаються з трьох основних компонентiв:

1. Фiзичнi компоненти: Це сенсори, актуатори, i рiзнi фiзичнi пристрої,

якi взаємодiють iз зовнiшнiм середовищем. Вони збирають данi про
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фiзичнi процеси, якi потiм обробляються кiбернетичними компонен-

тами.

2. Кiбернетичнi компоненти: Це обчислювальнi елементи, програмне за-

безпечення та алгоритми, якi аналiзують данi, приймають рiшення та

керують фiзичними компонентами. Вони забезпечують обробку i збе-

рiгання даних, а також їх передачу через мережу.

3. Комунiкацiйнi компоненти: Це мережевi iнтерфейси та протоколи, якi

забезпечують передачу даних мiж фiзичними i кiбернетичними ком-

понентами.

Одна з основних проблем специфiкацiї кiберфiзичних систем полягає в

їх складностi. Подiбнi системи включають в себе безлiч рiзнорiдних ком-

понентiв, якi взаємодiють мiж собою в реальному часi [8]. Цi компонен-

ти можуть бути механiчними, електронними, програмними або навiть бiо-

логiчними. Координацiя їх роботи вимагає розробки складних моделей i

алгоритмiв, якi здатнi врахувати всi можливi сценарiї поведiнки системи.

Наприклад, в автономних транспортних системах необхiдно врахувати по-

ведiнку транспортних засобiв, дорожню iнфраструктуру, пiшоходiв та iншi

фактори, що впливають на безпеку та ефективнiсть руху.

Таким чином, подiбнi системи неможливо специфiкувати використову-

ючи лише одну формальну модель. Це пов’язано з тим, що як було зазначе-

но, елементи цiєї системи занадто рiзнi зi їх природою. Теорiя унiверсаль-

них коалгебр у свою чергу дає можливiсть використовувати композицiю

моделей да допомогою модульного пiдходу до моделювання.

З усього вищевикладеного можна зробити висновок, що формальнi ме-

тоди специфiкацiї програмних продуктiв та систем є пiдходом, що дозволяє

забезпечити високу надiйнiсть системи та мiнiмiзувати фiнансовi затрати

на виправлення помилок у системi, у випадку, якщо вони виникнуть. Вико-

ристання унiверсальних коалгебр для специфiкацiї поведiнки програмних

продуктiв та систем має низку переваг над iншими формальними метода-

ми, зокрема простоту у моделюваннi динамiчних дискретних систем, що в
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свою чергу дає можливiсть зменшити затрати на створення специфiкацiї

для подiбних типiв систем. Отже, науково-прикладна задача розвинення

методологiй та пiдходiв до специфiкацiї поведiнки динамiчних дискретних

систем, побудованих на основi унiверсальних коалгебр є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, темами, планами.

Дисертацiйна робота виконана вiдповiдно до:

1. Закону України № 2623-III "Про прiоритетнi напрями розвитку науки

i технiки"редакцiя вiд 20.02.2021 р., зокрема за напрямом "Iнформа-

цiйнi та комунiкацiйнi технологiї";

2. Закону України № 3715-VI "Про прiоритетнi напрями iнновацiйної

дiяльностi в Українi"редакцiя вiд 05.12.2012 р., зокрема за напрямом

"Розвиток сучасних iнформацiйних, комунiкацiйних технологiй, ро-

бототехнiки";

Тематика дисертацiйної роботи пов’язана з дослiдженнями

1. Участь у НДР «Integrated rail freight optimisation in Ukraine: Railway

sleepers, rolling stock and logistics» (ДР № 0123U102700), у якостi ви-

конавця.

Науковi дослiдження, викладенi в дисертацiї, виконанi згiдно з напря-

мом наукової роботи кафедри Теоритичної i прикладної iнформатики Хар-

кiвського нацiонального унiверситету iм. В.Н.Каразiна.

Мета та задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є удоско-

налення унiфiкованих методiв специфiкацiї та аналiзу дискретних динамi-

чних систем рiзного типу включно з розподiленими за рахунок використа-

ння теорiї унiверсальних коалгебр.

Для досягнення зазначеної мети були поставленi та вирiшенi наступнi

задачi:

1. Аналiз сучасного стану методологiй формальної специфiкацiї про-

грамних продуктiв, в тому числi з використанням унiверсальних ко-

алгебр.
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2. Розробка коалгебрачних моделей для категорiй дискретних динамi-

чних систем, що породжують вихiднi даннi.

3. Дослiдження властивостей ендофунктора дискретної динамiчної си-

стеми з метою з’ясування факту наявностi вiдповiдної фiнальної си-

стеми.

4. Використання монади Джирi для забезпечення рандомiзацiї дискре-

тних динамiчних систем з виходами з метою формального визначення

рандомних систем.

5. З’ясування iснування фiнальної системи для класу рандомних систем

i її обчислення у разi iснування.

6. Аналiз поведiнки рандомної системи як композицiї системи з вихода-

ми та монади Джiрi.

7. Удосконалення методу синтезу моделей для динамiчного аналiзу

складних систем шляхом використання технiки унiверсальних коал-

гебр.

Об’єктом дослiдження є процеси специфiкацiї та аналiзу поведiнки

розподiлених обчислювальних систем рiзної природи, як детермiнованих

так i рандомних.

Предметом дослiдження є колагебраїчнi моделi дискретних динамi-

чних систем та методи їх аналiзу.

Методи дослiдження. Дослiдження виконано iз застосуванням на-

ступних принципiв та методiв

1. Принципiв теорiї систем, що є загальною теоретичною базою дослi-

дження.

2. Теорiї категорiй, що забезпечує унiверсальну формальну мову для

дослiдження систем рiзної природи.
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3. Теорiї унiверсальних коалгебр, що дозволяє моделювати поведiнку

дискретних динамiчних систем рiзного типу включаючи розподiленi

в рамках єдиного фреймворку.

4. Фiнальної семантики, яка визначає сенс властивостей i вiдношень

притаманих всiм системам заданого типу.

5. Методу коiндукцiї, який дозволяє доводити визначати та доводити

властивостi фiнальної системи.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в наступному

1. Вперше запропоновано формалiзацiю операцiї рандомiзацiї дис-

кретної динамiчної системи шляхом лiвої композицiї її ендофунктора

з монадою Джiрi.

2. Вперше сформульовано та доведено достатню умову для збереже-

ння ендофунктором категорiї множин слабких декартових квадратiв,

що дозволяє встановити факт iснування фiнальної системи.

3. Дiстала подальшого розвитку технiка обчислення фiнальної си-

стеми певного типу шляхом використанням методу коiндукцiї у разi

доведеного факту iснування фiнальної системи.

4. Дiстав подальшого розвитку метод синтезу моделей для динамi-

чного аналiзу (iмiтацiйного моделювання) складних систем з викори-

станням технiки унiверсальних коалгебр.

Особистий внесок здобувача

Дисертацiйне дослiдження виконано здобувачем самостiйно, усi сфор-

мульованi в ньому положення та висновки з рекомендацiями обґрунтованi

на основi особистих дослiджень автора. Для аргументацiї окремих поло-

жень використанi працi iнших науковцiв, на якi зробленi посилання. В

iндивiдуальних наукових працях застосовано лише авторськi iдеї та роз-

робки.
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Аспiрант брав активну участь у наукових дискусiях, семiнарах, пiдго-

товцi наукових статей, опублiкованих за темою дисертацiї, успiшно допо-

вiдав результати дослiджень на мiжнародних конференцiях.

У публiкацiї [9] здобувач визначив моделi для формалiзацiї роботи роз-

повсюджених типiв дискретних динамiчних систем з використанням унi-

версальних коалгебр.

У публiкацiї [10] здобувач розробив теоретичнi засади iснування фiналь-

ної системи для обраного типу дискретних динамiчних систем. Здобувач

визначив ендофунктор, який було успiшно використано для специфiкацiї

та аналiзу загальних дискретних систем, якi можуть бути використанi для

моделювання розподiлених, вбудованих i кiберфiзичних систем.

У публiкацiї [11] здобувач розробив пiдходи до впровадження стоха-

стичностi до детермiнованої моделi за допомогою монади вiрогiднiсного

розподiлу Джирi. Таким чином здобувачем було запропоновано процеду-

ру рандомiзацiї, яка використовує ендофунктор скiнченних розподiлiв як

iнструмент для побудови випадкової системи на основi детермiнованої си-

стеми.

У публiкацiї [12] здобувач розробив iмiтацiйну моделi залiзницi з огля-

дом на її природу, яку можна охарактеризувати як розподiлену. Це до-

зволило визначити макропараметри транспортного процесу, якi найбiльше

впливають на час перебування вагонної вiдправки в системi сортування.

У публiкацiї [13] здобувач навiв теоретичнi засади для використання

декартових квадратiв для доведення iснування фiнальної системи для по-

будованих моделей динамiчних систем.

У всiх назначених публiкацiях здобувач написав значну частину тексту

та перекладав його.

Практичне значення отриманих результатiв

Метод побудови iмiтацiйної моделi складних динамiчних систем з ви-

користанням унiверсальних коалгебр та враховуючи достатню умову збе-

реження ендофунктором категорiї множин слабких декартових квадратiв,

що дозволяє встановити факт iснування фiнальної коалгебри було викори-
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стано для моделювання роботи сортувальної станцiї з метою монiторингу

руху вагонопотокiв для забезпечення прогнозного часу доставки вантажiв

на полiгонi регiональної фiлiї “Пiвденна залiзниця” АТ “Укрзалiзниця” (акт

впровадження вiд 12 грудня 2023р.), що дозволило абезпечити точнiсть

прогнозування ETD сортувальних станцiй на розгалужених полiгонах за-

лiзничної мережi на рiвнi, близькому до 90 % з похибкою 4 - 9 %. Практично

було встановлено, що методи iмiтацiйного моделювання з використанням

унiверсальних коалгебр дають змогу зменшити потенцiйну кiлькiсть поми-

лок при розробцi систем монiторингу руху вагонопотокiв до 15 %. Це може

дозволити зменшити показник середнього часу простою вагона - транзит з

переробкою до 10 % вiд iснуючих показникiв.

Так само результати дисертацiйного дослiдження було впроваджено на

виробництвi ПАТ “Турбогаз”. Використання методик коалгебраїчної специ-

фiкацiї на етапi проектування турбодетандерної технiки дало можливiсть

пiдвищити надiйнiсть технiки, що виготовляється (акт впровадження вiд

27 грудня 2023р.)

Отриманi в процесi дослiдження теоретичнi положення, моделi й методи

впроваджено у навчальний процес УкрДУЗТ (акт вiд 14 грудня 2023р.) на

факультетi “Управлiння процесами перевезень” кафедри “Управлiння екс-

плуатацiйною роботою” у дисциплiнах “Iнформацiйнi технологiї в управ-

лiннi мiжнародними перевезеннями”, “Сучаснi iнформацiйнi технологiї в

управлiннi залiзничними пiдроздiлами” та “Управлiння експлуатацiйною

роботою” при вивченнi систем та пiдходiв до проєктування систем монiто-

рингу руху, зокрема при вивченнi

1. принципiв планування роботи станцiї використовувався метод побу-

дови iмiтацiйної моделi роботи сортувальної станцiї з використанням

унiверсальних коалгебр

2. монiторингу руху вагонопотокiв використовувався метод прогнозу-

вання очiкуваного часу вiдправлення (ETD) вантажної вiдправки на

сортувальнiй станцiї з використанням методу динамiчного аналiзу
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(iмiтацiйного моделювання) складних систем з використанням унi-

версальних коалгебр

А також для пiдготовки до дипломування бакалаврiв i магiстрiв

освiтньо-професiйного рiвня та магiстрiв освiтньо-наукового рiвня на фа-

культетi “Управлiння процесами перевезень” за освiтнiми програмами “Ор-

ганiзацiя перевезень i управлiння на транспортi”, “Органiзацiя мiжнаро-

дних перевезень” у Українському державному унiверситетi залiзничного

транспорту.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi теоретичнi положення,

висновки i пропозицiї, якi мiстяться в дисертацiї, обговорювалися та були

затвердженнi на засiданнях кафедри теоретичної та прикладної iнформа-

тики Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна. Ключо-

вi положення дослiдження оприлюдненi у доповiдях на науково-технiчних

конференцiях всеукраїнського та мiжнародного рiвнiв (2020–2024 роки).

1. 17th International Conference on ICT in Education, Research and

Industrial Applications. Integration, Harmonization and Knowledge

TransferAt: Kherson, Ukraine: Volume I: Main Conference, PhD Symposi-

um, and Posters (Україна, м.Херсон, 2021р.)

2. 13th International Conference on Dependable Systems, Services and

Technologies (DESSERT) (Грецiя, м.Афiни 2023р.)

Публiкацiї. Основнi теоретичнi положення i висновки дисертацiї ви-

кладенi у 5 наукових працях, з яких 1 стаття у наукових фахових виданнях

України та тi, що входять до мiжнародних наукометричних баз [9-12] та 3

тез наукових доповiдей [9-11].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел i 2

додаткiв. Загальний обсяг дисертацiї становить 138 сторiнки: у тому числi

анотацiї на 10 сторiнках, змiст на 3 сторiнках, основний текст на 101 сто-

рiнках, список використаних джерел iз 72 найменувань на 11 сторiнках та

два додатки на 8 сторiнках. Робота мiстить 18 дiаграм та 10 рисункiв.



РОЗДIЛ 1. АНАЛIЗ ПIДХОДIВ ДО ПIДВИЩЕННЯ

ЯКОСТI ПРОЦЕСУ СПЕЦИФIКАЦIЇ ОБМЕЖЕНЬ

РОЗПОДIЛЕНИХ СИСТЕМ

1.1 Аналiз проблематики специфiкацiї поведiнки систем

на етапi проєктування та її актуальнiсть

Специфiкацiя поведiнки системи є одним з ключових аспектiв у розроб-

цi програмного забезпечення та систем, що дозволяє визначити як система

повинна поводитися у вiдповiдь на рiзнi вхiднi данi та взаємодiї. Ця спе-

цифiкацiя надає чiтке уявлення про динамiчнi аспекти системи, що є кри-

тичним для забезпечення її коректностi та надiйностi [14]. Специфiкацiя

поведiнки системи описує динамiчну поведiнку системи у виглядi реакцiй

на подiї, входи i змiну станiв. Це включає в себе створення моделi станiв i

переходiв, розробку протоколiв взаємодiї та опис реакцiй системи на подiї.

Модель станiв i переходiв системи є важливим iнструментом для специ-

фiкацiї поведiнки систем. Вони дозволяють описати, як система переходить

мiж рiзними станами у вiдповiдь на зовнiшнi та внутрiшнi подiї. Основними

поняттями є Стан (вiдображає конкретний момент часу або конфiгурацiю

системи), Подiя(зовнiшня або внутрiшня дiя, яка може змiнити стан си-

стеми) та Перехiд (процес змiни одного стану на iнший, що вiдбувається

у вiдповiдь на подiю). Є декiлька методiв для того щоб реалiзувати мо-

дель станiв та переходв, серед яких можна видiлити дiаграми станiв UML

(Unified Modeling Language) [15] та формальна модель з використанням

скiнчених автоматiв.

Протоколи взаємодiї описують правила та порядок обмiну iнформацi-

єю мiж рiзними компонентами системи або мiж системою та її зовнiшнiм

середовищем. Протоколи взаємодiї забезпечують чiткiсть i однозначнiсть

у комунiкацiї, що критично важливо для розробки складних програмних

32
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систем. З їх використанням визначають набiр повiдомлень, якi можуть

бути переданi мiж компонентами системи, порядок їх передачi, а також

умови та дiї, що асоцiюються з цими повiдомленнями. Вони гарантують,

що всi учасники взаємодiї слiдують встановленим правилам, забезпечуючи

узгодженiсть i передбачуванiсть поведiнки системи. Основними елемента-

ми протоколiв взаємодiї є Повiдомлення (основнi одиницi обмiну iнформа-

цiєю мiж компонентами системи), Ролi (Визначають учасникiв протоколу

та їхнi функцiї), Умови (Логiчнi вирази, що визначають, коли i як можуть

вiдбуватися певнi взаємодiї) та Дiї (Операцiї, якi виконуються у вiдповiдь

на певнi повiдомлення).

Значення специфiкацiї та вигода її впровадження на етапi проектування

системи та передпроектного аналiзу полягає у наступному [16]

1. Формалiзацiя поведiнки: Моделi дозволяють формально описати ди-

намiчну поведiнку системи, що сприяє точному розумiнню та аналiзу

2. Верифiкацiя та валiдацiя: Можливiсть формальної перевiрки коре-

ктностi системи та виявлення помилок на раннiх етапах розробки

3. Покращення комунiкацiї: Забезпечують спiльне розумiння мiж роз-

робниками, замовниками та iншими учасниками проєкту

4. Спрощення тестування: Чiткi моделi полегшують розробку тестових

сценарiїв i перевiрку системи на вiдповiднiсть специфiкацiї

5. Гарантiя сумiсностi: Протоколи забезпечують узгодженiсть i сумi-

снiсть мiж рiзними компонентами системи

6. Полегшення iнтеграцiї: Визначенi правила i формати повiдомлень

спрощують iнтеграцiю з iншими системами

7. Забезпечення надiйностi та безпеки: Протоколи включають механi-

зми для обробки помилок i захисту даних
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8. Покращення продуктивностi: Оптимальнi протоколи можуть змен-

шити затримки i пiдвищити ефективнiсть передачi даних

Таким чином, специфiкацiя на етапi проєктування системи вiдiграє кри-

тично важливу роль, забезпечуючи структуроване та чiтке визначення ви-

мог, функцiональностi та обмежень системи [17]. Вона служить основою

для всiх наступних етапiв розробки, включаючи реалiзацiю, тестування

та пiдтримку. Специфiкацiя дозволяє узгодити очiкування мiж замовника-

ми, розробниками та iншими зацiкавленими сторонами, зменшуючи ризик

непорозумiнь та помилок. Наявнiсть такої документацiї залишається акту-

альною протягом всього життєвого циклу системи. Вона забезпечує основу

для розширення системи, пiдтримки та обслуговування та навчання нових

спiвробiтникiв.

Однак, процес створення специфiкацiї часто стикається з численними

проблемами, якi можуть вплинути на якiсть кiнцевого продукту. Цi пробле-

ми виникають через складнiсть, неоднозначнiсть, змiннiсть вимог, а також

технiчнi та органiзацiйнi бар’єри [18]. Серед ключових проблем можна ви-

дiлити наступнi:

1. Неоднозначнiсть i неповнота вимог. Термiнологiя та формулювання

вимог можуть бути iнтерпретованi по-рiзному рiзними учасниками

проекту. Це призводить до рiзних розумiнь вимог, що впливає на

узгодженiсть проекту. З iншого боку, вимоги можуть бути неповними

або недостатньо детальними, що створює прогалини в розумiннi фун-

кцiональностi системи. Це може призвести до помилок у розробцi та

iнтеграцiї компонентiв.

2. Змiннiсть вимог. Вимоги до системи часто змiнюються протягом жит-

тєвого циклу розробки через змiни в бiзнес-процесах, зовнiшнiх умо-

вах або нових технологiчних можливостях. Це ускладнює пiдтримку

актуальностi специфiкацiї та вимагає постiйного оновлення докумен-

тацiї.
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3. Складнiсть i масштабнiсть систем. Сучаснi програмнi системи є ви-

сококонфiгурованими та iнтегрованими з рiзними iншими системами,

що ускладнює розробку та пiдтримку специфiкацiй. Велика кiлькiсть

компонентiв i їх взаємодiя створюють додатковi складнощi у визна-

ченнi та управлiннi вимогами.

4. Комунiкацiйнi бар’єри. Недостатня комунiкацiя мiж зацiкавленими

сторонами проекту може призвести до неправильного розумiння ви-

мог. Рiзнi пiдходи до розробки, культурнi та мовнi вiдмiнностi також

можуть впливати на якiсть специфiкацiй.

5. Формалiзацiя специфiкацiй. Вибiр мiж текстовими (неформальними)

та формальними методами специфiкацiї є критичним. Текстовi мето-

ди часто є зрозумiлими, але можуть бути неоднозначними, тодi як

формальнi методи забезпечують точнiсть, але є складними для розу-

мiння та використання широкою аудиторiєю.

6. Верифiкацiя i валiдацiя. Перевiрка вiдповiдностi специфiкацiї реаль-

ним вимогам користувачiв та її правильностi є складним завданням.

Валiдацiя включає переконання, що специфiкацiя вiдповiдає потре-

бам замовника, а верифiкацiя - що система вiдповiдає специфiкацiї.

7. Iнтеграцiя з iснуючими системами. Специфiкацiя повинна враховува-

ти сумiснiсть з iснуючими системами та iнтерфейсами, що може бути

складним через рiзнi стандарти, протоколи та архiтектурнi пiдходи.

8. Документування нефункцiональних вимог. Нефункцiональнi вимоги,

такi як продуктивнiсть, безпека, масштабованiсть, часто є важко ви-

значуваними та вимiрюваними, що створює проблеми для їх адеква-

тної специфiкацiї та тестування.

Окремо слiд зазначити, що проблеми, пов’язанi зi специфiкацiєю по-

ведiнки систем та пошук методик до покращення процессiв проектуван-

ня, залишаються актуальними через зростаючу складнiсть i масштабнiсть
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програмного забезпечення [19]. Неправильне або неповне визначення ви-

мог може призвести до значних витрат на виправлення помилок на пiзнiх

стадiях розробки, зниження якостi системи та незадоволення користувачiв.

Актуальнiсть проблеми специфiкацiї на сучасному етапi є надзвичай-

но важливою в основному через зростаючу складнiсть програмних систем,

швидкий розвиток технологiй, постiйно змiнюванi вимоги користувачiв та

пiдвищенi очiкування щодо якостi програмного забезпечення. В умовах

швидких змiн на ринку та високої конкуренцiї, правильна та точна спе-

цифiкацiя є ключовим фактором успiшної розробки програмного забезпе-

чення.

Сучаснi програмнi системи стають все бiльш складними та iнтегровани-

ми. Це створює додатковi виклики для розробникiв щодо визначення та до-

кументування вимог. Наприклад, системи Iнтернету речей (IoT) [20], хмар-

нi сервiси та розподiленi системи вимагають врахування великої кiлькостi

взаємозв’язкiв та залежностей мiж компонентами. Крiм того, технологi-

чний прогрес призводить до постiйного оновлення iнструментiв, платформ

i методологiй розробки програмного забезпечення. Вимоги до систем часто

змiнюються на пiзнiх етапах проекту, що ускладнює процес специфiкацiї

та реалiзацiї.

Невизначенiсть та змiннiсть бiзнес-вимог також створюють виклики

для специфiкацiї, оскiльки необхiдно швидко адаптуватися до нових умов.

Специфiкацiя є основним засобом комунiкацiї мiж рiзними зацiкавлени-

ми сторонами, включаючи розробникiв, тестувальникiв, менеджерiв про-

екту та замовникiв. Невiдповiднiсть розумiння вимог може призвести до

значних помилок i витрат. У глобальних командах, де учасники можуть

працювати в рiзних часових поясах та культурних контекстах, чiтка та

зрозумiла специфiкацiя має критичне значення для узгодженостi роботи

[21].

Споживачi очiкують високої якостi, надiйностi та безпеки програмного

забезпечення. Недолiки у специфiкацiї можуть призвести до критичних по-

милок, якi важко виправити на пiзнiх стадiях розробки [22]. Вiдповiднiсть
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нормативним вимогам i стандартам (наприклад, у медичних або фiнансо-

вих системах) вимагає точних i детальних специфiкацiй для забезпечення

вiдповiдностi i аудиту. Сучаснi методологiї, такi як Agile [23] та DevOps

[24], передбачають iтеративний пiдхiд до розробки, що вимагає постiйного

оновлення та вдосконалення специфiкацiй на кожному етапi проекту. Спе-

цифiкацiї мають бути гнучкими та адаптивними, щоб швидко реагувати на

зворотний зв’язок та змiни вимог.

Впровадження штучного iнтелекту та автоматизацiї в процеси розробки

програмного забезпечення вимагає нових пiдходiв до специфiкацiї, оскiль-

ки алгоритми навчання i прийняття рiшень можуть мати складнi та непе-

редбачуванi поведiнки [25]. Формальнi методи специфiкацiї, такi як коал-

гебраїчнi моделi, стають важливими для забезпечення точностi та верифi-

кацiї таких систем.

Специфiкацiя поведiнки систем є ключовим елементом у процесi роз-

робки програмного забезпечення, яка визначає його успiх та вiдповiд-

нiсть вимогам користувачiв. Актуальнiсть цiєї проблеми постiйно зростає у

зв’язку з ускладненням систем, швидкими змiнами в технологiях та бiзнес-

вимогах, пiдвищеними очiкуваннями щодо якостi, а також необхiднiстю

ефективної комунiкацiї мiж зацiкавленими сторонами. Розробникам i ме-

неджерам проектiв необхiдно враховувати цi виклики та активно викори-

стовувати сучаснi методи i засоби для забезпечення якiсної та гнучкої спе-

цифiкацiї.

Iснує кiлька методiв та пiдходiв до створення специфiкацiй, якi можна

подiлити на неформальнi, напiвформальнi та формальнi.

Неформальнi методи специфiкацiї поведiнки систем забезпечують про-

стоту та зрозумiлiсть для широкого кола учасникiв проекту, що робить їх

зручними для початкових етапiв розробки або для команд з обмеженими

технiчними знаннями [26]. Неформальнi методи специфiкацiї мають свої

переваги та обмеження. Вони забезпечують зрозумiлiсть i простоту, що є

важливим для початкових етапiв проекту та для комунiкацiї мiж рiзними

зацiкавленими сторонами. Однак, їх неоднозначнiсть i можливiсть пропу-
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скiв роблять їх менш придатними для складних та критично важливих

систем, де потрiбна висока точнiсть i однозначнiсть. У таких випадках,

неформальнi методи можуть використовуватися у поєднаннi з напiвфор-

мальними та формальними методами для забезпечення повноти та точностi

специфiкацiї. До неформальних методiв можна вiднести:

1. Текстовi описи. Це найбiльш поширений i зрозумiлий спосiб специ-

фiкацiї, де вимоги описуються у виглядi тексту. Неформальнi описи

легко зрозумiлi широкому колу учасникiв проекту, але можуть бути

неоднозначними i неповними.

2. User Stories. Короткi оповiдання вiд iменi користувачiв, якi описують

бажану функцiональнiсть системи. Цей пiдхiд часто використовує-

ться в методологiях Agile i забезпечує зрозумiлiсть вимог для всiх

зацiкавлених сторiн [27].

3. Сценарiї використання (Use Cases). Метод, що описує взаємодiю мiж

користувачем i системою, спрямований на досягнення певної мети.

Сценарiї використання деталiзують рiзнi шляхи, якими користувач

може взаємодiяти з системою [28].

Напiвформальнi методи специфiкацiї поведiнки систем поєднують еле-

менти як неформальних, так i формальних методiв, забезпечуючи зрозумi-

лiсть i структурованiсть, необхiднi для ефективного проектування скла-

дних систем [29]. Вони використовують дiаграми, моделi та iншi вiзуальнi

засоби для опису системи, що робить їх придатними для використання у

командах з рiзним рiвнем технiчної пiдготовки. Напiвформальнi методи

специфiкацiї забезпечують кращу структурованiсть та точнiсть порiвняно

з неформальними методами, зберiгаючи при цьому зрозумiлiсть i просто-

ту використання. Вони дозволяють створювати вiзуальнi моделi, якi легко

читати i розумiти, що сприяє покращенню комунiкацiї та спiвпрацi мiж

членами команди. Використання напiвформальних методiв є ефективним

компромiсом мiж точнiстю формальних методiв та гнучкiстю i простотою
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неформальних методiв, що робить їх особливо корисними для складних

проектiв, якi потребують детального i структурованого пiдходу до специ-

фiкацiї поведiнки систем. До напiвформальних методiв можна вiднести:

1. UML (Unified Modeling Language). Використовується для вiзуалiзацiї,

специфiкацiї, конструювання та документування компонентiв про-

грамних систем. UML включає дiаграми класiв, дiаграми станiв, дi-

аграми дiяльностi та iншi, що допомагають моделювати поведiнку

системи [30] [31].

2. DFD (Data Flow Diagrams). Використовується для представлення по-

токiв даних в системi та обробки цих даних. DFD допомагає зрозумi-

ти, як данi перетiкають через систему i як вони змiнюються [32].

Формальнi методи специфiкацiї поведiнки систем є математично об-

ґрунтованими пiдходами, що забезпечують точнiсть i однозначнiсть опису

програмних систем [33]. Вони використовують формальнi мови i моделi для

визначення вимог i поведiнки систем, дозволяючи здiйснювати формальну

верифiкацiю i доведення властивостей системи. Формальнi методи специ-

фiкацiї мають кiлька значних переваг. Вони забезпечують високу точнiсть

i однозначнiсть опису, що знижує ймовiрнiсть помилок на стадiї проекту-

вання. Формальнi методи дозволяють здiйснювати формальну верифiка-

цiю специфiкацiй, що сприяє виявленню i виправленню помилок на раннiх

етапах розробки, зменшуючи таким чином витрати на їх виправлення у

майбутньому. Крiм того, формальнi методи сприяють автоматизацiї проце-

су розробки, дозволяючи використовувати iнструменти для автоматичної

верифiкацiї та генерацiї коду. Проте, використання формальних методiв

також має свої обмеження. Вони вимагають високого рiвня математичної

пiдготовки i спецiалiзованих знань, що може бути бар’єром для їх широ-

кого застосування. Крiм того, процес формальної верифiкацiї може бути

трудомiстким i затратним, особливо для великих i складних систем. Незва-

жаючи на цi обмеження, формальнi методи є потужним iнструментом для

забезпечення високої якостi програмного забезпечення i знаходять широке
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Рис. 1.1. Приклад використання Data Flow Diagrams

застосування в критично важливих системах, таких як авiонiка, медичнi

прилади та фiнансовi системи. До формальних методiв можна вiднести:

1. VDM (Vienna Development Method). Формальна методика специфiка-

цiї, яка використовує математичнi моделi для визначення поведiнки

програмних систем. VDM дозволяє здiйснювати аналiз i верифiкацiю

вимог [34].

2. Алгебраїчнi специфiкацiї. Використовуються для визначення пове-

дiнки абстрактних типiв даних. Алгебраїчнi специфiкацiї забезпечу-

ють формальний пiдхiд до визначення операцiй над даними i їх вла-

стивостей [35].
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3. Коалгебраїчнi методи. Специфiкацiя динамiчних систем через коал-

гебри. Вони є зручними для опису систем, де поведiнка визначається

переходами мiж станами.

Рис. 1.2. Приклад використання UML

Вибiр конкретного методу специфiкацiї залежить вiд складностi систе-

ми, вимог до точностi i однозначностi, а також вiд наявних ресурсiв i рiв-

ня пiдготовки розробникiв. Неформальнi методи пiдходять для початко-

вих стадiй проекту або для невеликих команд з обмеженими технiчними

знаннями. Напiвформальнi методи, такi як UML [36], є компромiсом мiж

зрозумiлiстю i структурованiстю, тодi як формальнi методи забезпечують

високу точнiсть i надiйнiсть, але вимагають значних зусиль на верифiкацiю

i навчання.

1.2 Аналiз формальних методiв специфiкацiї поведiнки

систем. Обґрунтування доцiльностi їх використання

формальнi методи специфiкацiї, якi вiдiграють ключову роль у забез-

печеннi точностi, надiйностi та однозначностi програмних систем. Вибiр

саме формальних методiв має кiлька суттєвих переваг, якi зумовлюють їх

актуальнiсть i необхiднiсть у сучасному процесi розробки складних та кри-

тично важливих систем. Вони базуються на використаннi математичних
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моделей i логiки, що забезпечує точне визначення вимог i поведiнки систем.

Це дозволяє уникнути неоднозначностей i протирiч, якi часто виникають

при використаннi неформальних i напiвформальних методiв [37]. Завдя-

ки математичнiй основi формальнi методи дозволяють чiтко формулювати

специфiкацiї, що знижує ймовiрнiсть помилок на етапi проектування.

Однiєю з основних переваг формальних методiв є можливiсть формаль-

ної верифiкацiї специфiкацiй. Це процес доведення правильностi вимог i

моделей системи з використанням математичних методiв. Формальна ве-

рифiкацiя дозволяє виявляти i виправляти помилки на раннiх стадiях роз-

робки, що суттєво знижує витрати на їх усунення на пiзнiших етапах. На-

приклад, використання методiв формальної верифiкацiї в авiонiцi та меди-

чних приладах дозволяє забезпечити високий рiвень безпеки i надiйностi

систем [38].

Формальнi методи сприяють пiдвищенню загальної якостi програмного

забезпечення. Завдяки точним i однозначним специфiкацiям розробники

можуть створювати бiльш надiйнi i стiйкi системи, якi вiдповiдають всiм

вимогам. Це особливо важливо для критично важливих систем, де помил-

ки можуть призвести до серйозних наслiдкiв. Використання формальних

методiв допомагає запобiгти таким помилкам i забезпечити високий рiвень

якостi програмного забезпечення. Формальнi методи є особливо актуаль-

ними у галузях, де помилки можуть мати катастрофiчнi наслiдки, таких

як авiонiка, медичнi прилади, ядерна енергетика та фiнансовi системи. В

цих галузях вимоги до надiйностi i безпеки є надзвичайно високими, i фор-

мальнi методи забезпечують необхiдний рiвень точностi i надiйностi. На-

приклад, авiацiйнi стандарти, такi як DO-178C [39], рекомендують викори-

стання формальних методiв для забезпечення безпеки програмного забез-

печення.

Таким чином, можна зробити висновок, що використання формальних

методiв специфiкацiї поведiнки систем є необхiдним пiд час роботи зi скла-

дними системами, якi мають пiдвищеннi вимоги до надiйностi та безпере-

бiйностi роботи, зокрема розподiленi та кiберфiзичнi системи.
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Формальнi методи специфiкацiї поведiнки систем базуються на вико-

ристаннi математичних i логiчних моделей для точного визначення вла-

стивостей та поведiнки програмних систем. Кожен з методiв має свої унi-

кальнi пiдходи та iнструменти, якi допомагають у формалiзацiї вимог i їх

подальшiй верифiкацiї [40]. Серед найпопулярнiших формальних методiв

специфiкацiї можна видiлити наступнi:

1. Мова формальної специфiкацiї Z

2. Метод VDM (Vienna Development Method)

3. Алгебраїчнi специфiкацiї

4. Коалгебраїчнi специфiкацiї

Мова формальної специфiкацiї Z (вимовляється як "зед") є одним з най-

вiдомiших i найчастiше використовуваних формальних методiв для опису

i моделювання програмних систем [41]. Розроблена в Оксфордському унi-

верситетi, ця мова використовується для створення точних i формально

перевiрених специфiкацiй, що забезпечує високу надiйнiсть i коректнiсть

програмних систем.

Мова Z базується на теорiї множин i логiцi першого порядку, що до-

зволяє створювати чiткi i формально обґрунтованi моделi систем. Вона

використовує математичнi нотацiї для опису станiв системи, операцiй над

цими станами, а також їх властивостей. Основним елементом мови Z є схе-

ма (schema), яка використовується для групування пов’язаних мiж собою

змiнних i предикатiв, що описують стан системи або поведiнку окремих її

частин.

Схема в мовi Z має двi частини: декларацiйну частину, що визначає

змiннi та їх типи, i предикатну частину, що задає обмеження або власти-

востi цих змiнних. Схеми дозволяють моделювати рiзнi стани системи та

описувати переходи мiж ними у виглядi операцiй. Наприклад, схема для

опису банкiвського рахунку може мiстити змiннi для поточного балансу та

обмеження, що забезпечують позитивний баланс пiсля кожної операцiї.
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Мова Z також включає засоби для моделювання складних структур

даних за допомогою теорiї множин. Це дозволяє створювати абстрактнi

моделi, що вiдображають структури даних i їх взаємодiю. Крiм того, логiка

першого порядку забезпечує iнструменти для формулювання iнварiантiв

та передумов операцiй, що дозволяє здiйснювати формальну верифiкацiю

властивостей системи.

Однiєю з ключових переваг мови Z є можливiсть формальної верифi-

кацiї специфiкацiй. Це дозволяє доводити правильнiсть вимог i моделi си-

стеми, що знижує ризики помилок на раннiх стадiях розробки. Формальна

верифiкацiя включає перевiрку коректностi iнварiантiв, передумов i посту-

мов операцiй, що гарантує вiдповiднiсть специфiкацiї реальним вимогам.

Мова Z є особливо корисною для розробки критично важливих систем,

де помилки можуть мати серйознi наслiдки. Наприклад, вона широко ви-

користовується в авiонiцi, медичних приладах i фiнансових системах. Ви-

користання формальної специфiкацiї на раннiх етапах проектування допо-

магає забезпечити високу надiйнiсть i безпеку системи, знижуючи витрати

на виправлення помилок на пiзнiших етапах розробки.

Одним з важливих аспектiв використання мови Z є пiдтримка iнстру-

ментальних засобiв для автоматизацiї процесу формальної верифiкацiї.

Iснують рiзнi iнструменти, що пiдтримують синтаксичний аналiз, перевiрку

коректностi специфiкацiй i генерацiю тестiв. Це сприяє пiдвищенню ефе-

ктивностi процесу розробки та забезпечує додатковi гарантiї правильностi

специфiкацiй.

Незважаючи на всi переваги, мова Z має певнi обмеження. Вона вимагає

вiд розробникiв високого рiвня математичної пiдготовки i спецiалiзованих

знань, що може бути бар’єром для широкого використання. Крiм того, про-

цес формальної верифiкацiї може бути трудомiстким i затратним, особливо

для великих i складних систем. Проте, цi недолiки компенсуються високою

надiйнiстю i точнiстю специфiкацiй, що робить мову Z незамiнним iнстру-

ментом для розробки критично важливих програмних систем.

Мова формальної специфiкацiї Z використовується для точного i недво-
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значного опису програмних систем. Нижче наведено приклад, який демон-

струє використання мови Z для моделювання банкiвського рахунку. Цей

приклад включає опис станiв банкiвського рахунку та операцiй, якi мо-

жуть виконуватися над цим рахунком.

Опис стану банкiвського рахунку

BANK_ACCOUNT

[ BALANCE ]

balance : BALANCE

balance ≥ 0

У цьому прикладi схема BankAccount описує стан банкiвського рахунку.

Змiнна balance представляє поточний баланс рахунку. Умова balance ≥ 0 є

iнварiантом, який гарантує, що баланс рахунку не може бути вiд’ємним.

Опис операцiї депонування

DEPOSIT

∆ BANK_ACCOUNT

amount? : N
amount? > 0

balance' = balance + amount?

Операцiя Deposit описує процес внесення коштiв на банкiвський раху-

нок. Вона використовує схему ∆BankAccount, яка означає, що стан рахунку

змiнюється. Змiнна amount? представляє суму, яку користувач хоче вне-

сти, i має тип цiлих чисел. Умова amount? > 0 гарантує, що внесена сума

має бути додатньою. Пiсля виконання операцiї новий баланс balance’ обчи-

слюється як сума попереднього балансу i внесеної суми.

Опис операцiї зняття коштiв

WITHDRAW

∆ BANK_ACCOUNT

amount? : N
amount? > 0 ∧ amount? ≤ balance
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balance' = balance - amount?

Операцiя Withdraw описує процес зняття коштiв з банкiвського рахун-

ку. Вона також використовує схему ∆BankAccount, що означає змiну стану

рахунку. Змiнна amount? представляє суму, яку користувач хоче зняти, i

має тип цiлих чисел. Умова amount? > 0 гарантує, що знята сума має бути

додатньою, а умова amount? ≤ balance забезпечує, що знята сума не пе-

ревищує поточний баланс. Пiсля виконання операцiї новий баланс balance’

обчислюється як рiзниця мiж попереднiм балансом i знятою сумою.

Повна специфiкацiя банкiвського рахунку

BANK_ACCOUNT

[ BALANCE ]

balance : BALANCE

balance ≥ 0

DEPOSIT

∆ BANK_ACCOUNT

amount? : N
amount? > 0

balance' = balance + amount?

WITHDRAW

∆ BANK_ACCOUNT

amount? : N
amount? > 0 ∧ amount? ≤ balance

balance' = balance - amount?

У цiй повнiй специфiкацiї об’єднано опис стану банкiвського рахунку та

операцiй депонування, зняття коштiв i перевiрки балансу. Використовуючи

мову Z, можливо формально описати властивостi банкiвського рахунку та

забезпечити їх правильнiсть i узгодженiсть. Наведений приклад показує,
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як мова формальної специфiкацiї Z може бути використана для створення

точних i формально верифiкованих моделей програмних систем, що сприяє

пiдвищенню їх надiйностi i коректностi.

Метод VDM (Vienna Development Method) [42] є одним з найстарiших i

найбiльш розповсюджених формальних методiв для розробки програмного

забезпечення. Вiн був розроблений у 1970-х роках у Вiденському унiверси-

тетi та розвивався у рамках проекту IBM Vienna Laboratory. Основна мета

VDM полягає у забезпеченнi точного i формального опису програмних си-

стем для пiдвищення їх надiйностi i коректностi.

VDM базується на використаннi математичних моделей для формалi-

зацiї специфiкацiй програмного забезпечення. Цей метод дозволяє розро-

бникам створювати специфiкацiї, що можуть бути формально перевiренi

на вiдповiднiсть вимогам, зменшуючи таким чином ймовiрнiсть помилок

на раннiх етапах розробки. Основнi концепцiї VDM включають абстрактнi

типи даних, iнварiанти, передумови i постумови, що використовуються для

опису i верифiкацiї властивостей системи.

Абстрактнi типи даних (АТД) є центральною концепцiєю VDM. Вони

використовуються для моделювання структур даних системи на абстра-

ктному рiвнi, що дозволяє вiдокремити логiчнi аспекти даних вiд їх кон-

кретної реалiзацiї. АТД визначаються через iнварiанти та операцiї, що до-

зволяє формалiзувати вимоги до даних i операцiй над ними. Iнварiанти є

логiчними умовами, якi завжди повиннi виконуватися для коректного ста-

ну даних. Наприклад, iнварiант може вимагати, щоб баланс банкiвського

рахунку завжди був невiд’ємним.

Передумови i постумови є ще одним важливим аспектом VDM. Перед-

умови визначають умови, якi повиннi бути виконанi перед виконанням опе-

рацiї, тодi як постумови описують умови, якi повиннi виконуватися пiсля

завершення операцiї. Це дозволяє формалiзувати вимоги до операцiй i за-

безпечити їх коректне виконання. Наприклад, передумова для операцiї зня-

ття коштiв може вимагати, щоб сума зняття не перевищувала поточного

балансу, тодi як постумова гарантує, що новий баланс буде зменшений на
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вiдповiдну суму.

VDM також включає формальнi методи верифiкацiї, якi дозволяють

перевiрити вiдповiднiсть специфiкацiй вимогам i їх коректнiсть. Це досяга-

ється шляхом формального доведення, що iнварiанти, передумови i посту-

мови виконуються для всiх можливих станiв системи. Формальна верифiка-

цiя забезпечує високу надiйнiсть i коректнiсть програмного забезпечення,

що особливо важливо для критично важливих систем, таких як авiонiка,

медичнi прилади та фiнансовi системи.

Iнструментальна пiдтримка є важливою частиною VDM. Iснують рiзнi

iнструменти, що пiдтримують синтаксичний аналiз, перевiрку коректно-

стi специфiкацiй i генерацiю тестiв. Цi iнструменти автоматизують процес

формальної верифiкацiї i пiдвищують ефективнiсть розробки. Вони дозво-

ляють розробникам швидко виявляти i виправляти помилки на раннiх ета-

пах розробки, що знижує загальнi витрати i час на розробку.

Метод VDM був застосований у багатьох реальних проектах i продемон-

стрував свою ефективнiсть у забезпеченнi високої надiйностi i коректностi

програмного забезпечення. Вiн є одним з основних методiв у формальнiй

розробцi i продовжує використовуватися в сучасних проектах для створе-

ння надiйних i безпечних систем.

Розглянемо невеликий приклад, який демонструє основнi принципи

VDM, використовуючи просту модель банкiвського рахунку. В цьому при-

кладi буде описано банкiвський рахунок з операцiями внесення (депонуван-

ня) та зняття коштiв. Специфiкацiя буде включати абстрактний тип даних

для моделювання стану рахунку та операцiй над ним.

Опис стану банкiвського рахунку Почнемо з визначення стану бан-

кiвського рахунку, який включає поточний баланс.

types

Balance = nat

Account :: balance : Balance

inv mk_Account(balance) == balance >= 0
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У цьому прикладi ми визначили абстрактний тип даних Account, що

мiстить змiнну balance типу Balance, яка є невiд’ємним цiлим числом

(натуральним числом). Iнварiант гарантує, що баланс рахунку завжди буде

невiд’ємним.

Опис операцiї депонування

Далi визначимо операцiю депонування, яка збiльшує баланс рахунку на

певну суму.

operations

deposit(amount : nat) ext wr acc : Account

pre amount > 0

post acc' = mk_Account(acc.balance + amount)

Операцiя deposit приймає вхiдний параметр amount типу nat (нату-

ральне число). Вона модифiкує стан рахунку (wr означає write) i має пе-

редумову pre, що гарантує, що сума внеску є додатньою. Постумова post

описує новий стан рахунку пiсля виконання операцiї: новий баланс дорiв-

нює сумi попереднього балансу та внесеної суми.

Опис операцiї зняття коштiв

Тепер визначимо операцiю зняття коштiв, яка зменшує баланс рахунку

на певну суму, якщо поточний баланс достатнiй.

operations

withdraw(amount : nat) ext wr acc : Account

pre amount > 0 and amount <= acc.balance

post acc' = mk_Account(acc.balance - amount)

Операцiя withdraw приймає вхiдний параметр amount типу nat. Вона

також модифiкує стан рахунку i має передумови: сума зняття повинна бути

додатньою i не перевищувати поточний баланс рахунку. Постумова описує

новий стан рахунку пiсля виконання операцiї: новий баланс дорiвнює рi-

зницi мiж попереднiм балансом та знятою сумою.

Повна специфiкацiя банкiвського рахунку у VDM
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types

Balance = nat

Account :: balance : Balance

inv mk_Account(balance) == balance >= 0

operations

deposit(amount : nat) ext wr acc : Account

pre amount > 0

post acc' = mk_Account(acc.balance + amount)

withdraw(amount : nat) ext wr acc : Account

pre amount > 0 and amount <= acc.balance

post acc' = mk_Account(acc.balance - amount)

Ця специфiкацiя описує стан банкiвського рахунку та двi основнi опе-

рацiї над ним: депонування та зняття коштiв. Використання iнварiантiв,

передумов i постумов гарантує коректнiсть операцiй i дозволяє формально

перевiряти специфiкацiю.

Таким чином показано, що метод VDM забезпечує формальнi засоби

для опису та верифiкацiї властивостей програмних систем. Використову-

ючи VDM, розробники можуть створювати специфiкацiї, що можуть бути

формально перевiренi, зменшуючи ймовiрнiсть помилок i пiдвищуючи на-

дiйнiсть програмного забезпечення. У нашому прикладi ми побачили, як

метод VDM може бути використаний для моделювання банкiвського ра-

хунку, формально описуючи його стан i операцiї над ним.

Алгебраїчнi специфiкацiї є формальним методом, що використовується

для опису та аналiзу програмних систем. Вони базуються на математи-

чних поняттях алгебри i дозволяють формально визначати абстрактнi ти-

пи даних та операцiї над ними через систему рiвнянь i логiчних формул.

Цей метод використовує алгебраїчнi структури для моделювання поведiн-

ки програмних компонентiв, забезпечуючи точний i формальний опис їх
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властивостей.

Алгебраїчна специфiкацiя визначає абстрактнi типи даних за допомо-

гою множин (сортiв) i операцiй. Сорти представляють рiзнi категорiї да-

них, наприклад, цiлi числа, рядки або користувацькi типи даних, такi як

списки або множини. Операцiї визначають функцiї або процедури, якi мо-

жна виконувати над цими даними, i включають визначення їх сигнатур

(аргументiв i результатiв).

Основнi компоненти алгебраїчної специфiкацiї включають сигнатуру,

аксiоми i моделi. Сигнатура описує сорти i операцiї, тодi як аксiоми визна-

чають властивостi операцiй у виглядi рiвнянь або логiчних формул. Моделi

є конкретними реалiзацiями специфiкацiї, якi задовольняють всi аксiоми.

Сигнатура мiстить визначення всiх сортiв i операцiй, що вико-

ристовуються у специфiкацiї. Наприклад, для абстрактного типу да-

них "черга"можна визначити сорти "Queue"i "Element а також операцiї

"enqueue "dequeue "front"i "isEmpty". Цi операцiї матимуть свої сигнатури,

що визначають типи їх аргументiв i тип результату.

Аксiоми визначають властивостi операцiй у виглядi рiвнянь, що гаран-

тують їх коректнiсть. Наприклад, для операцiї "enqueue"у черзi можна

визначити аксiому, що операцiя додає елемент у кiнець черги, а операцiя

"dequeue"видаляє елемент з початку черги. Аксiоми формулюються таким

чином, щоб забезпечити логiчну узгодженiсть i правильнiсть всiх операцiй

над абстрактним типом даних.

Моделi є конкретними iнтерпретацiями специфiкацiї, якi задовольня-

ють всi аксiоми. Наприклад, модель черги може бути реалiзована за допо-

могою спискiв або масивiв, де операцiї "enqueue"i "dequeue"реалiзуються

вiдповiдними вставками i видаленнями елементiв. Це дозволяє перевiряти,

чи вiдповiдає реалiзацiя формальному опису, забезпечуючи правильнiсть i

надiйнiсть програмного забезпечення.

Алгебраїчнi специфiкацiї мають кiлька важливих переваг. Вони забез-

печують точний i недвозначний опис системи, знижуючи ймовiрнiсть поми-

лок на раннiх етапах розробки. Завдяки модульностi, алгебраїчнi специфi-
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кацiї дозволяють описувати систему як набiр незалежних модулiв, кожен з

яких можна розробляти i перевiряти окремо. Аксiоми i рiвняння використо-

вуються для формальної верифiкацiї коректностi реалiзацiї, що пiдвищує

надiйнiсть системи. Абстракцiя вiдокремлює логiчну структуру даних вiд

їх конкретної реалiзацiї, що полегшує змiну реалiзацiї без змiни специфi-

кацiї.

Алгебраїчнi специфiкацiї широко використовуються в рiзних галузях

програмного забезпечення, включаючи системи баз даних, компiлятори,

операцiйнi системи та iншi критично важливi системи. Вони особливо ко-

риснi в контекстi систем з високими вимогами до надiйностi i безпеки, де

формальна верифiкацiя є обов’язковою [43].

Наведемо приклад використання алгебраїчної специфiкацiї для банкiв-

ського рахунку з основними операцiями депонування, зняття коштiв та

перевiрки балансу.

Сигнатура

Спочатку визначимо сигнатуру, яка описує типи i операцiї

sorts Account, Amount, Balance

operations

create: -> Account

// створює новий банкiвський рахунок

deposit: Account x Amount -> Account

// депонує певну суму на рахунок

withdraw: Account x Amount -> Account

// знiмає певну суму з рахунку

get_balance: Account -> Balance

// повертає поточний баланс рахунку

is_overdrawn: Account -> Bool

// перевiряє, чи є рахунок перевищеним

Аксiоми

Тепер визначимо аксiоми, якi описують поведiнку цих операцiй:
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axioms

for all a: Account, amt: Amount, b: Balance

get_balance(create()) = 0

// новостворений рахунок має нульовий баланс

get_balance(deposit(a, amt)) = get_balance(a) + amt

// пiсля депонування суми amt, баланс рахунку

//збiльшується на цю суму

get_balance(withdraw(a, amt)) = get_balance(a) - amt

// пiсля зняття суми amt, баланс рахунку

// зменшується на цю суму

is_overdrawn(create()) = false

// новостворений рахунок не є перевищеним

is_overdrawn(a) = (get_balance(a) < 0)

// рахунок є перевищеним, якщо його баланс менший за нуль

Ця алгебраїчна специфiкацiя може бути використана для формальної

перевiрки властивостей банкiвського рахунку i його операцiй. Вона допо-

магає забезпечити коректнiсть реалiзацiї цих операцiй i їх вiдповiднiсть

заданим вимогам.

Таким чином, можна зробити висновок, що формальнi методи забез-

печують математичну точнiсть в описi поведiнки програмних систем [44].

Вони дозволяють формально верифiкувати властивостi системи, доводя-

чи їх правильнiсть вiдносно заданих специфiкацiй. Це особливо важливо в

критично важливих областях, таких як авiацiя, медицина, банкiвська спра-

ва, де помилки можуть призвести до катастрофiчних наслiдкiв. Формальнi

методи дозволяють виявляти помилки на раннiх етапах життєвого циклу

програмного забезпечення. Оскiльки специфiкацiя є формальною, можливi

недолiки у вимогах або проектуваннi можна виявити ще до початку коду-

вання. Це значно знижує витрати на виправлення помилок, оскiльки, як

вiдомо, чим ранiше виявлено помилку, тим дешевше її виправити.
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1.3 Аналiз пiдходiв до специфiкацiї поведiнки систем з

використанням унiверсальних коалгебр.

Обґрунтування доцiльностi їх використання

Окремо серед формальних методiв специфiкацiї є сенс видiлити коал-

гебраїчний метод специфiкацiї, що є потужним формальним iнструментом

для моделювання та аналiзу динамiчних систем, якi можна описати в термi-

нах станiв i переходiв мiж ними . На вiдмiну вiд традицiйних алгебраїчних

методiв, якi добре пiдходять для специфiкацiї статичних структур даних,

коалгебраїчнi методи орiєнтованi на опис поведiнки систем, що змiнюю-

ться з часом. Цей пiдхiд особливо корисний для моделювання нескiнченних

структур та систем, якi взаємодiють з оточенням.

Коалгебраїчнi специфiкацiї базуються на концепцiї коалгебр, якi є ду-

альними до алгебр. У алгебраїчних специфiкацiях основна увага придiля-

ється операцiям i їхнiм аксiомам, що визначають, як побудувати новi еле-

менти структури з iснуючих. Коалгебраїчнi специфiкацiї, навпаки, фокусу-

ються на спостережуваних властивостях системи i переходах мiж станами,

що дозволяє описувати їхню поведiнку в термiнах спостережень та реакцiй

на зовнiшнi дiї [45].

Основнi поняття коалгебраїчної специфiкацiї включають:

1. Становi простори (State Spaces): Становi простори описують множину

всiх можливих станiв системи. В коалгебраїчному контекстi, стани не

є статичними; вони визначаються через спостереження та переходи.

2. Спостереження (Observations): Спостереження визначають, якi аспе-

кти стану системи можуть бути вимiрянi або спостереженi зовнiшнiм

спостерiгачем. Це можуть бути вихiднi значення або внутрiшнi вла-

стивостi, якi можна побачити ззовнi.

3. Переходи (Transitions): Переходи описують, як система змiнюється з

одного стану в iнший у вiдповiдь на зовнiшнi дiї або внутрiшнi по-
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дiї. Коалгебраїчна специфiкацiя моделює цi переходи за допомогою

функцiй переходiв, що визначають новий стан системи на основi по-

точного стану та дiї.

Коалгебраїчна специфiкацiя системи формально визначається як ко-

алгебра для функторiв, що задають структуру станiв та їхнiх переходiв.

Нехай 𝐹 — функтор, який задає типи спостережень i переходiв для си-

стеми. Тодi коалгебра для 𝐹 — це пара (𝑆, 𝛾), де 𝑆 — множина станiв, а

𝛾 : 𝑆 −→ 𝐹 (𝑆) — функцiя, що визначає переходи та спостереження для ко-

жного стану. Ця функцiя 𝛾 часто називається коалгебраїчним оператором.

Наприклад, розглянемо специфiкацiю нескiнченного потоку значень. В

коалгебраїчному пiдходi, потiк можна визначити як пару (спостереження,

перехiд), де спостереження видає перший елемент потоку, а перехiд по-

вертає залишок потоку. Формально, це можна описати як коалгебру для

функтора 𝐹 (𝑋) = A×𝑋, де A — тип елементiв потоку.

Коалгебраїчнi методи мають низку переваг:

1. Природний опис динамiки: Коалгебраїчнi специфiкацiї природно опи-

сують динамiчнi властивостi систем, такi як послiдовностi дiй та реа-

кцiй на подiї, що робить їх придатними для моделювання реактивних

систем.

2. Моделювання нескiнченних структур: Коалгебраїчний пiдхiд легко

справляється з моделюванням нескiнченних структур, таких як по-

токи даних, що робить його корисним для систем, якi повиннi пра-

цювати безперервно або тривалий час.

3. Вiдповiднiсть мiж моделюванням та реалiзацiєю: Коалгебраїчнi спе-

цифiкацiї забезпечують чiтку вiдповiднiсть мiж формальною модел-

лю i реалiзацiєю, що спрощує перевiрку коректностi реалiзацiї щодо

специфiкацiї.

4. Автоматизацiя верифiкацiї: Iснують iнструменти i методи для авто-

матичної верифiкацiї коалгебраїчних специфiкацiй, що дозволяє фор-
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мально доводити властивостi системи або знаходити контрприклади

для перевiрки коректностi специфiкацiї.

Коалгебраїчнi методи стали важливим iнструментом у теоретичнiй iн-

форматицi та iнженерiї програмного забезпечення завдяки їхнiй здатностi

описувати та аналiзувати динамiчнi аспекти систем формально та матема-

тично строго. Вони знаходять застосування в широкому спектрi областей,

включаючи верифiкацiю програмного забезпечення, аналiз систем управ-

лiння, моделювання iнтерактивних систем i багато iншого [46].

Для iлюстрацiї коалгебраїчної специфiкацiї, розглянемо простий при-

клад моделювання банкiвського рахунку. Коалгебраїчний пiдхiд дозволяє

нам описати поведiнку банкiвського рахунку у вiдповiдь на рiзнi дiї, такi

як депозити та зняття коштiв, за допомогою станiв i переходiв.

Розглянемо коалгебраїчну специфiкацiю банкiвського рахунку. Нехай

State — це невiд’ємне цiле число, що представляє баланс рахунку, а Action

— це дiї, якi можуть виконуватися над рахунком: deposit(𝑥) i withdraw(𝑦).

Функцiя переходу 𝛾 : State −→ (N× State) визначається таким чином:

1. Для дiї deposit(𝑥):

𝛾(balance) = (new_balance, new_balance)

де new_balance = balance + 𝑥.

2. Для дiї withdraw(𝑦):

𝛾(balance) =

⎧⎪⎨⎪⎩(new_balance, new_balance) if 𝑦 ≤ balance

(balance, balance) if 𝑦 > balance

де new_balance = balance− 𝑦.

Ця специфiкацiя описує, як змiнюється стан банкiвського рахунку при

виконаннi дiй депозита i зняття коштiв. Для дiї депозиту баланс збiльшує-

ться на вiдповiдну суму. Для дiї зняття коштiв перевiряється, чи достатньо

коштiв на рахунку; якщо так, то баланс зменшується, iнакше залишає-

ться незмiнним. Такий пiдхiд дозволяє чiтко визначити поведiнку системи
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у вiдповiдь на зовнiшнi дiї та гарантувати її коректнiсть через формальнi

методи верифiкацiї.

Коалгебраїчнi специфiкацiї мають кiлька значних переваг при моде-

люваннi дискретних динамiчних систем. Цi системи змiнюють свiй стан у

дискретнi моменти часу i включають реактивнi системи, програмне забез-

печення з подiєвою логiкою, а також апаратнi компоненти. Нижче наведенi

основнi переваги коалгебраїчних специфiкацiй для таких систем.

Коалгебраїчнi специфiкацiї дозволяють природно моделювати динамi-

ку дискретних систем, оскiльки вони зосереджуються на переходах мiж

станами та спостереженнях. Дискретнi динамiчнi системи визначаються

набором дискретних станiв i подiями, що викликають змiни стану. Коал-

гебраїчний пiдхiд вiдображає цю структуру, описуючи систему у виглядi

функцiї переходiв, яка визначає, як система реагує на кожну подiю, перехо-

дячи з одного стану до iншого. Це дозволяє легко зрозумiти та аналiзувати

поведiнку системи.

Однiєю з ключових переваг коалгебраїчних специфiкацiй є їхня зда-

тнiсть працювати з нескiнченними або дуже великими дискретними стру-

ктурами. У дискретних динамiчних системах часто виникає необхiднiсть

моделювання нескiнченних послiдовностей станiв або подiй. Коалгебраї-

чний пiдхiд дозволяє ефективно описувати такi системи за допомогою не-

скiнченних коалгебр, що дозволяє формально визначити та аналiзувати

їхню поведiнку.

Коалгебраїчнi специфiкацiї пiдтримують формальну верифiкацiю дис-

кретних динамiчних систем. Завдяки математичнiй строгостi коалгебр, мо-

жна використовувати формальнi методи доведення для перевiрки власти-

востей системи. Це включає перевiрку коректностi переходiв мiж станами,

вiдповiднiсть специфiкацiї та виявлення можливих помилок або несподiва-

них поведiнок.

Формальна верифiкацiя важлива для дискретних динамiчних систем,

особливо в контекстi критичних систем, де помилки можуть призвести до

серйозних наслiдкiв. Коалгебраїчнi специфiкацiї забезпечують чiтку вiдпо-
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вiднiсть мiж моделлю та її реалiзацiєю, що дозволяє легко перевiряти, чи

вiдповiдає реалiзацiя початковiй специфiкацiї. Це спрощує процес розробки

та знижує ймовiрнiсть помилок, забезпечуючи високу надiйнiсть системи

[47].

Коалгебраїчнi методи дозволяють автоматизувати аналiз та верифiка-

цiю специфiкацiй дискретних динамiчних систем. Iснує ряд iнструментiв та

методiв, якi пiдтримують автоматичну генерацiю перевiрок властивостей,

симуляцiю та аналiз поведiнки систем. Це зменшує трудомiсткiсть та по-

милки при ручнiй перевiрцi, забезпечуючи ефективний та надiйний пiдхiд

до верифiкацiї.

Важливою перевагою коалгебраїчних специфiкацiй є їхнiй високий рi-

вень абстракцiї. Вони дозволяють описувати поведiнку дискретних дина-

мiчних систем на високому рiвнi, зосереджуючись на спостереженнях i пе-

реходах. Це робить моделi зрозумiлими та легкими для аналiзу, сприяє

модульностi та повторному використанню специфiкацiй.

Формальнi методи коалгебраїчних специфiкацiй також забезпечують

узгодженiсть i повноту опису дискретних динамiчних систем. Всi можли-

вi стани i переходи системи чiтко визначенi, що виключає суперечностi та

неповнi описи. Це забезпечує надiйнiсть та точнiсть специфiкацiй, що є

критично важливим для розробки та пiдтримки складних систем.

Коалгебраїчнi методи знаходять застосування у широкому спектрi обла-

стей, включаючи верифiкацiю програмного забезпечення, аналiз систем

управлiння, моделювання iнтерактивних систем i багато iншого [48]. Це

робить їх унiверсальним iнструментом для специфiкацiї дискретних ди-

намiчних систем, якi потребують формального та математично строгого

пiдходу.

1.4 Постановка задачi дисертацiйного дослiдження

Специфiкацiя поведiнки системи є описом змiн її станiв в процесi фун-

кцiонування. Цей документ формально визначає бажану поведiнку про-
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грамного або апаратного забезпечення i використовується для визначення

та верифiкацiї функцiй i властивостей системи. Таке визначення є крити-

чним для розробки, тестування та верифiкацiї програмного забезпечення.

Можна видiлити два основних пiдходи до проведення аналiзу системи, що

проектується, з метою її специфiкацiї, а саме - формальнi та неформаль-

нi. Обидва пiдходи до специфiкацiї програмного забезпечення мають свої

переваги та недолiки. Вибiр пiдходу залежить вiд вимог проекту, скла-

дностi системи та необхiдностi формальної верифiкацiї. Формальнi методи

в специфiкацiї програмного забезпечення застосовуються в тих випадках,

коли важлива висока точнiсть, несуперечливiсть i можливiсть формальної

верифiкацiї системи. Окремо слiд зазначити, що використання формаль-

них методiв специфiкацiї програмних систем здешевлює процес розроб-

ки продуктiв та зменшує потенцiйнi витрати на усунення помилок. Серед

усiх засобiв формальної специфiкацiї програмних продуктiв слiд видiли-

ти специфiкацiю з використанням унiверсальних коалгбер - алгебраїчних

об’єктiв дуальних унiверсальним алгебрам. Коалгебраїчна специфiкацiя є

потужним формальним методом, який використовується для моделювання

динамiчних систем.

Окремо слiд зазначити, що коалгебраїчнi специфiкацiї можуть бути iн-

тегрованi з iншими формальними методами, такими як алгебраїчнi специ-

фiкацiї та модельна перевiрка (model checking). Це забезпечує додатковi

можливостi для формального аналiзу i верифiкацiї саме складних систем,

якi як правило не можуть бути описанi в рамках однiєї моделi. Напри-

клад, алгебраїчнi методи можуть бути використанi для опису статичних

аспектiв системи, в той час як коалгебраїчнi методи використовуються для

динамiчних аспектiв, що забезпечує комплексний пiдхiд до моделювання

i верифiкацiї. Формальна специфiкацiя динамiки системи особливо необ-

хiдна для розподiлених систем, оскiльки вони мають додаткову невизна-

ченiсть спричинену недетермiнованiстю процесiв обмiну iнформацiєю мiж

компонентами системи.

З викладеного вище можна зробити висновок, що формальнi методи
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специфiкацiї програмних продуктiв та систем є пiдходом, що при правиль-

ному його використаннi дозволяє забезпечити високу надiйнiсть системи

та мiнiмiзувати фiнансовi витрати на виправлення проєктних помилок, у

випадку, якщо вони виникнуть. Використання унiверсальних коалгебр для

специфiкацiї поведiнки програмних продуктiв та систем має низку пере-

ваг над iншими формальними методами, зокрема, виразнiсть моделювання

дискретних динамiчних систем, що в свою чергу дає можливiсть зменши-

ти витрати на створення специфiкацiї для подiбних типiв систем. Отже,

науково-прикладна задача удосконалення моделей та методiв специфiкацiї

поведiнки дискретних динамiчних систем, побудованих на основi унiвер-

сальних коалгебр є актуальною.

Отже, метою дисертацiйної роботи є удосконалення унiфiкованих ме-

тодiв специфiкацiї та аналiзу дискретних динамiчних систем рiзного типу

включно з розподiленими за рахунок використання унiверсальних коал-

гебр. Основнi завдання дисертацiйного дослiдження:

1. Аналiз сучасного стану методологiй формальної специфiкацiї про-

грамних продуктiв, в тому числi з використанням унiверсальних ко-

алгебр.

2. Розробка коалгебрачних моделей для категорiй дискретних динамi-

чних систем, що породжують вихiднi даннi.

3. Дослiдження властивостей ендофунктора дискретної динамiчної си-

стеми з метою з’ясування факту наявностi вiдповiдної фiнальної си-

стеми.

4. Використання монади Джирi для забезпечення рандомiзацiї дискре-

тних динамiчних систем з виходами з метою формального визначення

рандомних систем.

5. З’ясування iснування фiнальної системи для класу рандомних систем

i її обчислення у разi iснування.
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6. Аналiз поведiнки рандомної системи як композицiї системи з вихода-

ми та монади Джiрi.

7. Удосконалення методу синтезу моделей для динамiчного аналiзу

складних систем шляхом використання технiки унiверсальних коал-

гебр.

Висновки до Роздiлу 1

В першому роздiлi розглядаються особливостi процесу аналiзу пове-

дiнки та специфiкацiї систем з використанням рiзних методiв. Наводиться

стислий огляд публiкацiй за темою дисертацiї, опис методiв специфiкацiї

програмного забезпечення та систем. Розглядаються переваги та недолi-

ки формальних, напiвформальних та неформальних методiв специфiкацiї.

Описанi i наведенi приклади застосування усiх основних методiв розробки

специфiкацiй.

На основi результатiв проведеного аналiзу формулюється задача ди-

сертацiйного дослiдження як удосконалення унiфiкованих методiв специ-

фiкацiї та аналiзу дискретних динамiчних систем рiзного типу включно з

розподiленими за рахунок використання унiверсальних коалгебр, а саме

1. Аналiз сучасного стану методологiй формальної специфiкацiї про-

грамних продуктiв, в тому числi з використанням унiверсальних ко-

алгебр.

2. Розробка коалгебрачних моделей для категорiй дискретних динамi-

чних систем, що породжують вихiднi даннi.

3. Дослiдження властивостей ендофунктора дискретної динамiчної си-

стеми з метою з’ясування факту наявностi вiдповiдної фiнальної си-

стеми.

4. Використання монади Джирi для забезпечення рандомiзацiї дискре-

тних динамiчних систем з виходами з метою формального визначення
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рандомних систем.

5. З’ясування iснування фiнальної системи для класу рандомних систем

i її обчислення у разi iснування.

6. Аналiз поведiнки рандомної системи як композицiї системи з вихода-

ми та монади Джiрi.

7. Удосконалення методу синтезу моделей для динамiчного аналiзу

складних систем шляхом використання технiки унiверсальних коал-

гебр.

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку iнформацiйних джерел пiд номерами: [14-48].



РОЗДIЛ 2. ВИКОРИСТАННЯ УНIВЕРСАЛЬНИХ

КОАЛГЕБР ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ТА

ВИВЧЕННЯ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

Дискретна система – це система, в якiй змiни стану вiдбуваються в

дискретнi моменти часу [49]. Стан системи визначається сукупнiстю всiх

внутрiшнiх змiнних, якi описують її поточний конфiгурацiю. Кожен стан

може мати вiдповiдний набiр характеристик, що змiнюються в залежностi

вiд внутрiшнiх або зовнiшнiх впливiв.

При дослiдженнi таких систем, основними об’єктами є переходи вiд по-

точних станiв системи до станiв, досяжних безпосередньо з поточних. Вони

описують можливi змiни стану системи у вiдповiдь на подiї або умови. Та-

кий перехiд можна описати як функцiю, яка приймає поточний стан i подiю

(або вхiдний сигнал) i повертає наступний стан.

Формально, перехiдна функцiя може бути задана як

𝛿 : 𝑆 × Σ→ 𝑆

де 𝑆 – множина станiв, а Σ – множина подiй. Для конкретного стану 𝑠 i

подiї 𝜎,

𝛿(𝑠, 𝜎) = 𝑠′

визначає новий стан 𝑠′, до якого переходить система.

Окремо слiд зазначити, що глибина знань про поточний та майбутнi ста-

ни системи не є однаковими [50]. Зазвичай ми можемо визначити поточний

стан системи доволi точно, у той час, як стан, доступний безпосередньо з

поточного визначити однозначно не завжди можливо. Для цього iснує ба-

гато причин, якi можна пов’язати як з тим, що система може мати вади та

через них не досягати наступного стану або через високий рiвень розподi-

леностi системи. Бiльш детально причини неоднозначностi переходiв мiж

станами у системi будуть описанi у Роздiлi 3.

63
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2.1 Основнi поняття теорiї унiверсальних коалгебр

У цьому роздiлi буде наведено основнi концепцiї теорiї унiверсальних

коалгебр, якi використовуються для формальної специфiкацiї поведiнки

дискретних динамiчних систем. Також буде наведено неформальне поясне-

ння коалгебрїчних концептiв, що дозволить показати їх природнiсть в сенсi

використання саме для специфiкацiї [51].

Припустимо, 𝑆 є множиною можливих точних специфiкацiй системи,

якi називають станами (iнодi чистими станами) системи. Тодi множина

специфiкацiй станiв, якi досягаються безпосередньо з якогось стану з 𝑆,

може бути специфiкована за дпомогою не самого 𝑆, а скорiше за допомо-

гою множини, що є застосквання до 𝑆 деякою функцiєю вiд 𝑆. Позначимо

цю функцiю 𝐹 . Тодi можна розглядати клас систем, визначений цiєю фун-

кцiєю, як клас функцiй 𝑎 : 𝑆 −→ 𝐹𝑆. Кожна функцiя зазначеного класу

виражає обмеження для можливих прямих наступникiв поточного стану.

Звичайно, можна розглядати клас систем, визначений функцiєю тото-

жностi 𝐹 , тобто 𝐹𝑆 = 𝑆 для всiх множин 𝑆. У цьому випадку ми має-

мо повнiстю детермiнованi системи з повною iнформацiєю про їхнi стани

[52]. Але така ситуацiя далека вiд реальною та має занадто високий рiвень

абстракцiї у першу чергу через те, що така детермiнованiсть практично

неможлива.

Основна концепцiя цiєї загальної математичної основи виникла в теорiї

категорiй i тепер вiдома як унiверсальна коалгебра. Далi в роздiлi будуть

наведенi основнi визначення Теорiї категорiй та Теорiї унiверсальних коал-

гебр, що будуть використаннi у дослiдженнi.

Теорiя категорiй є важливою галуззю математики, яка надає унiвер-

сальнi iнструменти для абстрактного та структурного аналiзу математи-

чних об’єктiв [53]. Вона широко використовується в багатьох дисциплiнах,

включаючи алгебру, геометрiю, теоретичну iнформатику та теорiю типiв.

У роздiлi будуть стисло описанi основнi концепцiї теорiї категорiй.

Означення 2.1 Категорiя 𝒞 складається з множини об’єктiв 𝑂𝑏(𝒞),
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множини морфiзмiв 𝐻𝑜𝑚(𝒞), та двох операцiй: композицiї морфiзмiв та

вiдображення, що вiдображає кожен об’єкт в його тотожний морфiзм.

Iншими словами категорiю можна визначити наступним чином:

1. Для кожних двох об’єктiв 𝐴 i 𝐵 iснує множина 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵), елементи

якої називаються морфiзмами з 𝐴 в 𝐵.

2. Для кожних трьох об’єктiв 𝐴, 𝐵 i 𝐶 iснує операцiя композицiї мор-

фiзмiв 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵)×𝐻𝑜𝑚(𝐵,𝐶) −→ 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐶), яка асоцiативна.

3. Для кожного об’єкта 𝐴 iснує тотожний морфiзм 𝑖𝑑𝐴 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐴),

який є одиницею вiдносно композицiї.

Означення 2.2 Функтор

𝐹 : 𝒞 −→ 𝒟

мiж двома категорiями 𝒞 i 𝒟 є вiдображенням, яке асоцiює кожному

об’єкту 𝐴 категорiї 𝒞 об’єкт 𝐹 (𝐴) категорiї 𝒟, i кожному морфiзму

𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵

морфiзм 𝐹 (𝑓) : 𝐹 (𝐴) −→ 𝐹 (𝐵) так, що:

1. 𝐹 (𝑖𝑑𝐴) = 𝑖𝑑𝐹 (𝐴) для кожного об’єкта 𝐴.

2. 𝐹 (𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐹 (𝑔) ∘ 𝐹 (𝑓) для кожних двох морфiзмiв 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵 i

𝑔 : 𝐵 −→ 𝐶.

Натуральна перетворення 𝜂 : 𝐹 ⇒ 𝐺 мiж двома функторами 𝐹,𝐺 :

𝒞 −→ 𝒟 є сiм’єю морфiзмiв 𝜂𝐴 : 𝐹 (𝐴) −→ 𝐺(𝐴), визначених для кожного

об’єкта 𝐴 категорiї 𝒞, таких що для кожного морфiзму 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵 в 𝒞
наступна дiаграма комутує:

𝐹 (𝐴)
𝐹 (𝑓)−−→ 𝐹 (𝐵)

𝜂𝐴 ↓ ↓ 𝜂𝐵
𝐺(𝐴)

𝐺(𝑓)−−→ 𝐺(𝐵)



66

Означення 2.3 Морфiзм 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵 в категорiї 𝒞 називається мономор-

фiзмом, якщо для будь-яких двох морфiзмiв 𝑔1, 𝑔2 : 𝐶 −→ 𝐴, з 𝑓 ∘𝑔1 = 𝑓 ∘𝑔2
випливає, що 𝑔1 = 𝑔2. Iншими словами, 𝑓 є iн’єктивним вiдносно компо-

зицiї злiва.

Морфiзм 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵 в категорiї 𝒞 називається iзоморфiзмом, якщо iснує

морфiзм 𝑔 : 𝐵 −→ 𝐴 такий, що 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐴 i 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐵. Iзоморфiзми можна

розглядати як бiєкцiї мiж об’єктами категорiї.

Двi категорiї 𝒞 i 𝒟 називаються еквiвалентними, якщо iснують два фун-

ктори 𝐹 : 𝒞 −→ 𝒟 i 𝐺 : 𝒟 −→ 𝒞, такi що 𝐺 ∘ 𝐹 є натурально iзоморфним

тотожному функтору 𝑖𝑑𝒞, а 𝐹 ∘ 𝐺 є натурально iзоморфним тотожному

функтору 𝑖𝑑𝒟. Це означає, що 𝐹 i 𝐺 встановлюють взаємно однозначну

вiдповiднiсть мiж об’єктами та морфiзмами категорiй 𝒞 i 𝒟.

Дамо бiльш суворе визначення коалгебри та основних пов’язаних з нею

понять. Для цього розглянемо деяку категорiю C i її ендофунктор 𝐹 : C −→
C.

Означення 2.4 Стрiлка 𝑐 з категорiї C називається 𝐹 -коалгеброю,

якщо cod 𝑐 = 𝐹 (dom 𝑐). Для коалгебри 𝑐 категорiю C прийнято називати

основною.

Означення 2.5 Для 𝐹 -коалгебри 𝑐 об’єкт dom 𝑐 з категорiї C називає-

ться носiєм коалгебри i позначається 𝑐 .

Таким чином, дискретна система означається як система, що змiнює

свiй стан пiд дiєю функцiї переходу, при чому стан з якого було здiйснено

перехiд знаходиться у тiй же множинi станiв що i стан у який було здiйсне-

но перехiд. Завдяки використанню ендофункторiв, коалгебри дозволяють

абстрактно описувати переходи мiж станами системи без необхiдностi за-

нурення у деталi реалiзацiї. Це означає, що коалгебра може моделювати

будь-яку дискретну систему, фокусуючись лише на її поведiнцi, а не на

конкретних механiзмах реалiзацiї переходiв.
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Означення 2.6 Крiм того, для 𝐹 -коалгебр 𝑏 i 𝑐 𝐹 -морфiзм з 𝑏 в 𝑐 є

стрiлкою 𝑏
𝑓−→ 𝑐 в основнiй категорiї C такою, що

дiаграма
𝑏 𝑐

𝐹 𝑏 𝐹 𝑐

𝑓

𝑏 𝑐

𝐹 𝑓

комутативна, тобто 𝑐𝑓 = (𝐹 𝑓)𝑏. (2.1)

Таким чином, використання теорiї унiверсальних коалгебр, зокрема

властивостей ендофункторiв дає можливiсть узагальнювати знання про си-

стему як об’єкта вiдповiдної категорiї систем [54]. Використання подiбних

дiаграм дає нам можливiсть визначити спiввiдношення мiж усiма стана-

ми та функцiями переходiв попарно для усiх систем з категорiї систем, що

дослiджується.

Наступна теорема є цiлком очевидною, але дуже важливою для аналiзу

поведiнки та специфiкацiї класу систем, якi мають спiльнi властивостi.

Теорема 2.1 Нехай C — категорiя, а 𝐹 — її ендофунктор, тодi суку-

пностi 𝐹 -коалгебр i 𝐹 -морфiзмiв утворюють категорiю, яку називають

C𝐹 .

Крiм того, правила

U𝑐 = 𝑐 де 𝑐 𝐹 -коалгебра (2.2а)

U(𝑏
𝑓−→ 𝑐) = 𝑏

𝑓−→ 𝑐 де 𝑏 i 𝑐 𝐹 -коалгебри (2.2б)

визначте забуваючий функтор U : C𝐹 −→ C, який, очевидно, є строгим.

Використання цiєї теореми дає можливiсть стверджувати, що результа-

ти специфiкацiї, що проводиться з використання теорiї унiверсальних ко-

алгебр дiйсно можна застосовувати не для однiєї конкретної системи, а для

усiєї категорiї однотипних систем. Ця унiверсальнiсть дозволяє використо-

вувати єдину теоретичну основу для аналiзу широкого спектру систем.

Згiдно з Яном Руттеном [55], 𝐹 -коалгебри називаються 𝐹 -системами у

випадку, коли 𝐹 є ендофунктором категорiї Set множин i функцiй. Далi
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у дослiдженнi буде використана саме таке обмежене розумiння, що значно

спростить використання математичних моделей.

Такий пiдхiд виправдовується тим, що коли унiверсальнi коалгебри ви-

користовуються як iнструмент специфiкацiї та аналiзу дискретних динамi-

чних систем, пов’язаних з кiбернитичними та кiберфiзичними комплекса-

микомплексами, визначеннi ендофунктори будуть працювати саме у кате-

горiї Set, що є адекватним вибором для їх моделювання.

Серед основних понять теорiї унiверсальних коалгебр, якi використову-

ються для дослiдження категорiй систем можна видiлити наступнi [56]:

1. поняття фiнальної системи,

2. поняття бiсимуляцiї,

3. принцип коiндукцiї.

Далi буде наведено означення цих понять з загальнокоалгебраїчної то-

чки зору з умовою, що 𝐹 : C −→ C — ендофунктор категорiї C. Доцiльнiсть

та справедливiсть цiєї умови була наведена вище.

2.1.1 Фiнальна коалгебра

Означення 2.7 𝐹 -коалгебра ν𝐹 називається фiнальною, якщо iснує рiв-

но один 𝐹 -морфiзм з будь-якої 𝐹 -коалгебри в ν𝐹 , тобто якщо ν𝐹 —

фiнальний об’єкт категорiї C𝐹 .

Для 𝐹 -коалгебри 𝑐 єдиний 𝐹 -морфiзм з 𝑐 у чназивається анаморфi-

змом i позначається як (𝑐), або (𝑐)𝐹 , якщо потрiбне явне посилання на

ендофунктор.

Важливiсть поняття фiнальної коалгебри демонструє Лема Ламбека

[57], яка встановлює фундаментальну властивiсть ν𝐹 .

Теорема 2.2 (Лема Ламбека) Стрiлка U(ν𝐹 ) є iзоморфiзмом ν𝐹 ∼=
𝐹 ν𝐹 в C.
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Доведення. Розглянемо наступну схему

ν𝐹 𝐹 ν𝐹 ν𝐹

𝐹 ν𝐹 𝐹 (𝐹 ν𝐹 ) 𝐹 ν𝐹

ν𝐹

ν𝐹

(𝐹 (ν𝐹 ))

𝐹 (ν𝐹 ) ν𝐹

𝐹 (ν𝐹 ) 𝐹 (𝐹 (ν𝐹 ))

Очевидно, вона комутативна. Враховуючи фiнальнiсть ν𝐹 , маємо

(𝐹 (ν𝐹 ))ν𝐹 = id ν𝐹 .

Далi,

ν𝐹 (𝐹 (ν𝐹 )) = (𝐹 (𝐹 (ν𝐹 )))(𝐹ν𝐹 ) =

𝐹 ((𝐹 (ν𝐹 ))ν𝐹 ) = 𝐹 (id ν𝐹 ) = id𝐹 ν𝐹 .

Таким чином, ν𝐹−1 = (𝐹 (ν𝐹 )) ■

Iншими словами, лема Ламбека стверджує, що для будь-якого функтора

𝐹 на категорiї C, фiнальна ν𝐹 -коалгебра (якщо вона iснує) є нерухомою

точкою функтора 𝐹 . Тобто, якщо така система є фiнальною 𝐹 -коалгеброю,

то iснує iзоморфiзм U(ν𝐹 ).

З наведеної леми можна зробити наступнi висновки:

1. По-перше, вона встановлює, що структура фiнальної коалгебри пов-

нiстю визначається її образом пiд дiєю функтора 𝐹 . Це означає, що

ми можемо розглядати фiнальну коалгебру як об’єкт, який є стiйким

(незмiнним) пiд дiєю цього функтора.

2. По-друге, лема пiдкреслює, що для будь-якої 𝐹 -коалгебри (𝐶, 𝛾),

iснує єдиний гомоморфiзм до фiнальної коалгебри ν𝐹 . Це забезпе-

чує однозначнiсть способу, яким iншi коалгебри вiдображаються у

фiнальну коалгебру.

3. По-третє, лема Ламбека є фундаментальною для теоретичного об-

ґрунтування використання коалгебр у моделюваннi та аналiзi дискре-

тних систем. Вона забезпечує iнструменти для формального аналiзу

властивостей систем i перевiрки їхньої поведiнки.
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4. Фiнальна коалгебра є нерухомою точкою ендофунктора 𝐹 .

2.1.2 Бiсимуляцiя

Наступною важливою концепцiєю є бiсимуляцiя. Бiсимуляцiя – це мате-

матичне поняття, що використовується у теорiї автоматiв, теорiї обчислень

та формальнiй верифiкацiї для визначення еквiвалентностi мiж станами

дискретних динамiчних систем, таких як автомати або перехiднi системи

[58]. Двi системи (або два стани систем) вважаються бiсимiлярними, якщо

вони можуть iмiтувати поведiнку одна одної.

Формально бiсимуляцiю можна визначити як вiдношенням 𝑅 мiж ста-

нами двох систем переходiв (наприклад, автоматiв), яке задовольняє такi

умови [59]:

Нехай (𝑆,→) та (𝑇,⇒) – двi системи переходiв, де 𝑆 i 𝑇 – множини

станiв, а → i ⇒ – перехiднi вiдношення. Вiдношення 𝑅 ⊆ 𝑆 × 𝑇 є бiси-

муляцiєю, якщо для будь-яких станiв 𝑠 ∈ 𝑆 i 𝑡 ∈ 𝑇 , якi перебувають у

вiдношеннi 𝑠 𝑅 𝑡, виконуються такi умови:

1. Якщо 𝑠→ 𝑠′, то iснує такий стан 𝑡′ ∈ 𝑇 , що 𝑡⇒ 𝑡′ i 𝑠′ 𝑅 𝑡′.

2. Якщо 𝑡⇒ 𝑡′, то iснує такий стан 𝑠′ ∈ 𝑆, що 𝑠→ 𝑠′ i 𝑠′ 𝑅 𝑡′.

У випадку 𝐹 -систем бiсимуляцiя є рiзновидом вiдношення мiж носiями

двох систем, що дозволяє створити вiдповiдну структуру 𝐹 -системи для

цього вiдношення. Бiсимуляцiї використовуються як iнструмент для порiв-

няння та аналiзу поведiнки систем. Унiверсальнi коалгебри забезпечують

зручну математичну основу для моделювання станiв i переходiв у динамi-

чних системах, а бiсимуляцiї дозволяють формально визначити еквiвален-

тнiсть мiж рiзними системами чи станами в рамках цiєї моделi.

Отже, нехай 𝑠 i 𝑡 є 𝐹 -системами, тодi вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑠 × 𝑡 є бiси-

муляцiєю, якщо iснує 𝑟 : 𝑅 −→ 𝐹𝑅 що забезпечує комутативнiсть наступної

дiаграми
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𝑠 𝑅 𝑡

𝐹 𝑠 𝐹𝑅 𝐹 𝑡

𝑠

𝜋𝑠 𝜋𝑡

𝑟 𝑡

𝐹𝜋𝑠 𝐹𝜋𝑡

(2.3)

де 𝜋𝑠 i 𝜋𝑡 — обмеження на 𝑅 натуральних проекцiй вiд 𝑠 × 𝑡 на 𝑠 i

𝑡 вiдповiдно.

Беручи до уваги, що iнтервал у будь-якiй категорiї є дiаграмою форми

𝑠 𝑟 𝑡
𝜋𝑠 𝜋𝑡

, можна сказати, що дiаграма 2.3 є iнтервалом у категорiї Sys𝐹 .

Також за конструкцiєю iнтервал

𝑠 𝑅 𝑡
𝜋𝑠 𝜋𝑡

у категорiї Set це моноiнтервал, тобто для будь-якої множини 𝑋 i функцiй

𝑓, 𝑔 : 𝑋 −→ 𝑅,

комутативнiсть дiаграми
𝑋

𝑠 𝑅 𝑡

𝑓 𝑔

𝜋𝑠 𝜋𝑡

забезпечує 𝑓 = 𝑔.

Таким чином, можна узагальнити визначення бiсимуляцiї для систем

на випадок коалгебр у довiльнiй основнiй категорiї наступним чином.

Означення 2.8 Нехай C — категорiя, 𝐹 - її ендофунктор, а 𝑏 i 𝑐 — 𝐹 -

коалгебри, тодi моноiнтервал

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

є бiсимуляцiєю мiж 𝑏 i 𝑐, якщо iснує 𝐹 -коалгебра 𝑟 така, що 𝑟 = 𝑅 i

для якої 𝜋𝑏 i 𝜋𝑐 є 𝐹 -морфiзмами з 𝑟 в 𝑏 i 𝑐 вiдповiдно.

Iншими словами, бiсимуляцiя - це моноiнтервал

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐
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у C який пiднiмається до iнтервалу

𝑏 𝑟 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

в C𝐹 таким чином, що 𝑟 = 𝑅.

Означення 2.9 Припустимо

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

є бiсимуляцiєю 𝐹 - коалгебр 𝑏 та 𝑐 тодi можна стверджувати, що

𝑋
𝑥𝑏−→ 𝑏 та 𝑋

𝑥𝑐−→ 𝑐 бiсимулюються iнтервалом

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

якщо iснує 𝑋
𝑥𝑅−→ 𝑅, такий, що

дiаграма
𝑋

𝑏 𝑅 𝑐

𝑥𝑏 𝑥𝑅
𝑥𝑐

𝜋𝑏 𝜋𝑐

є комутативною.

Для категорiї C i ендофунктора 𝐹 : C −→ C припустимо, що iснує

фiнальна 𝐹 -коалгебра.

Теорема 2.3 Для 𝐹 -коалгебр 𝑏 та 𝑐 та бiсумуляцiї

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

, якщо 𝑋
𝑥𝑏−→ 𝑏 та 𝑋

𝑥𝑐−→ 𝑐 бiсимулюються iнтервалом

𝑏 𝑅 𝑐
𝜋𝑏 𝜋𝑐

тодi (𝑏)𝑥𝑏 = (𝑐)𝑥𝑐.
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Доведення. Спочатку покажемо що наступна дiаграма є комутативною

𝑋

𝑎 𝑅 𝑏

𝐹 𝑎 ν𝐹 𝐹 𝑏

𝐹 ν𝐹

𝑥𝑎 𝑥𝑅
𝑥𝑏

δ𝑎

(𝑎)

𝜋𝑎 𝜋𝑏

(𝑏)

δ𝑏

𝐹 (𝑎)
δ(ν𝐹 )

𝐹 (𝑏)

Отже, маємо (︁(︀
𝐹 (𝑎)

)︀
δ𝑎

)︁
𝑥𝑎 =

(︁(︀
𝐹 (𝑏)

)︀
δ𝑏
)︁
𝑥𝑏

Використовуючи комутативнiсть обох нижнiх квадратiв, можна переписа-

ти рiвняння наступним чином

δ(ν𝐹 )(𝑎)𝑥𝑎 = δ(ν𝐹 )(𝑏)𝑥𝑏

Тепер, завдяки лемi Ламбека, можна зробити висновок (𝑎)𝑥𝑎 = (𝑏)𝑥𝑏. ■

Додатково припускаючи, що C мiстить усi декартовi квадрати, а 𝐹 їх

зберiгає, iснування бiсимуляцiї може бути гарантовано.

Теорема 2.4 Для 𝐹 -коалгебр 𝑎 та 𝑏, iнтервал

𝑎 𝑅 𝑏
𝜋𝑎 𝜋𝑏

в C такий що

𝑅 𝑏

𝑎 ν𝐹

𝜋𝑎

𝜋𝑏

(𝑏)

(𝑎)

це дiаграма є декартовим квадратом (2.4)

тодi можна стверджувати, що

𝑎 𝑟 𝑏
𝜋𝑎 𝜋𝑏
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є моноiнтервалом в C𝐹 тобто зазначений iнтервал є бiсимуляцiєю.

Ця бiсимуляцiя задовольняє умовi: для об’єкта 𝑋 з C та морфiзмiв 𝑋
𝑥𝑎−→

𝑎 , 𝑋 𝑥𝑏−→ 𝑏 , умова (𝑎)𝑥𝑎 = (𝑏)𝑥𝑏 заебзпучує, що

𝑎 𝑅 𝑏
𝜋𝑎 𝜋𝑏

бiсiмулює 𝑥𝑎 та 𝑥𝑏.

Доведення. Зауважимо, що

𝑎 𝑅 𝑏
𝜋𝑎 𝜋𝑏

це моноiнтервал згiдно з (2.4).

𝑅 𝑏

𝑎 𝐹𝑅 𝐹 𝑏

𝐹 𝑎 𝐹 ν𝐹

𝜋𝑎
𝛿

𝜋𝑏

δ𝑏

δ𝑎
𝐹𝜋𝑎

𝐹𝜋𝑏

𝐹 (𝑏)

𝐹 (𝑎)

(2.5)

Перевiримо рiвняння (︀
𝐹 (𝑎)

)︀
(δ𝑎)𝜋𝑎 =

(︀
𝐹 (𝑏)

)︀
(δ𝑎)𝜋𝑏. (2.6)

Дiйсно,

(δν𝐹 )(𝑎) =
(︀
𝐹 (𝑎)

)︀
δ𝑎

та

(δν𝐹 )(𝑏) =
(︀
𝐹 (𝑏)

)︀
δ𝑎

тому що (𝑎) та (𝑏) є 𝐹 -морфiзми. Отже, пiсля замiни ми приходимо до

необхiдностi перевiрки

δ(ν𝐹 )(𝑎)𝜋𝑎 = δ(ν𝐹 )(𝑏)𝜋𝑏

або, беручи до уваги лему Ламбека,

(𝑎)𝜋𝑎 = (𝑏)𝜋𝑏.
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Але останнє рiвняння вiрне завдяки (2.4). Враховуючи припущення, що 𝐹

зберiгає декартовi квадрати, пiвденно-схiдний квадрат (2.5) також є дiа-

грамою декартового квадрату. Пiдсумовуючи мiркування, можна зробити

висновок, що iснує лише одна стрiлка 𝛿, яка робить (2.5) комутативним.

Якщо 𝑟 визначено як 𝐹 -коалгебру таку, що 𝑟 = 𝑅 i δ𝑟 = 𝛿, то 𝑟 є лiфтом

iз визначення бiсимуляцiї. Умова, яку стверджує теорема, безпосередньо

випливає з (2.4). ■

Отже, бiсимуляцiя в унiверсальних коалгебрах є ключовим iнструмен-

том для:

1. Порiвняння систем: Дозволяє формально визначати, чи двi системи

є еквiвалентними за їх поведiнкою.

2. Зменшення складностi моделей: Допомагає виявляти i замiнювати ча-

стини системи їхнiми еквiвалентами, що спрощує аналiз i верифiка-

цiю.

3. Аналiзу i верифiкацiї: Застосовується у формальнiй верифiкацiї си-

стем, що потребує точного аналiзу їх поведiнки.

2.1.3 Коiндукцiя

Коiндукцiя є ключовою концепцiєю в теорiї унiверсальних коалгебр,

яка надає формалiзм для визначення та аналiзу нескiнченних структур i

динамiчних систем. Цей пiдхiд базується на дуальностi до iндукцiї та за-

безпечує методи для роботи з нескiнченними об’єктами, такими як потоки

даних, автоматнi структури та iншi динамiчнi системи [60]. Коiндукцiя до-

зволяє формально доводити властивостi та еквiвалентнiсть таких систем.

Як було зазначено вище, унiверсальна коалгебра складається з множи-

ни станiв та функцiї переходiв, яка визначає динамiку системи. Коалгебра

визначається як пара (𝐶, 𝛾), де 𝐶 — множина станiв, а 𝛾 : 𝐶 −→ 𝐹𝐶 — фун-

кцiя переходiв, що описує динамiку системи через функтор 𝐹 . Коiндукцiя

базується на iдеї, що два об’єкти є еквiвалентними, якщо вони не можуть
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бути розрiзненi на основi спостережуваних властивостей [61]. Це вiдноше-

ння еквiвалентностi визначається через бiсимуляцiю, яка є вiдношенням

мiж двома коалгебрами, що зберiгає структуру їх переходiв.

Основна iдея коiндуктивних доведень полягає в тому, щоб показати,

що певне вiдношення є бiсимуляцiєю. Якщо вiдношення є бiсимуляцiєю,

то всi стани, пов’язанi цим вiдношенням, коiндуктивно еквiвалентнi, тоб-

то мають однаковi поведiнковi властивостi. Коiндукцiя дозволяє доводити

властивостi систем, показуючи, що певне вiдношення зберiгає структуру

переходiв. Це є особливо корисним для аналiзу систем з нескiнченною або

рекурсивною природою.

Коiндукцiя широко застосовується у формальнiй верифiкацiї програм-

ного забезпечення, теорiї автоматiв, аналiзi процесiв i систем. Вона дозво-

ляє формально визначати та доводити властивостi систем, забезпечуючи

точнiсть i строгiсть аналiзу. Коiндукцiя також сприяє модульностi, дозво-

ляючи роздiлити аналiз системи на меншi частини, якi можна аналiзувати

окремо.

Розглянемо приклад нескiнченного потоку натуральних чисел. Нехай

𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 — коалгебра, яка визначає кожен стан потоку як пару з першого

елемента i залишку потоку. Функцiя переходiв 𝛾 : 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 −→ N × 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚

може бути визначена як:

𝛾(𝑠) = (ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑠), 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑠))

де ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑠) — перший елемент потоку, а 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑠) — залишок потоку. Два

потоки є бiсимiлярними, якщо їхнi першi елементи рiвнi i залишки пото-

кiв також бiсимiлярнi. Для доведення еквiвалентностi двох потокiв 𝑠1 i 𝑠2
коiндуктивно, необхiдно показати, що:

ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑠1) = ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑠2)

𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑠1) ∼ 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑠2)
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де ∼ позначає вiдношення бiсимуляцiї. Якщо цi умови виконуються, то

потоки 𝑠1 i 𝑠2 є коiндуктивно еквiвалентними.

Коiндукцiя надає декiлька переваг у формальному аналiзi систем [62].

По-перше, вона природно пiдходить для аналiзу нескiнченних структур,

дозволяючи працювати з об’єктами, що мають нескiнченну або рекурсив-

ну природу. По-друге, коiндукцiя забезпечує точнi i формальнi методи для

доведення властивостей систем, що особливо корисно у верифiкацiї про-

грамного забезпечення. По-третє, коiндукцiя сприяє модульностi, дозволя-

ючи роздiлити аналiз системи на меншi частини, що спрощує загальний

процес верифiкацiї.

Таким чином, коiндукцiя дозволяє формально визначати i доводити

властивостi динамiчних систем, забезпечуючи точнiсть i строгiсть аналiзу.

Вона дозволяє працювати з нескiнченними або рекурсивними об’єктами,

забезпечуючи коректнiсть їх специфiкацiї та верифiкацiї. Коiндукцiя та-

кож сприяє модульностi, дозволяючи роздiлити аналiз системи на меншi

частини, що спрощує загальний процес верифiкацiї. Це робить коiндукцiю

потужним iнструментом для формального аналiзу i верифiкацiї динамi-

чних систем.

2.2 Важливiсть фiнальної коалгебри для дослiдження

поведiнки системи

Фiнальна коалгебра є фундаментальним поняттям у теорiї коалгебр,

яке вiдiграє критичну роль у специфiкацiї та аналiзi дискретних динамi-

чних систем. Коалгебри, як дуальнi до алгебр конструкцiї, забезпечують

потужний математичний апарат для моделювання динамiчних систем, що

змiнюються з часом. Фiнальна коалгебра, як нерухома точка функтора,

надає канонiчну модель для коалгебричної специфiкацiї, що дозволяє фор-

мально i ефективно дослiджувати властивостi таких систем.

Фiнальна коалгебра є ключовою для специфiкацiї та аналiзу дискретних

динамiчних систем, оскiльки вона надає канонiчний спосiб визначення по-
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ведiнкової еквiвалентностi станiв системи. Унiверсальнi коалгебри дозво-

ляють описувати динамiчнi системи в абстрактний спосiб, зосереджуючи

увагу на поведiнцi системи, а не на її внутрiшнiй структурi [63]. Це особли-

во важливо для моделювання складних систем, де важливо враховувати

їхню поведiнку у всiх можливих станах.

Фiнальна коалгебра надає природний спосiб визначення бiсимуляцiї,

оскiльки вона забезпечує єдину канонiчну форму для всiх коалгебр. Це

дозволяє формально доводити еквiвалентнiсть рiзних реалiзацiй однiєї i

тiєї ж системи, що є критичним для її верифiкацiї.

Однiєю з важливих переваг використання фiнальної коалгебри є мо-

дульнiсть. Це дозволяє роздiлити складну систему на меншi частини, ко-

жну з яких можна аналiзувати окремо [64]. Такий пiдхiд значно спрощує

процес специфiкацiї i верифiкацiї, оскiльки кожну пiдсистему можна роз-

глядати незалежно, а потiм iнтегрувати результати аналiзу для отримання

загальної картини. Це особливо корисно при роботi зi складними програм-

ними системами, де важливо забезпечити коректнiсть i надiйнiсть кожного

компонента.

Таким чином, фiнальна коалгебра вiдiграє важливу роль у специфiкацiї

дискретних динамiчних систем з використанням унiверсальних коалгебр.

Вона забезпечує канонiчний спосiб визначення поведiнкової еквiвалентно-

стi, що є критичним для формального аналiзу i верифiкацiї систем. Ви-

користання фiнальної коалгебри дозволяє формально доводити еквiвален-

тнiсть i коректнiсть систем, забезпечуючи точнiсть i надiйнiсть аналiзу. Це

робить коалгебри потужним iнструментом для моделювання, специфiкацiї

i верифiкацiї складних динамiчних систем.

2.3 Пiдходи до доведення iснування фiнальної коалгебри

за допомогою декартових квадратiв

Однак слiд зазначити, що процес виведення фiнальної системи не зав-

жди є тривiальним та потребує використання коiндуктивного пiдходу. Його
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використання у свою чергу можливо тiльки якщо ми впевненi, що фiнальна

система iснує (що не завжди вiрно). У цьому роздiлi буде запропонована

достатня умова iснування фiнальної системи, використання якої значно

спрощує аналiз поведiнки та специфiкацiю дискретних динамiчних систем.

При дослiдженнi довiльного ендофунктора вiдповiдна категорiя систем

може мати доволi бiдний набiр властивостей, якого недостатньо для повно-

цiнного аналiзу системи. бiдний властивостей. Пiдходи, що будуть розгля-

нутi у цьому роздiлi, забезпечать збагачення цього набору властивостей.

Цi пiдходи, пов’язанi з вивченням дiаграм що називаються коiнтерва-

лами та мають наступний вигляд

∘ ∘ ∘

2.3.1 Визначення слабкого декартового квадрату

Декартовий квадрат — це математичне поняття, яке використовується

для побудови нового простору з двох заданих множин [65]. Формально,

якщо 𝐴 i 𝐵 — двi множини, то їхнiй декартовий квадрат або декартовий

добуток позначається як 𝐴×𝐵 i визначається як множина всiх упорядко-

ваних пар (𝑎, 𝑏), де 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑏 ∈ 𝐵.

У загальному випадку, для будь-яких двох множин 𝐴 i 𝐵:

𝐴×𝐵 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑏 ∈ 𝐵}

Це означає, що декартовий квадрат включає всi можливi комбiнацiї

елементiв з 𝐴 i 𝐵 у виглядi пар. Наприклад, якщо 𝐴 = {1, 2} i 𝐵 = {𝑥, 𝑦},
то їхнiй декартовий квадрат буде:

𝐴×𝐵 = {(1, 𝑥), (1, 𝑦), (2, 𝑥), (2, 𝑦)}

Бiльш формально декартiв квадрат визначається наступним чином

Означення 2.10 Для коiнтервалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔
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розглянемо наступнi множину та стрiлки

𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | 𝑓𝑥 = 𝑔𝑦}

𝑞𝑋 = 𝜆 (𝑥, 𝑦) . 𝑥 : 𝑃 −→ 𝑋

𝑞𝑌 = 𝜆 (𝑥, 𝑦) . 𝑦 : 𝑃 −→ 𝑌.

Тодi iнтервал

𝑋 𝑃 𝑌
𝑞𝑋 𝑞𝑌

називають декартовим квадратом коiнтервалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔

.

Наступнi спостереження дадуть можливiсть формально визначити по-

няття слабкого декартового квадрату. Розглянемо наступну дiаграму

𝑃 𝑌

𝑋 𝑍

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑔

𝑓

,

що складається з вихiдного коiнтервалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔

та його декартова квадрату

𝑋 𝑃 𝑌
𝑞𝑋 𝑞𝑌

, яка, очевидно, є комутативною.

Для цiєї дiаграми виконується наступна унiверсальна властивiсть: для

будь-яких 𝑈 , 𝑢, 𝑣 таких, що зовнiшнiй квадрат у (2.7) комутує

𝑈 𝑌

𝑃 𝑌

𝑋 𝑋 𝑍

𝑢

𝑣

ℎ

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑔

𝑓

(2.7)
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iснує рiвно один ℎ, що робить (2.7) комутативним.

Вимога єдиностi ℎ в унiверсальнiй властивостi (2.7) є досить сильною з

математичної точки зору. "Ослаблення"цiєї умови призводить до концепцiї

слабкого декартового квадрату.

Означення 2.11 Iнтервал

𝑋 𝑄 𝑌
𝑞𝑋 𝑞𝑌

є слабким декартовим квадратом для коiнтервалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔

якщо дiаграма
𝑄 𝑌

𝑋 𝑍

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑔

𝑓

комутативна та для будь-яких 𝑈 , 𝑢 : 𝑈 −→ 𝑋, 𝑣 : 𝑈 −→ 𝑌 таких, що

зовнiшнiй квадрат в (2.8) є комутативним

𝑈 𝑌

𝑄 𝑌

𝑋 𝑋 𝑍

𝑢

𝑣

ℎ

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑔

𝑓

(2.8)

iснує принаймнi один ℎ, що робить (2.8) комутативним.

2.3.2 Збереження ендофункторами декартових квадратiв

У цьому роздiлi будуть показанi властивостi ендофунктора зберiгати

(слабкi) декартовi квадрати та наданi вiдповiднi визначення, необхiднi для

виведення достатньої умови iснування фiнальної системи. для вiдповiдного

класу систем. Тому ми даємо вiдповiднi визначення та обговорюємо тут їх

спiввiдношення.
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Означення 2.12 Нехай 𝐹 - ендофунктор категорiї Set, можна ствер-

джувати, що 𝐹 зберiгає декартовi квадрати, якщо дiаграма

𝐹𝑋 𝐹𝑃 𝐹𝑌
𝐹 𝑞𝑋 𝐹 𝑞𝑌

є декартовим квадратом коiнтервалу

𝐹𝑋 𝐹𝑍 𝐹𝑌
𝐹 𝑓 𝐹 𝑔

у той час коли дiаграма

𝑋 𝑃 𝑌
𝑞𝑋 𝑞𝑌

є декартовим квадратом коiнтервалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔

.

Наступнi простi факти демонструють зв’язок мiж введеними поняття-

ми.

Твердження 2.1 Нехай 𝐹 це ендофунктор в категорiї Set тодi

1. якщо 𝐹 зберiгає декартовi квадрати тодi вiн зберiгає i слабкi декар-

товi квадрати;

2. якщо 𝐹 зберiгає слабкi декартовi квадрати тодi вiн перетворює де-

картовi квадрати у слабкi декартовi квадрати;

3. якщо 𝐹 перетворює декартiв квадрат у слабкий декартiв квадрат,

тодi вiн зберiгає слабкi декартовi квадрати.

Приведена далi Лема є необхiдною для подальшого виведення доста-

тньої умови iснування фiнальної системи.
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Лема 2.1 Нехай 𝐹 — ендофунктор категорiї Set такий, що для декар-

тового квадрату

𝑋 𝑃 𝑌
𝑞𝑋 𝑞𝑌

для коiнтевалу

𝑋 𝑍 𝑌
𝑓 𝑔

та декартового квадрату

𝐹𝑋 𝑃 𝐹𝑌
𝑞𝐹𝑋 𝑞𝐹𝑌

для коiнтевалу

𝐹𝑋 𝐹𝑍 𝐹𝑌
𝐹 𝑓 𝐹 𝑔

iснує ℎ̂ : 𝑃 −→ 𝐹𝑃 , що забезпечує комутативнiсть дiаграми

𝑃 𝐹𝑌

𝐹𝑃 𝐹𝑌

𝐹𝑋 𝐹𝑋 𝐹𝑍

𝑞𝐹𝑋

𝑞𝐹𝑌

ℎ̂

𝐹 𝑞𝑋

𝐹 𝑞𝑌

𝐹 𝑔

𝐹 𝑓

тодi 𝐹 зберiгає слабкi декартовi квадрати.

Доведення. Припустимо дiаграма

𝑄 𝐹𝑌

𝐹𝑋 𝐹𝑍

𝑢

𝑣

𝐹 𝑔

𝐹 𝑓

комутативна. Тепер можна будувати наступну дiаграму

𝑄 𝐹𝑌

𝑃 𝐹𝑌

𝐹𝑃 𝐹𝑌

𝐹𝑋 𝐹𝑋 𝐹𝑋 𝐹𝑍

𝑣

𝑢

ℎ

𝑞𝐹𝑋

𝑞𝐹𝑌

ℎ̂

𝐹 𝑞𝑋

𝐹 𝑞𝑌

𝐹 𝑔

𝐹 𝑓
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де ℎ — функцiя з визначення декартового квадрату. Очевидно, що ця дi-

аграма є комутативною, i тому ℎ̂ ∘ ℎ : 𝑄 −→ 𝐹𝑃 є функцiєю з визначення

слабкого декартового квадрату. ■

Таким чином ми довели достатню умову збереження ендофунктором

слабких декартових квадратiв. Наступне очевидне твердження розширяє

цю умову на композицiю ендофункторiв наступним чином.

Твердження 2.2 Нехай 𝐹 i 𝐺 є ендофункторами категорiї Set i оби-

два цi ендфунктори зберiгають (слабкi) декартовi квадрати, тодi енд-

функтор 𝐺 ∘ 𝐹 також зберiгає (слабкi) декартовi квадрати .

2.3.3 Збереження декартових квадратiв пiдсистемами

Пiдсистема в теорiї унiверсальних коалгебр розглядається як коалге-

бра, яка є частиною або компонентом бiльшої коалгебри. З точки зору

коалгебр, пiдсистема може бути визначена як коалгебра (𝑆, 𝛾𝑆), яка вбудо-

вана у бiльшу коалгебру (𝐶, 𝛾𝐶) через iн’єктивний морфiзм коалгебр. Це

вбудовування забезпечує зв’язок мiж поведiнкою пiдсистеми i поведiнкою

всiєї системи.

Унiверсальнi коалгебри забезпечують абстрактний i загальний пiдхiд

до моделювання динамiчних систем, дозволяючи розглядати пiдсистеми

як окремi коалгебри, що взаємодiють з iншими компонентами системи че-

рез морфiзми. Це дозволяє формально аналiзувати i доводити властивостi

пiдсистем незалежно вiд решти системи, забезпечуючи модульнiсть i мас-

штабованiсть специфiкацiй.

У цьому роздiлi буде наведено розширення умов зберiгання ендофун-

кторами (слабких) декартових квадратiв на пiдсистеми. Усi твердження

будуть робитися з фiксацiєю ендофунктора 𝐹 категорiї Set.

Для будь-якої 𝐹 -системи (𝑋, 𝛿) i пiдмножини 𝑉 ⊂ 𝑋 можна розглянути
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дiаграму
𝑉 𝑋

𝐹𝑉 𝐹𝑋

𝑖

𝛿

𝐹 𝑖

Якщо цю дiаграму можна доповнити деякою 𝛿′ : 𝑉 −→ 𝐹𝑉 до комута-

тивної дiаграми
𝑉 𝑋

𝐹𝑉 𝐹𝑋

𝑖

𝛿′ 𝛿

𝐹 𝑖

(2.9)

тодi пара (𝐵, 𝛿′) є 𝐹 -системою, а 𝑖 є 𝐹 -мономорфiзмом цiєї системи в систе-

му (𝑋, 𝛿). Слiд зазначити, що у разi iснування такого 𝛿′ вiн визначається

дiаграмою (2.9) однозначно через iн’єктивнiсть 𝑖, а отже, i 𝐹 𝑖.

Слiд зазначити, що не кожна пiдмножина простору станiв системи є

простором станiв деяких її пiдсистем. Наступне твердження це пояснює.

Твердження 2.3 Для простої детермiнованої системи (𝑋, 𝛿 : 𝑋 −→ 𝑋)

пiдмножина 𝑉 ⊂ 𝑋 може мати структуру простої детермiнованої си-

стеми тодi i тiльки тодi, коли 𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝑉 .

Структура сiмейства всiх пiдсистем 𝐹 -системи невiдома, але цю стру-

ктуру можна описати, якщо 𝐹 зберiгає слабкi декартовi квадрати.

Теорема 2.5 Нехай 𝐹 — ендофунктор категорiї Set, який зберiгає слабкi

декартовi квадрати, а (𝑋, 𝛿) — 𝐹 -система, тодi сiмейством пiдсистем

(𝑋, 𝛿) є повна решiтка, операцiєю зустрiчi для якої є перетин.

Доведення цiєї теореми можна знайти в [66]

Далi в цьому роздiлi застосовується властивiсть ендофункторiв зберi-

гати слабкi декартовi квадрати.

Припустимо, що (𝑋, 𝛿) є 𝐹 -системою i 𝐺 ⊂ 𝑋, тодi можна розглянути

наступну сiмейство пiдсистем системи (𝑋, 𝛿)

{(𝑉, 𝛿𝑉 ) є пiдсистемою (𝑋, 𝛿) | 𝐺 ⊂ 𝑋}

i взяти її найменшого члена, позначивши його як ⟨𝐺⟩.
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Означення 2.13 Пiдсистема ⟨𝐺⟩ називається пiдсистемою, породже-

ною 𝐺.

Якщо 𝐻 ⊂ 𝑋 такий, що ⟨𝐻⟩ = (𝑋, 𝛿), тодi члени 𝐻 називаються гене-

раторами (𝑋, 𝛿).

2.3.4 Достатня умова iснування фiнальної системи

Як було зазначено ранiше, доведений факт iснування фiнальної системи

для конкретного ендофунктора дає можливiсть одразу використовувати

коiндукцiю для її виведення, на вiдмiну вiд ситуацiї, коли цей факт не

доведений. У цьому роздiлi буде використана теорема 10.4 з [55] та доведенi

ранiше властивостi ендофункторiв зберiгати слабкi декартовi квадрати для

виведення достатньої умовi iснування фiнальної системи.

Для формулювання цiєї теореми необхiдно наступне визначення.

Означення 2.14 Ендофунктор 𝐹 в Set називають обмеженим, якщо

iснує множина 𝑉 така, що для кожної 𝐹 -системи (𝑋, 𝛿) i кожного 𝑥 ∈
𝑋, iснує iн’єктивна функцiя з носiя пiдсистеми ⟨𝑥⟩ у множину 𝑉 .

Теорема 2.6 (Достатня умова iснування фiнальної системи) Для

кожного обмеженого ендофунктора 𝐹 в Set, який зберiгає сдабкi декар-

товi квадрати, фiнальна 𝐹 -система iснує.

Доведення див. в [55, Теорема 10.4].

Ця теорема i доведена вище Лема 2.1 дають достатньо потужний iнстру-

мент доведення факту iснування фiнальної системи для рiзних практично

важливих ендофункторiв.

Висновки до Роздiлу 2

У роздiлi описанi основнi концепцiї теорiї унiверсальних коалгебр як

iнструменту для специфiкацiї дискретних динамiчних систем, а саме: фi-

нальну систему, бiсимуляцiю та коiндукцiю. За допомогою неформального
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пояснення наведених визначень було обгрунтовано використання саме ко-

алгебраїчного пiдходу до вирiшення задач специфiкацiї та аналiзу поведiн-

ки складних систем.

Окремо описано концепцiю фiнальної системи, як ключової концепцiї у

теорiї унiверсальних коалгебр, яку можна застосовувати як основу побу-

дови моделей специфiкацiї систем. Це обгрунтовується тим, що фiнальнi

системи iнкапсуюють (без надлишковостi) у собi усi загальнi властивостi

вiдповiдної категорiї систем. Також iснує механiзм становлення вiдповiд-

ностi мiж усiма системами категорiї систем та фiнальної системи.

Було наведено достатню умову iснування фiнальної системи. Доведе-

ння базується на властивостi деяких ендофункторiв зберiгати декартовi

квадрати. Представленi усi необхiднi твердження для формулювання цiєї

умови та доведенi вiдповiднi теореми. Цей результат отримано вперше.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [9-11].



РОЗДIЛ 3. ВИКОРИСТАННЯ УНIВЕРСАЛЬНИХ

КОАЛГЕБР ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ТА

ВИВЧЕННЯ ПОВЕДIНКИ ДИСКРЕТНИХ

ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

Дискретнi динамiчнi системи використовуються для моделювання та

аналiзу систем, де змiни вiдбуваються в дискретнi моменти часу. Це мо-

жуть бути як природнi явища, так i технологiчнi процеси. Основною вла-

стивiстю таких систем є те, що час у них змiнюється дискретно, тобто у

виглядi дискретних крокiв, i стан системи змiнюється вiдповiдно до деяко-

го закону переходу.

Формально, дискретнi динамiчнi системи, як зазначалося вище, можна

описати як пару (𝑋, 𝑓), де 𝑋 — множина можливих станiв системи, а 𝑓 :

𝑋 −→ 𝑋 — функцiя переходу, яка визначає, як стан системи змiнюється

з поточного моменту часу до наступного. Ця функцiя часто називається

оператором або правилом еволюцiї системи.

У цьому роздiлi буде описано узагальнення стандартної моделi динамi-

чної системи за рахунок змiни моделi множини наступних станiв, якi мо-

жуть описуватися в iнших нiж поточнi стани термiнах – множини можли-

вих станiв, розподiли ймовiрностей можливих станiв, функцiї з множини

керувань у множину станiв тощо.

3.1 Моделювання детермiнованої системи з вихiдними

даними за допомогою унiверсальної коалгебри

Перш за все розглянемо системи, що при змiнi стану генерують повiдом-

лення, якi можуть бути iнтерпретованi як вихiдна iнформацiя про стани.

У рамках цього дослiдження такi системи будуть називатися дискретними

динамiчними системами з виходами.

88
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У таких системах згенерований вихiд i новий стан однозначно зале-

жать вiд поточного стану системи через її властивiсть детермiнованостi.

При дослiдженнi поведiнки та специфiкацiї дискретних динамiчних систем

з виходами зi застосуванням теорiї унiверсальних коалгбер зазвичай не

аналiзується їх керуюча функцiя. Це пов’язано з тим, що iнструментарiй

унiверсальної коалгебри дає можливiсть аналiзувати поведiнку системи у

цiлому, абстрагуючись вiд її специфiчних властивостей, що у свою чергу

забезпечує механiзм розширення знань про поведiнку конкретної систему

на увесь клас подiбних систем з використання бiсимуляцiї. Детально цей

пiдхiд було описано у Роздiлi 2.

Отже, дискретну детермiновану систему з виходами можна визначити

як систему, що змiнює свiй стан крок за кроком i надсилає повiдомлен-

ня системному середовищу на кожному кроцi. Для створення формальної

моделi подiбних систем з використанням унiверсальних коалгебр необхi-

дно зафiксувати деякий набiр повiдомлень M та використати наступний

ендофунктор 𝒮M : Set −→ Set

𝒮M𝑋 = M×𝑋 для будь-якої множини 𝑋 (3.1)

𝒮M(𝑋
𝑓−→ 𝑌 ) = idM×𝑓 для будь-яких множин𝑋, 𝑌 (3.2)

Зазначемо, що (3.1) i (3.2) визначають ендофунктор.

Таким чином, формально, детермiнована система з виходом — це вiд-

ображення з множини станiв системи у пару стан системи - повiдомлення

𝑎 : 𝑋 −→M×𝑋,

яке можна однозначно розкласти на безпосередньо потiк повiдомлень, при

чому кожному стану системи буде поставлено у вiдповiднiсть повiдомлення

𝑎out : 𝑋 −→M

та потiк переходiв мiж станами системи, який можна формулювати як вiд-
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ображення з множини станiв системи у ту ж саму множину станiв системи

𝑎tr : 𝑋 −→ 𝑋,

так, що для кожного переходу ми можемо отримати декомпозицiю

𝑎 = ⟨𝑎out, 𝑎tr⟩

.

Окремо слiд зазначити, що в категорiї детермiнованих систем з виходом

є фiнальна система.

Цю систему можна формально описати наступним чином

ν𝒮M = M𝜔 (3.3)

ν𝒮M = λ⟨𝑚0,𝑚1,𝑚2, . . .⟩ . (𝑚0, ⟨𝑚1,𝑚2, . . .⟩) : M𝜔 −→M×M𝜔 (3.4)

i для будь-якої 𝒮M-системи 𝑎, 𝑥 ∈ 𝑎 наступна формула визначає вiдпо-

вiдний анаморфiзм

(𝑎) 𝑥 =
⟨
𝑎out

(︀(︀
𝑎tr

)︀𝑘
𝑥
)︀
| 𝑘 ∈ N

⟩
.

Беручи до уваги специфiку категорiї Set i те, що 𝒮M зберiгає декартовi

квадрати, можна стверджувати, що бiсимуляцiя систем iз виходом 𝑎 i 𝑏

визначається вiдношенням

𝑅 ⊂ 𝑎 × 𝑏

таким, що (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 забезпечує

𝑎out𝑥 = 𝑏out𝑦

, а також

(𝑎tr𝑥, 𝑏tr𝑦) ∈ 𝑅

.
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3.2 Пiдходи до впровадження стохастичностi у

детермiновану модель за допомогою монади Джирi

Умова повної детермiнованостi для системи є доволi сильною. На пра-

ктицi вона майже нiколи не виконується, коли мова йде про складнi си-

стеми. Це пов’язано з багатьма факторами, серед яких можна видiлити

наступнi

1. Асинхронна робота системи. До подiбного класу систем можна вiдне-

сти системи, в якiй компоненти працюють незалежно один вiд одного

без глобального синхронiзуючого сигналу. Такi системи використову-

ють локальнi сигнали для управлiння взаємодiєю мiж компонентами,

що дозволяє їм функцiонувати паралельно та незалежно. Таким чи-

ном система у принципi не збирає у єдиному мiсцi iнформацiю про

свiй поточний стан.

2. Високий ступiнь розподiленостi системи. До таких систем можна вiд-

нести системи, якi працюють синхронно, але мають велику кiлькiсть

елементiв. Таким чином, можливий випадок, коли для того щоб зi-

брати повну iнформацiю про поточний стан системи необхiдно бiльше

часу нiж для того щоб система змiнила свiй стан.

У наступному роздiлi будуть окремо наведенi детальнi приклади вини-

кнення подiбних ситуацiй, е використання детермiнованої моделi неможли-

вi. Для того щоб мати змогу їх моделювати необхiдно надiлити дискретну

систему властивiстю стохастичностi або рандомностi. Таким чином така

модель буде зберiгати усi основнi властивостi, якi були описанi вище для

детермiнованої системи, але буде змого оброблювати стохастичнi подiї, якi

можуть бути визванi нечiткiстю визначення поточного стану системи.

Звичайним способом переходу вiд детермiнованої моделi до випадкової

є застосування процедури рандомiзацiї з використанням монади Джирi.

Монада Джирi використовує структуру монад для роботи з розподiлами



92

ймовiрностей. Вона надає способи для композицiї ймовiрнiсних обчислень,

що дозволяє створювати складнi розподiли на основi простiших.

Формально для можна сформулювати роботу монади Джирi для мо-

делей, створених з використанням унiверсальних коалгебр за допомогою

ендофунктора скiнченного розподiлу, визначеного [67] наступним чином

𝒟𝑋 =

{︂
𝑝 : 𝑋

0,1−→| 𝑝(𝑥) ̸= 0 тiльки для скiнченних 𝑥 ∈ 𝑋

та
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝(𝑥) = 1

}︂
для будь-якої множини 𝑋 (3.5)

𝒟(𝑋
𝑓−→ 𝑌 ) = λ𝑝 ∈ 𝒟𝑋 . λ𝑦 ∈ 𝑌 .

∑︁
𝑥∈𝑋

[𝑓𝑥 = 𝑦] · 𝑝(𝑥) for any sets 𝑋, 𝑌.

(3.6)

Тут ми використовуємо дужки Айверсона [𝑃 ] (див. [68]), якi для пропозицiї

𝑃 дорiвнюють 1, якщо виконується 𝑃 , i 0 iнакше.

Змiстовно 𝒟𝑓 можна iнтерпретувати як ймовiрнiсть отримання конкре-

тного 𝑦 ∈ 𝑌 при застосуваннi вiдображення 𝑓 без будь-якої iнформацiї про

вихiдний 𝑥 ∈ 𝑋.

Зауваження 3.1 (3.5) i (3.6) визначають ендофунктор категорiї Set.

Доведення. Для будь-якої множини 𝑋, маємо

(𝒟 id𝑋)𝑝 = λ𝑥 ∈ 𝑋 . 𝑝(𝑥) = 𝑝

тобто 𝒟 id𝑋 = id𝒟𝑋 . Далi для 𝑋
𝑓−→ 𝑌

𝑔−→ 𝑍,

(︀
(𝒟𝑔)(𝒟𝑓)

)︀
𝑝 = (𝒟𝑔)

(︀
(𝒟𝑓)𝑝

)︀
= (𝒟𝑔)

⎛⎝λ𝑦 ∈ 𝑌 .
∑︁

𝑥∈𝑋|𝑓𝑥=𝑦

𝑝(𝑥)

⎞⎠
= λ𝑧 ∈ 𝑍 .

∑︁
𝑦∈𝑌 |𝑔(𝑦)=𝑧

⎛⎝λ𝑦 ∈ 𝑌 .
∑︁

𝑥∈𝑋|𝑓𝑥=𝑦

𝑝(𝑥)

⎞⎠ (𝑦)

= λ𝑧 ∈ 𝑍 .
∑︁

𝑦∈𝑌 |𝑔(𝑦)=𝑧

⎛⎝ ∑︁
𝑥∈𝑋|𝑓𝑥=𝑦

𝑝(𝑥)

⎞⎠ = λ𝑧 ∈ 𝑍 .
∑︁

𝑥∈𝑋|𝑔(𝑓(𝑥))=𝑧

𝑝(𝑥)

=
(︀
𝒟(𝑔𝑓)

)︀
𝑝.
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Таким чином, 𝒟 є ендофунктором категорiї Set. ■

Наведене визначення ендофунктора дозволяє моделювати рандомнi си-

стеми на основi коалгебраїчного пiдходу. Цей спосiб є узагальненням технi-

ки моделювання для детермiнованих систем з виходом.

3.3 Визначення унiверсальної коалгебри для Рандомної

системи з вихiдними даними

Системи цього типу поводяться неоднозначно як щодо вибору виходу,

так i щодо змiни стану, на вiдмiну вiд наведених вище. Але, слiд зазна-

чити що у рамках поточного дослiдження ця неоднозначнiсть обмежена

кiнцевим набором пар станiв та виходiв. Крiм того, припускається, що реа-

лiзацiя кожної з дiйсних пар залежить вiд деякого попередньо визначеного

розподiлу ймовiрностей.

Рандомну систему з виходими можна формалiзувати як коалгебраїчну

систему, визначену ендфунктором ℛM = 𝒟 ∘ 𝒮M : Set −→ Set, тобто.

ℛM𝑋 = 𝒟(M×𝑋) для будь-якої множини 𝑋 (3.7)

ℛM(𝑋
𝑓−→ 𝑌 ) = 𝒟(idM× 𝑓) для будь-якої множини 𝑋, 𝑌 (3.8)

Означення 3.1 Нехай 𝑋 є набором множин станiв системи, тодi вiд-

ображення 𝜉 : 𝑋 −→ ℛM𝑋 нижче називається випадковою системою з

виходом. У цьому випадку множина 𝑋 називається носiєм 𝜉 i позначає-

ться як 𝜉 .

Зауваження 3.2 Для рандомної системи з результатом 𝜉 : 𝑋 −→ℛM𝑋

ми будемо використовувати наступне позначення для бiльшої виразностi

Pr
(︁
𝑥

𝑚−→
𝜉

𝑥′
)︁
= (𝜉𝑥)(𝑚,𝑥′) де 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, i 𝑚 ∈M.

Приклад 3.1 (Як виникає рандомнiсть?) Припустимо, що двовимiр-

на точка решiтки є повною специфiкацiєю поточного стану систе-
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ми.Система переходить з поточного стану в сусiднiй стан, розташова-

ний на пiвнiч, захiд, пiвдень або схiд вiд поточного, за такт дискретного

часу. При проходженнi система надсилає сповiщення про напрямок вiд-

повiдного переходу (пiвнiч, захiд, пiвдень чи схiд).

Отже, коли вiдомо початкове розташування системи та послiдов-

нiсть її повiдомлень, можна визначити поточне розташування систе-

ми. Цей метод визначення розташування системи iнодi використовує-

ться замiсть безпосереднього вимiрювання розташування системи для

керування системою. На жаль, системне сповiщення може бути ви-

падково спотворене на каналi зв’язку. У цьому випадку блок управлiння

отримує данi, що призводить до помилки в обчисленнi поточного розта-

шування системи. Звернiть увагу, що в цьому та наступних прикладах

ми не обмежуємо джерела «випадковостi» ненадiйним зв’язком. Просто

сам приклад пов’язаний саме з виникненням некоректного переходу.

Бiльш формально, простiр станiв системи Z2, набiр M повiдомлень

{n,w, s, e}, де n-пiвнiч, w-захiд, s-пiвдень, e-схiд.

Припустимо, що 𝐸 є матрицею 4 × 4. Його рядки та стовпцi iн-

дексуються елементами множини M, а елемент 𝐸𝑚′𝑚′′ є ймовiрнiстю

отримати 𝑚′′, якщо реальний напрямок проходження 𝑚′.

Припустимо також, що 𝑎 : Z2 −→ 𝒮MZ2 є детермiнованою системою

з виходом, i визначте

Pr
(︁
𝑥

𝑚′
−→
𝜉

𝑥′
)︁
= 𝐸𝑎out𝑥 𝑚′ · [𝑎tr𝑥 = 𝑥′].

Тут квадратнi дужки (званi дужками Айверсона), застосованi до вкла-

деного логiчного виразу, дають 1, якщо вираз оцiнюється як iстина, i 0

в iншому випадку.

Звернiть увагу, що 𝜉 моделює ситуацiю детермiнованої системи з

спотвореним виходом.

Приклад 3.2 (Бiльш загальний випадок) Нехай M — деякий набiр

повiдомлень, 𝑎 — 𝒮M-система, а 𝐸 : M×M 0,1−→ так, що
∑︀

𝑚′∈M
𝐸(𝑚,𝑚′) = 1
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для кожного 𝑚 ∈M. Потiм

Pr
(︁
𝑥

𝑚−→
𝜉

𝑥′
)︁
= 𝐸(𝑎out𝑥,𝑚) · [𝑎tr𝑥 = 𝑥′] де 𝑚 ∈M i 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑎

визначає випадкову систему з результатом 𝜉 наступним чином

(𝜉𝑥)(𝑚,𝑥′) = 𝐸(𝑎out𝑥,𝑚) · [𝑎tr𝑥 = 𝑥′].

Дiйсно, набiр пар (𝑥′,𝑚) ∈ M× 𝑎 складається щонайбiльше з такої ж

кiлькостi елементiв, як M i∑︁
𝑚∈M

∑︁
𝑥′∈ 𝑎

(𝜉𝑥)(𝑚,𝑥′) =
∑︁
𝑚∈M

∑︁
𝑥′∈ 𝑎

𝐸(𝑎out𝑥,𝑚) · [𝑎tr𝑥 = 𝑥′] = 1.

Означення 3.2 Для систем iз виходом 𝜉 i 𝜂 вiдображення 𝑓 : 𝜉 −→ 𝜂

є ℛM-морфiзм з 𝜉 в 𝜂 якщо

Pr

(︂
𝑓𝑥

𝑚−→
𝜂

𝑦

)︂
=

∑︁
𝑥′∈ 𝜉

[𝑓𝑥′ = 𝑦] · Pr
(︂
𝑥

𝑚−→
𝜉

𝑥′
)︂

(3.9)

де 𝑚 ∈M та 𝑦 ∈ 𝜂 .

Зауважте, що перевiрка (3.9) визначає той самий клас вiдображень, що й

клас ℛM-морфiзмiв, є легкою вправою.

Зауваження 3.3 Якщо ℛM-морфiзм 𝑓 : 𝜉 −→ 𝜂 iн’єктивний, то (3.9)

еквiвалентний наступному закону збереження

Pr
(︁
𝑓𝑥

𝑚−→
𝜂

𝑓𝑥′
)︁
= Pr

(︁
𝑥

𝑚−→
𝜉

𝑥′
)︁

where 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝜉 and 𝑚 ∈M.

3.4 Визначення фiнальної коалгебри для рандомної систем

У цьому роздiлi ми будуємо важливi приклади випадкової системи з ви-

ходом i сiмейства ℛM-морфiзмiв з будь-якої ℛM-системи в сконструйовану.

Наша гiпотеза полягає в тому, що сконструйована випадкова система з ви-

ходом ℛM є кiнцевою ℛM-системою, а сконструйована сiм’я ℛM-морфiзмiв

є сiмейством вiдповiдних анаморфiзмiв.
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3.4.1 Концепцiя помiчених дерев без листя

Загальною практикою для моделювання iндетермiнованих динамiчних

систем є використання деревних структур [69]. Така практика зумовлена

багатьма причинами.

У [66] автори пояснюють, чому коалгебраїчний пiдхiд є плiдним для

визначення семантичних моделей для мов програмування та яка роль кiн-

цевих об’єктiв у вiдповiдних категорiях коалгебр.

Неформально кажучи, кiнцева коалгебра є ключовим iнструментом

для розумiння обсягу загальних властивостей, що стосуються всiх систем,

пов’язаних з деяким ендофунктором. Цей iнструмент дозволяє дивитися

на динамiчну систему, так би мовити, з нескiнченно вiддаленої точки часу.

Природно, що для iндетермiнованих систем необхiдно розглянути всi

можливi способи поведiнки системи в майбутньому. Отже, якщо кiлькiсть

варiантiв локального вибору для кожного стану системи є кiнцевою, кiнце-

во розгалужене дерево є природним iнструментом для моделювання пове-

дiнки системи.

Перш за все, розглянемо множину TM, що складається з часткових

вiдображень виду 𝑡 : N+ 99K M× [0, 1] такий, що

1. для деяких 𝑛 ∈ N, ⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡;

2. для будь-яких 𝑛 ∈ N*,

(а) {𝑛 ∈ N | ⟨𝑛, 𝑛⟩ ∈ dom 𝑡} = 𝑘) для деяких 𝑘 ∈ N;

(б) для деяких 𝑛 ∈ N, ⟨𝑛, 𝑛⟩ ∈ dom 𝑡 будь-коли 𝑛 ∈ dom 𝑡;

(в) 𝑛 ∈ dom 𝑡 whenever ⟨𝑛, 𝑛⟩ ∈ dom 𝑡 для деяких 𝑛 ∈ N;

(г)
∞∑︀
𝑛=0

[︀
⟨𝑛, 𝑛⟩ ∈ dom 𝑡

]︀
· pr[0,1](𝑡⟨𝑛, 𝑛⟩) = 1 де pr[0,1] : M× [0, 1]

0,1−→ є

проєкцiєю з M× [0, 1] в [0, 1].

Пояснимо, чому 𝑡 ∈ TM визначає деяке непорожнє дерево без листкiв,

позначене елементами M × [0, 1]. Дерево (𝑁𝑡, 𝐸𝑡), що вiдповiдає 𝑡 ∈ TM,

будується наступним чином
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0

(0,2 /3)

1

(1,1 /3)

0

(0,4 /9)

1

(1,2 /9)

0

(0,2 /9)

1

(1,1 /9)

Рис. 3.1. Дерево, що вiдповiдає прикладу 3.3

• набiр вузлiв 𝑁𝑡 дерева {⟨⟩} ∪ dom 𝑡;

• набiр ребер 𝐸𝑡 дерева

{(𝑛′,𝑛′′) ∈ 𝑁𝑡 ×𝑁𝑡 | 𝑛′′ = ⟨𝑛′, 𝑛⟩ для деяких 𝑛 ∈ N};

• позначка вузла ⟨𝑛, 𝑛⟩ is 𝑡⟨𝑛, 𝑛⟩.

Легко перевiрити, що за вимогами 1, 2.a–2.d побудований граф є деревом,

кожен вузол якого, за винятком кореня дерева, позначений елементами з

TM.

Приклад 3.3 Let M = {0, 1} та

𝑡⟨𝑛⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(0,2/3) if 𝑛 = 0

(1,1/3) if 𝑛 = 1

не визначено if 𝑛 > 1

𝑡⟨𝑛, 𝑛⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(︀
0,2/3 · pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩)

)︀
if 𝑡⟨𝑛⟩ визначено та 𝑛 = 0(︀

1,1/3 · pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩)
)︀

if 𝑡⟨𝑛⟩ визначено та 𝑛 = 1

не визначено в iншому випадку

де 𝑛 ∈ N* i 𝑛 ∈ N то вiдповiдне дерево показано на Рис. 3.1.

Приклад 3.1 показує, що деякi симетрiї можуть бути властивими еле-

ментам TM. Дiйсно, якщо ми помiняємо мiсцями пiддерево, що вiдповiдає
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вузлу 0, на пiддерево, що вiдповiдає вузлу 1, тобто застосувамо транспози-

цiю (0, 1) до iдентифiкаторiв вузлiв, якi утворюють перший рiвень дерева,

то перетворений i оригiнальний дерева мають однакову геометрiю. У цьому

випадку у нас немає пiдстав розрiзняти цi два дерева.

Рис. 3.2 представляє iлюстрацiю цього зауваження.

Зауваження 3.4 Пiд час нашого дослiдження ми виявили, що послiдов-

нiсть мiток не iдентифiкує вузол однозначно, тому ми були змушенi

запровадити додаткову нумерацiю. Бiльш детально цей метод описано

нижче.

У математицi канонiчним iнструментом для iдентифiкацiї елементiв

множини є вiдношення еквiвалентностi на цiй множинi. Таким чином, ми

приходимо до наступного коiндуктивного визначення.

Означення 3.3 Вiдношення подiбностi на TM є найменшою еквiвален-

тнiстю ≃𝑆 такою, що для будь-якого 𝑡′, 𝑡′′ ∈ T 𝑜𝑏𝑗𝑀 , 𝑡′ = 𝑡′′ або

1. {𝑛 ∈ N | ⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡′} = [𝑘) = {𝑛 ∈ N | ⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡′′} and

2. iснує така перестановка 𝜎 ∈ 𝑆𝑘, що 𝑡′𝑛 i 𝑡′′𝜎(𝑛) еквiвалентнi, де 𝑆𝑘

— симетрична група на 𝑘 символiв, 0 ≤ 𝑛 < 𝑘, 𝑡′𝑛 = λ𝑛 . 𝑡′⟨𝑛,𝑛⟩ i

𝑡′′𝑛 = λ𝑛 . 𝑡′′⟨𝑛,𝑛⟩, якi, очевидно, є елементами TM.

Незважаючи на свою елегантнiсть, Визначення 3.3 не дає корисного

iнструменту для встановлення еквiвалентностi 𝑡′, 𝑡′′ ∈ TM. Тому наведемо

бiльш громiздке, але бiльш ефективне визначення.

0

(1,1 /3)

1

(0,2 /3)

0

(0,4 /9)

1

(1,2 /9)

0

(1,1 /9)

1

(0,2 /9)

Рис. 3.2. Iнше дерево для прикладу 3.3



99

Перш за все, визначимо повну решiтку ℰ еквiвалентностей на TM i на-

ступний оператор 𝐹 : ℰ −→ ℰ :

∀ 𝐸 ∈ ℰ
та 𝑡′, 𝑡′′ ∈ TM, 𝑡′ ≃𝐹 (𝐸) 𝑡

′′ якщо

𝑡′ ≃𝐸 𝑡′′ або для деяких 𝑘 ∈ N,

{𝑛 ∈ N | ⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡′} = [𝑘) = {𝑛 ∈ N | ⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡′′} та

iснує 𝜎 ∈ 𝑆𝑘 такi, що 𝑡′𝑛 ≃𝐸 𝑡′′𝑛 щоразу 0 ≤ 𝑛 < 𝑘.

Щоб перевiрити, що 𝐹 є правильним оператором на TM, потрiбно по-

казати, що 𝐹 (𝐸) є еквiвалентнiстю. Але це цiлком очевидно завдяки кон-

струкцiї.

Звернiть увагу, що вiдношення подiбностi є найменшою фiксованою то-

чкою оператора 𝐹 через визначення 3.3. Теорема Тарського про фiксовану

точку [70] забезпечує iснування вiдношення подiбностi вiдразу, оскiльки цей

оператор є монотонним. Щоб побудувати вiдношення подiбностi, визначи-

мо послiдовнiсть еквiвалентностi наступним чином

𝐸(0) = вiдношення рiвностi наTM

𝐸(𝑛+1) = 𝐹 (𝐸(𝑛)) для будь-якого 𝑛 ∈ N.

За побудовою 𝐹 визначена послiдовнiсть є неспадною, тобто

𝐸(0) ⊂ 𝐸(1) ⊂ . . . ⊂ 𝐸(𝑛) ⊂ . . . ⊂ 𝐸(∞) =
∞⋃︁
𝑛=0

𝐸(𝑛).

Очевидно, що 𝐹 (𝐸(∞)) = 𝐸(∞) i для будь-якої фiксованої точки 𝐸* 𝐸(∞) ⊂
𝐸*.

Таким чином, 𝐸(∞) є вiдношенням подiбностi.

Нижче ми використовуємо позначення 𝑡′ ≃ 𝑡′′ для посилання на твер-

дження ”𝑡′ i 𝑡′′ схожi”.

Щоб пояснити структуру вiдношення подiбностi, введемо nch𝑡 : 𝑁𝑡 99K

N+ для будь-якого 𝑡 ∈ TM наступним чином:

{𝑛 ∈ N | ⟨𝑛, 𝑛⟩ ∈ dom 𝑡} = [nch𝑡𝑛)
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щоразу 𝑛 ∈ 𝑁𝑡.

Далi, нехай 𝑆𝑡 утворено 𝜎 = ⟨𝜎𝑛 ∈ 𝑆nch𝑡 𝑛 | 𝑛 ∈ 𝑁𝑡⟩ тодi

⟨𝑛⟩𝜎 = ⟨𝜎⟨⟩𝑛⟩

⟨𝑛, 𝑛⟩𝜎 = ⟨𝑛𝜎, 𝜎𝑛𝑛⟩

для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁𝑡 and 0 ≤ 𝑛 < nch𝑡𝑛.

Також для 𝑡 ∈ TM and 𝜎 ∈ 𝑆𝑡, 𝑡𝜎 = λ𝑛 . 𝑡𝑛𝜎 ∈ TM.

Тепер давайте визначимо [𝑡] ⊂ TM наступним чином [𝑡] = {𝑡𝜎 | 𝜎 ∈ 𝑆𝑡}.
Це також можна легко перевiрити [𝑡′] = [𝑡′′] або [𝑡′]∩ [𝑡′′] = ∅ для будь-якого

𝑡′, 𝑡′′ ∈ TM.

Iншими словами, ми визначили розбиття TM i, отже, вiдношення еквiва-

лентностi мiж елементами TM.

Таким чином, 𝑡′, 𝑡′′ ∈ TM подiбнi, якщо [𝑡′] = [𝑡′′].

Означення 3.4 Ми будемо використовувати TM для позначення фактор-

множини TM w.r.t. подiбнiсть, а його елементи можна iнтерпретувати

як абстрактнi непорожнi помiченi дерева без листя.

3.4.2 Побудова фiнальної системи

З побудови 𝑡 ∈ TM очевидно, що для будь-якого 𝑛 ∈ N такого, що

⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡, вiдображення 𝑡𝑛 = λ𝑛 . 𝑡⟨𝑛,𝑛⟩ ∈ TM i що набiр таких 𝑛 є

кiнцевий. Отже, для цього 𝑡 можна визначити 𝑝𝑡 : M× TM
0,1−→ наступним

чином

𝑝𝑡(𝑚, 𝑡′) =
∞∑︁
𝑛=0

[︀
⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡 ∧ 𝑡′ = 𝑡𝑛 ∧𝑚 = prM(𝑡⟨𝑛⟩)

]︀
· pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩)

де prM : M× [0, 1] −→M є проекцiєю M× [0, 1] на M.

Звичайно, 𝑝𝑡 визначає кiнцевий розподiл ймовiрностей елементiв M× TM.
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𝑡

𝑡1 𝑡2

Pr
(︁
𝑡

0−→ 𝑡1

)︁
= 2

3 Pr
(︁
𝑡

1−→ 𝑡2

)︁
= 1

3

0

(0,2 /3)

1

(1,1 /3)

0

(0,4 /9)

1

(1,2 /9)

0

(0,2 /9)

1

(1,1 /9)

0

(0,4 /9)

1

(1,2 /9)

0

(0,2 /9)

1

(1,1 /9)

Рис. 3.3. Iлюстрацiя конструкцiї

Дiйсно,∑︁
𝑚∈M

∑︁
𝑡′∈TM

𝑝𝑡(𝑚, 𝑡′)

=
∑︁
𝑚∈M

∑︁
𝑡′∈TM

∞∑︁
𝑛=0

[︀
⟨𝑛⟩ 𝑖𝑛 dom 𝑡 ∧ 𝑡′ = 𝑡𝑛 ∧𝑚 = prM(𝑡⟨𝑛⟩)

]︀
· pr[0,1](𝑡[𝑛])

=
∞∑︁
𝑛=0

[⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡] ·
∑︁
𝑚∈M

[︀
𝑚 = prM(𝑡⟨𝑛⟩)

]︀
· pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩)

=
∞∑︁
𝑛=0

[⟨𝑛⟩ ∈ dom 𝑡] · pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩) = 1 через (2г) з 𝑛 = ⟨⟩.

Приклад 3.4 Давайте проiлюструємо цю концепцiю за допомогою дере-

ва 𝑡 iз прикладу 3.3 (див. Рис. 3.3).

Тепер зауважимо, що запропонована конструкцiя задовольняє наступну

умову, якщо 𝑡, 𝑠 ∈ TM i [𝑡] = [𝑠] (тобто 𝑠 = 𝑡𝜎 для деякого 𝜎 ∈ 𝑆𝑡), тодi

1. {𝑛 ∈ N | ⟨𝑛⟩ ∈ 𝑁𝑠} = {𝜎⟨⟩𝑛 | ⟨𝑛⟩ ∈ 𝑁𝑡};

2. 𝑠𝜎⟨⟩𝑛 подiбний до 𝑡𝑛 для будь-якого 𝑛 ∈ N такого, що ⟨𝑛⟩ ∈ 𝑁𝑡; i
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3. для будь-якого 0 ≤ 𝑛 < nch𝑡⟨⟩,

Pr

(︂
𝑡

prM(𝑡⟨𝑛⟩)−−−−−→ 𝑡𝑛

)︂
= pr[0,1](𝑡[𝑛])

= ′𝑝𝑟[0,1](𝑠[𝜎𝑛]) = Pr

(︂
𝑠

prM(𝑠⟨𝜎⟨⟩𝑛⟩)−−−−−−−→ 𝑠𝜎⟨⟩𝑛

)︂
.

Ця умова гарантує, що значення 𝑝𝑡 не змiниться при замiнi 𝑡 будь-яким

подiбним до нього елементом .

Iншими словами, можна визначити випадкову систему з виходом 𝜇 насту-

пним чином

𝜇 = TM

Pr

(︂
[𝑡]

𝑚−→
𝜇

[𝑡′]

)︂
=

∑︁
𝑚′∈M

∞∑︁
𝑛=0

[︀
𝑚′ = 𝑚 ∧ [𝑡𝑛] = [𝑡′]

]︀
· pr[0,1](𝑡⟨𝑛⟩).

3.4.3 Побудова родини морфiзмiв

Тепер ми готовi побудувати iндексоване сiмейство

𝜔 = {𝜔𝜉 : 𝜉 −→ 𝜇 | 𝜉 є ℛM-система}

ℛM-морфiзмiв. Нижче ми пояснимо конструкцiю на прикладi, а потiм ви-

значимо її в загальному випадку.

Зауваження 3.5 Для iлюстрацiї методу побудови сiмейства морфiзмiв

можна використати описанi вище приклади, але вони не настiльки ви-

разнi. Тому ми наводимо новий приклад, який вважаємо бiльш доречним.

Приклад 3.5 Розглянемо випадкову систему 𝜋 з виходом iз набору

{+,−}, яка показана на Рис. 3.4.

Цю систему можна розглядати як систему ротора з трьома поло-

женнями, яка обертається навколо свого центру на 120∘ проти (перехiд

вiд 𝑥 до 𝑥+1 mod 3) або за годинниковою стрiлкою (перехiд вiд 𝑥 в 𝑥− 1

mod 3) за умови, що напрямки обертання є рiвноiмовiрними. Система

також надсилає повiдомлення про реалiзований напрямок обертання, але
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(︁
𝑥

+−→
𝜋

(𝑥+ 1 mod 3)
)︁
=
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Pr
(︁
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−−→
𝜋

(𝑥+ 1 mod 3)
)︁
=

1

6

Pr
(︁
𝑥
−−→
𝜋

(𝑥− 1 mod 3)
)︁
=

1

3

Pr
(︁
𝑥

+−→
𝜋

(𝑥− 1 mod 3)
)︁
=

1

6

Рис. 3.4. Система 𝜋, розглянута в прикладi 3.5

цi повiдомлення правильнi з iмовiрнiстю 2/3 i неправильнi з iмовiрнiстю
1/3. Формальне визначення системи представлено на Рис. 3.4.

Тепер можна побудувати дерево, використовуючи вiдношення "батько-

дiти показане на Рис. 3.5. Кожен вузол на малюнку позначено трiйкою
𝑠

(𝑚, 𝑝)
, де 𝑠 ∈ 𝜋 , 𝑚 є елементом набору повiдомлень {+,−}, а 0 < 𝑝 ≤ 1

— це ймовiрнiсть переходу вiд батькiвського вузла до розглянутого вузла.

𝑥

*

𝑥+ 1 mod 3

(+,1 /3)

𝑥+ 1 mod 3

(−,1 /6)
𝑥− 1 mod 3

(+,1 /6)

𝑥− 1 mod 3

(−,1 /3)

𝑥 = 0, 1, 2, 3

Рис. 3.5. Вiдношення "батько-дiти"для дерева, що вiдповiдає системi 𝜋

Якщо розглядати вузли та ребра мiж ними, беручи до уваги лише

стани системи, що вiдповiдають цим вузлам, то ми отримаємо дерево,

показане на Рис. 3.6.

Аналiзуючи це дерево станiв, можна побачити наявнiсть залежно-

стей, характерних для системи 𝜋. Враховуючи нашу мету, а саме побу-

дувати остаточну випадкову систему з виходом, нам потрiбно усунути

залежностi такого роду. Для цього ми використовуємо перетворення де-

рева, показане на Рис. 3.7. Звичайно, результат цього перетворення за-

лежить вiд обраного методу перерахування вузлiв, але клас подiбностi

цього результату не залежить вiд вибору методу перерахування.
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Рис. 3.6. Дерево станiв для системи 𝜋
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(+,1 /6)
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(−,1 /3)
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schema

Рис. 3.7. Перетворення системи 𝜋 в систему 𝜇
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Отже, клас подiбностi дерева, побудованого з коренем, визначеним

станом 𝑥, є необхiдним значенням 𝜔𝜋𝑥 ∈ TM.

Нарештi, нам потрiбно перевiрити (3.9) у нашому випадку, але це

вiрно за допомогою побудови дерев, пов’язаних зi станами 𝜋.

Таким чином, показано, що деревоподiбна структура представлення

даних добре справляється iз завданнями формалiзацiї випадкових систем

з виходами.

Тепер наведемо загальну конструкцiю на основi цього прикладу.

Нехай M — кiнцевий набiр повiдомлень, а 𝜉 — випадкова система з виходом,

тодi для побудови необхiдного морфiзму 𝜔𝜉 : 𝜉 −→ 𝜇 необхiдно зробити

наступне

1. для 𝑥 ∈ 𝜉 , перерахувати елементи скiнченної множини{︂
(𝑚,𝑥′) ∈M× 𝜉 | Pr

(︂
𝑥

𝑚−→
𝜉

𝑥′
)︂

> 0

}︂
=

{︁
(𝑚0, 𝑥0), . . . , (𝑚𝑛−1, 𝑥𝑛−1)

}︁
;

2. призначити 𝑡⟨𝑘⟩ ← Pr

(︂
𝑥

𝑚𝑘−→
𝜉

𝑥𝑘

)︂
для 0 ≤ 𝑘 < 𝑛;

3. виконати кроки 1 i 2 для балiв, отриманих у поточнiй гiлцi на попе-

редньому кроцi.

Цей нескiнченний процес генерує 𝑡 ∈ TM i призначає 𝜔𝜉𝑥← [𝑡].

Зауваження 3.6 Конструкцiя, показана вище, досить складна, оскiльки

ми ввели додатковi коефiцiєнти рiзницi для вузлiв. Однак це необхiдно,

оскiльки вузол не iдентифiкується однозначно лише за допомогою трає-

кторiї, яка постачається повiдомленнями системи, i якщо ми не розрi-

зняємо прихованi стани системи, то ми виявимо, що умови для побудови

морфiзму не виконуються.

3.4.4 Фiнальна система для рандомної дискретної системи з виходами

Нашi мiркування про мiченi дерева без листя дозволяють нам зробити

таке припущення:
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Нехай M — скiнченний набiр повiдомлень, тодi для будь-якої випадкової

системи з виходом 𝜉 рiвняння

Pr

(︂
𝑓𝑥

𝑚−→
𝜇

[𝑡]

)︂
= Pr

(︂
𝜔𝜉𝑥

𝑚−→
𝜇

[𝑡]

)︂
де 𝑥 ∈ 𝜉 , 𝑚 ∈M i 𝑡 ∈ TM

вiдносно ℛM-морфiзму 𝑓 : 𝜉 −→ 𝜇 має рiвно один розв’язок, а саме 𝜔𝜉.

Iншими словами, гiпотеза полягає в тому, що 𝜇 є кiнцевою ℛM-

системою, а 𝜔 є вiдповiдним сiмейством анаморфiзмiв.

Висновки по Роздiлу 3

У роздiлi дослiдженнi моделi дискретних детермiнованих систем з ви-

хiдними даними за допомогою унiверсальних коалгебр. Були описанi мор-

фiзми для таких систем та визначена фiнальна коалгебра.

Враховуючi, що на практицi при роботi складних систем неможливо

зiбрати всю iнформацiю для поточного стану системи, а отже неможливо

досягнути повної детермiнованостi системи були представленi пiдходи до

впровадження стохастичностi у створену модель. Було використано монаду

розподiлу ймовiрностей Джирi для впровадження стохастичностi до моде-

лi. Такий пiдхiд було використано вперше, що дозволило створити модель

рандомної дискретної системи з виходами.

Було проведено дослiдження щодо iснування фiнальної системи для та-

кої моделi за допомогою властивостей ендофунктора зберiгати декартовi

квадрати та сформульована сама фiнальна система для цiєї категорiї си-

стем. Вона була представлена як нескiнченне дерево без листя, розмiчене

iмовiрностями переходiв.

Таким чином, можна зробити висновок, що в рамках цього роздiлу ме-

тод синтезу моделей для динамiчного аналiзу (iмiтацiйного моделювання)

складних систем з використанням унiверсальних коалгебр дiстав подаль-

шого розвитку.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [13].



РОЗДIЛ 4. Практичне застосування унiверсальних

коалгебр для специфiкацiї та аналiзу поведiнки систем

4.1 Особливостi складних програмних систем та

програмних компонентiв з перспективи їх специфiкацiї

Складна програмна система – це комплекс програмно - апаратного за-

безпечення, яке має великий обсяг коду, складну архiтектуру, численнi вза-

ємодiючi компоненти та пiдсистеми. До подiбних систем вiдносять кiбер-

фiзичнi, розподiленi системи та системи геолокацiї. Подiбнi рiшення роз-

робляються для виконання складних завдань i часто використовуються у

великих органiзацiях чи iнфраструктурах. Розвиток таких систем потребує

iнтеграцiї передових методiв проектування, аналiзу, тестування та пiдтрим-

ки [71].

У цьому роздiлi буде надано комплексний огляд складних програмних

систем, включаючи їх характеристики, проблеми специфiкацiї та аналiзу,

а також сучаснi пiдходи до їх розробки та верифiкацiї.

Основнi характеристики складних програмних систем включають:

1. Масштабнiсть. Складнi програмнi системи мають значний обсяг коду

та велику кiлькiсть компонентiв, що взаємодiють мiж собою.

2. Розподiленiсть. Складнi програмнi системи часто функцiонують у

розподiлених середовищах, де рiзнi частини системи працюють на

рiзних апаратних платформах.

3. Iнтеграцiя. Складнi програмнi системи iнтегруються з iншими систе-

мами та сервiсами, що ускладнює їхню архiтектуру.

4. Динамiчнiсть. Складнi програмнi системи потребують постiйного

оновлення та адаптацiї до змiнних вимог i умов експлуатацiї.
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5. Безпека та надiйнiсть. Складнi програмнi системи повиннi забезпечу-

вати високий рiвень безпеки та надiйностi, оскiльки часто функцiону-

ють у критичних сферах, таких як медицина, енергетика чи фiнанси.

Для успiшної розробки та впровадження у виробничi процеси складних

програмних систем використовуються сучаснi методи та технологiї [72], що

забезпечують ефективнiсть i надiйнiсть системи, а саме:

1. Агентно-орiєнтоване моделювання. Агентно-орiєнтованi пiдходи до-

зволяють моделювати поведiнку окремих компонентiв системи як ав-

тономних агентiв, що взаємодiють мiж собою. Це сприяє кращому

розумiнню динамiчних аспектiв системи.

2. Мiкросервiсна архiтектура. Мiкросервiсна архiтектура дозволяє роз-

дiлити складну систему на меншi, автономнi сервiси, що можуть роз-

роблятися, тестуватися та розгортатися незалежно один вiд одного.

Це спрощує управлiння змiнами та забезпечує гнучкiсть.

3. Формальнi методи. Використання формальних методiв для специфi-

кацiї та верифiкацiї СПС дозволяє забезпечити точнiсть i надiйнiсть

системи. Формальнi методи, такi як методи на основi логiки та алге-

бри, сприяють виявленню помилок на раннiх етапах розробки.

4. Моделювання та симуляцiя. Моделювання та симуляцiя використо-

вуються для аналiзу поведiнки СПС в рiзних умовах. Це дозволяє

виявити можливi проблеми та оптимiзувати систему до її фактично-

го впровадження.

Однак слiд зазначити, що процес специфiкацiї подiбних систем є до-

волi комплексним у першу чергу через їх складнiсть та високi вимоги до

безпечної та безперебiйної роботи. У процесi специфiкацiї складних систем

виникає численна кiлькiсть проблем, якi можуть суттєво вплинути на успiх

проекту. Нижче описанi основнi проблеми, що виникають пiд час специфi-

кацiї складних систем:
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1. Неповнота специфiкацiй. Специфiкацiї складних систем часто вияв-

ляються неповними через складнiсть охоплення всiх аспектiв фун-

кцiонування системи. Це призводить до пропуску важливих деталей,

що можуть критично вплинути на поведiнку системи в реальних умо-

вах.

2. Неоднозначнiсть вимог. Формулювання вимог може бути неоднозна-

чним, що спричиняє рiзнi тлумачення серед розробникiв, тестуваль-

никiв та iнших зацiкавлених сторiн. Це ускладнює верифiкацiю та

валiдацiю системи.

3. Складнiсть моделювання поведiнки.Моделювання поведiнки скла-

дної системи може вимагати великих зусиль через численнi взаємодiї

мiж компонентами, що потребують докладного опрацювання та си-

муляцiї.

4. Непередбачуванi взаємодiї. Взаємодiї мiж компонентами складної си-

стеми можуть спричиняти непередбачуванi наслiдки, якi важко вра-

хувати на етапi специфiкацiї та аналiзу поведiнки.

5. Недостатня деталiзацiя. Надмiрно загальнi специфiкацiї не надають

достатньої iнформацiї для розробникiв i тестувальникiв, що може

призводити до рiзночитань та помилок пiд час реалiзацiї та тесту-

вання системи.

6. Взаємозалежнiсть вимог. Багато вимог складної системи можуть бу-

ти взаємозалежними, що ускладнює їхнє розумiння та реалiзацiю.

Змiна однiєї вимоги може впливати на iншi, що потребує постiйного

оновлення специфiкацiй.

7. Складнiсть верифiкацiї. Верифiкацiя складних систем часто є тру-

домiсткою через велику кiлькiсть сценарiїв використання та варiан-

тiв поведiнки, якi необхiдно протестувати для забезпечення належної

якостi системи.
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8. Вплив зовнiшнiх факторiв. Поведiнка складних систем може значно

залежати вiд зовнiшнiх факторiв, таких як навколишнє середовище,

мережевi умови або iнтеграцiя з iншими системами, що складно вра-

хувати на етапi специфiкацiї.

Таким чином, рiзнi аспекти системи можуть вимагати рiзних пiдходiв

до специфiкацiї. Наприклад, функцiональнi вимоги можуть бути зручно

описанi за допомогою алгебраїчних специфiкацiй, тодi як динамiчна пове-

дiнка може потребувати використання моделей станiв i переходiв або коал-

гебраїчних методiв. Крiм того, аспект безпеки може вимагати використання

формальних методiв для доказу властивостей безпеки, а продуктивнiсть —

аналiтичних моделей.

Рiзнi специфiкацiї можуть використовувати рiзнi рiвнi абстракцiї, що

ускладнює їх iнтеграцiю в єдину модель. Наприклад, високорiвневi абстра-

кцiї, якi використовуються для опису архiтектури системи, можуть бути

важко узгодженi з низькорiвневими деталями реалiзацiї.

Слiд зазначити, що модульний пiдхiд до проведення специфiкацi дозво-

ляє роздiлити систему на меншi, бiльш керованi частини. Однак, при спробi

поєднати цi частини в єдину специфiкацiю, виникає проблема забезпечення

консистентностi мiж рiзними модулями. Рiзнi модулi можуть використову-

вати рiзнi пiдходи до специфiкацiї, що ускладнює їх узгодження.

Отже, особливiстю складних програмних систем є практична неможли-

вiсть побудови та аналiзу специфiкацiї системи з єдиної точки зору або ви-

користанням єдиного пiдходу. Таким чином, є необхiднiсть побудови ком-

плексу моделей системи, який характеризує її з рiзних точок зору. При

цьому необхiдно забезпечити можливостi перевiрки узгодженостi моделей,

побудованих виходячи з рiзних точок зору.

Коалгебраїчний пiдхiд дозволяє вирiшити цю проблему шляхом узго-

дження рiзних рiвнiв абстракцiї, якi використовуються у специфiкацiї си-

стеми. Всi рiвнi — вiд високорiвневих архiтектурних специфiкацiй до низь-

корiвневих деталей реалiзацiї — можуть бути описанi в єдинiй коалгебра-
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їчнiй моделi. Це забезпечує цiлiснiсть та узгодженiсть всiєї системи, спро-

щуючи її аналiз та пiдтримку.

Таким чином, саме коалгебраїчний пiдхiд, який фактично iнкапсулює

в собi точку зору на систему через фiксацiю вiдповiдного ендофунктора,

дає iнструмент для формулювання узгодженностi мiж моделями систем,

побудованих виходячи з рiзних точок зору. Наявнiсть фiнальної системи

для ендофунктора дає можливiсть дослiджувати властивостi будь-якої си-

стеми вiдповiдного типу через властивостi фiнальної системи, що спрощує

розробку формальних засобiв верифiкацiї системи в процесi її проєктува-

ння.

4.2 Метод синтезу iмiтацiйних моделей складних

динамiчних систем з використанням унiверсальних

коалгебр

Для вирiшення проблем, описаних ранiше пропонується практичний ме-

тод для розв’язання задачi синтезу iмiтацiйних моделей складних динамi-

чних систем (тобто складних програмних систем, яким властива динамiчна

поведiнка) з метою їх подальшого використання для аналiзу поведiнки та

специфiкацiї складних динамiчних систем.

Слiд окремо зазначити, що наведений метод можна використовувати

для широкого спектру складних систем, зокрема розподiлених обчислю-

вальних систем, асинхронних систем та кiберфiзичних систем.

Запропонований метод синтезу iмiтацiйних моделей складається з на-

ступних етапiв:

1. На першому етапi синтезу iмiтацiйної моделi нам необхiдно обрати

точку зору на систему. Iншими словами необхiдно формалiзувати си-

стему, для якої необхiдно синтезувати модель за допомогою абстра-

кцiї. Це можуть бути рiзнi системи, зокрема

(а) детермiнована дискретна система
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(б) рандомна дискретна система

(в) система з термiнальними станами, тощо.

2. Далi необхiдно пiдiбрати представлення визначеної системи у термi-

нах теорiї унiверсальних коалгебр за допомогою вiдповiдного ендо-

функтора.

3. Пiсля визначення вiдповiдного едофунктора для категорiї систем не-

обхiдно перевiрити факт iснування фiнальної системи за допомогою

достатньої умови iснування фiнальної системи, яку було доведено у

Роздiлi 2. Факт iснування фiнальної системи дасть можливiсть вико-

ристовувати принципи коiндукцiї для безпосередньо визначення фi-

нальної системи. Необхiдно зробити зауваження, що без доведення

факту iснування фiнальної системи використання принципiв коiнду-

кцiї не має сенсу.

4. З використанням методу коiндукцiї необхiдно сформулювати необхi-

днi властивостi системи як фiнальної системи.

5. На фiнальному етапi синтезу iмiтацiйної моделi необхiдно побудувати

найменшу пiдсистему фiнальної системи, яка задовольняє цим вла-

стивостям фiнальної системи. Саме ця найменша модель визначае не-

обхiднi для iмiтацiйного моделювання властивостi категорiї систем.

Однак, слiд зазначити, що наведений метод синтезу iмiтацiйної моделi

систем не вирiшує проблему узгодженостi iмiтацiйних моделей. Така задача

не планувалась до розв’язання у рамках дисертацiйного дослiдження та є

основним напрямком для подальших дослiджень на цю тему.
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4.3 Практичне застосування теорiї коалгебр при

дослiдження складних розподiлених систем

В процесi виконання науково дослiдної робiти за темою Integrated rail

freight optimisation in Ukraine: Railway sleepers, rolling stock and logistics»

(ДР № 0123U102700), у виконаннi якої дисертант брав участь як викона-

вець. Метод, описаний вище було застосовано на практицi.

Крiм того даний метод був застосований експериментально при перед-

проектному створеннi системи монiторингу руху вагонопотокiв для забез-

печення прогнозного часу доставки вантажiв на полiгонi регiональної фiлiї

“Пiвденна залiзниця” АТ “Укрзалiзниця” (Додаток Б, акт впровадження

вiд 12 грудня 2023р)

Однiєю зi складових дослiдження була побудова моделi на основi шту-

чного iнтелекту для прогнозування часу виконання операцiй з вагонами

рiзних видiв вагонопотокiв на залiзничнiй мережi. Пiд час реалiзацiї зазна-

ченого етапу проекту виникла проблема нестачi даних для навчання моделi

щодо працездатностi систем геолокацiї та трекiнгу вагонних вiдправок, а

саме, системи монiторингу руху вагонопотокiв.

Було прийнято рiшення синтезувати iмiтацiйну модель роботи систе-

ми монiторингу руху вагонопотокiв з використанням методу, наведеного у

попередньому роздiлi.

Пiд час аналiзу вимог до iмiтацiйної моделi було виявлено, що систему

монiторингу руху вагонопотокiв у рамках цiлей основного дослiдження мо-

жна абстрагувати без втрати адекватностi моделi до системи з термiналь-

ними станами. Формально таку систему можна представити як систему,

побудованому на розширеннi натуральних чисел 𝑁 = {0, 1, 2, ...} ∪ {∞} з

динамiкою, побудованою наступним чином:

∞ . . . 𝑛 𝑛− 1 . . . 1 0 ↓ ,
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iншими словами у нас iснує стан, який стабiлiзує роботи системи (представ-

лений за допомогою ∞) та набiр станiв (представленi за допомогою нату-

ральних чисел), якi призводять до аварiйної зупинки системи (↓). Таким

чином було визначено точки зору на систему монiторингу руху вагонопо-

токiв як на систему з термiнальними станами.

Наступним кроком у синтезi iмiтацiйної моделi є визначення системи з

термiнальними станами за допомогою вiдповiдного ендофунктора. Таким

чином було визначено ендофунктор

𝑋 ↦→ 1 +𝑋 для будь-якох множини 𝑋

𝑋
𝑓−→ 𝑌 ↦→ 1 +𝑋

𝑖𝑑1+𝑓−−−→ 1 + 𝑌 для будь-яких множин 𝑋 та 𝑌

Доведення того факту, що 1+𝑋 дiйсно є ендофунктором є тривiальним.

Подальше дослiдження цiєї системи не несло сенсу, через той факт, що ця

система була у деталях описана у дослiдженнях Яна Руттена [55].

Зокрема, фiнальною системою є (𝑁, 𝑝𝑟𝑒𝑑) з 𝑁 = N∪{∞} та 𝑝𝑟𝑒𝑑 : 𝑁 −→
1 +𝑁 , що визначено у такий спосiб

𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
↓ якщо 𝑛 = 0

𝑛− 1 якщо 0 < 𝑛 ̸=∞

∞ якщо 𝑛 =∞

Результатом синтезу iмiтацiйних моделей для систему монiторингу ру-

ху вагонопотокiв було створення за допомогою мови програмування python

двох моделей, якi задовiльняли властивостям найменших пiдсистем фi-

нальної системи для категорiї систем з термiнальними станами, а саме:

1. Стабiльна система, яка не має властивостей виходити з ладу. Iншими

словами, 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑛) завжди набуває значення ∞

2. Система, що вийде з ладу через скiнченну кiлькiсть iтерацiй її роботи.

Рандомiзацiя таких систем призводить до систем подiбних до систем

мнонади Джiрi з такою змiною ендофунктора:
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1. ендофунктор вiдправляє множину станiв 𝑋 тепер у множину скiн-

ченно визначених функцiй 𝑝 : 𝑋 → [0, 1] таких, що вiдповiдають

умовi ∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝(𝑥) ≤ 1 замiсть умови
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝(𝑥) = 1,

при цьому 1−
∑︀
𝑥∈𝑋

𝑝(𝑥) iнтерпоетується як ймовiрнiсть зупинки систе-

ми;

2. дiя ендофунктора на функцiї спiвпадає з дiєю ендофунктора монади

Джирi.

Фiнальна системи такого ендофунктора також є множиною дерев, проте

тепер дерево може мати листи, що вiдповiдають станам перед зупинкою,

тобто таким, для яких вiдповiдна функцiя тотожньо дорiвнює нулю.

Окремо слiд зазначити, що практичний метод синтезу iмiтацiйних моде-

лей було застосовано на передпроектному етапi розробки турбодетандерної

технiки для забезпечення розробка, виготовлення та впровадження детан-

дер – компресорiв, детандер – генераторiв, включаючи комбiнованi детан-

дери, та iнше газопромислове обладнання на виробництвi ПАТ “Турбогаз”

(Додаток Б, акт впровадження вiд 27 грудня 2023р.)

Висновки по Роздiлу 4

У роздiлi подано проблематику аналiзу поведiнки та специфiкацiї скла-

дних програмних систем. Специфiка таких систем полягає у тому, що їх

неможливо формалiзувати з використанням однiєї моделi. Тому, як пра-

вило, систему розглядають з рiзних точок зору i будують моделi у вiдпо-

вiдностi до них. Але такий пiдхiд потребує унiфiкованого iнструментарiю

специфiкацiї моделей рiзного типу. Саме запропонований коалгебраїчний

пiдхiд дає можливiсть створити такий iнструментарiй.

Було розглянуто метод синтезу моделi рандомної системи, як пiдсисте-

ми фiнальної системи вiдповiдної категорiї систем.
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Було наведено результати практичного застосування запропонованого

методу в процесi виконання науково дослiдних робiт за темою Integrated

rail freight optimisation in Ukraine: Railway sleepers, rolling stock and logi-

stics» (ДР № 0123U102700), у виконаннi якої дисертант брав участь як

виконавець.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [12].



ВИСНОВОК

У дисертацiйнiй роботi поставлена та вирiшена актуальна науково-

технiчна задача розробки теоретичних засад та практичних пiдходiв до

унiфiкацiї методiв специфiкацiї поведiнки дискретних динамiчних систем з

урахуванням їх рiзноманiтностi та високих вимог до безпеки (з точки зору

завчасного виявлення критичних станiв) та прогнозованостi їх роботи.

В результатi проведених дослiджень та розробок математичних моделей

отримано наступнi науковi та практичнi результати:

1. Проведено аналiз сучасного стану методологiй формальної специфi-

кацiї програмних продуктiв, в тому числi з використанням унiвер-

сальних коалгебр, що дало змогу видiлити ряд основних недолiкiв

та переваг рiзних формальних пiдходiв до проведення специфiкацiї

складних систем. У свою чергу це забезпечило обгрунтування коал-

гебраїчного пiдходу як одного з найбiльш перспективних з огляду на

мету дисертацiйного дослiдження.

2. Розроблено коалгебраїчнi моделi для категорiй дискретних динамi-

чних систем, що породжують вихiднi даннi. Побудованi моделi було

використано як основу для формального представлення рандомних

систем з виходами.

3. Дослiджено властивостi ендофунктора дискретної динамiчної систе-

ми з метою з’ясування факту наявностi вiдповiдної фiнальної систе-

ми. На основi проведених дослiджень було доведено достатню умову

iснування фiнальної системи для вiдповiдної категорiї системи Цей

результат було отримано вперше.

4. Сформульовано монаду Джирi з використання концепцiй теорiї унi-

версальних коалгебр, що дало змогу створити визначити рандомнi
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системи саме як композицiю детермiнованої системи з виходами та

монади Джiрi.

5. Вперше використано монаду Джирi для забезпечення рандомiзацiї

дискретних динамiчних систем з виходами з метою формального ви-

значення рандомних систем. Таким чином, було створено модель ран-

домної дискретної системи з виходами з використанням унiверсаль-

них коалгебр.

6. За допомогою доведеної ранiше достатньої умови iснування фiналь-

ної системи було встановлено факт iснування фiнальної системи для

категорiї рандомних дискретних систем з виходами та виведено вiд-

повiдну систему. Показано, що вона має форму нескiнченного дерева

без листя, розмiченого iмовiрностями переходiв.

7. Удосконалено метод синтезу моделей для динамiчного аналiзу скла-

дних систем шляхом використання технiки унiверсальних коалгебр

шляхом моделювання в фiнальнiй системi.

Результати дисертацiйного дослiдження були також використанi в на-

вчальному процесi кафедри Теоретичної i прикладної iнформатики Хар-

кiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н.Каразiна та на факультетi

Управлiння процесами перевезень Української державної академiї залiзни-

чного транспорту (акт вiд 4 грудня 2023р.).

Також результати дисертацiйного дослiдженя були практично впрова-

дженi для моделювання роботи сортувальної станцiї з метою монiторингу

руху вагонопотокiв для забезпечення прогнозного часу доставки вантажiв

на полiгонi регiональної фiлiї “Пiвденна залiзниця” АТ “Укрзалiзниця” (акт

впровадження вiд 12 грудня 2023р.); та на виробництвi ПАТ “Турбогаз”.

Використання методик коалгебраїчної специфiкацiї на етапi проектування

турбодетандерної технiки дало можливiсть пiдвищити надiйнiсть технiки,

що виготовляється (акт впровадження вiд 27 грудня 2023р.)
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Додатково результати дослiджень були використанi у НДР «Integrated

rail freight optimisation in Ukraine: Railway sleepers, rolling stock and logisti-

cs» (ДР No 0123U102700), у якому дисертант брав участь як виконавець.

Таким чином, сукупнiсть отриманих у дисертацiї нових наукових ре-

зультатiв, позитивна оцiнка їхньої достовiрностi, наукової та практичної

значущостi дають змогу вважати сформульовану наукову задачу удоско-

налення унiфiкованих методiв специфiкацiї та аналiзу дискретних динамi-

чних систем рiзного типу включно з розподiленими за рахунок використан-

ня унiверсальних коалгебр – розв’язаною, а поставлену мету – досягнутою.
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Додаток А.

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ

ДИСЕРТАЦIЇ

Статтi у наукових фахових виданнях, що входять до

мiжнародних наукометричних баз
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Conference on Dependable Systems, Services and Technologies (DESSERT).
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URL: https://ieeexplore.ieee.org/document/10416480

Ключовi слова: discrete system, actual system state, forecasted system

state, dynamical transformation, endofunctor, universal coalgebra, coalgebraic

morphism, colimit, eventual coalgebra

(Особистий внесок: виведення частини моделей на основi унiверсальних

коалгебр для розповсюджених динамiчних систем а також написання ча-

стини тексту та його переклад

Особистий внесок Grygoriy Zholtkevych: формалiзацiя фiнальної коалге-

бри для дискретної детермiнованої системи а також написання частини

тексту та його переклад)

2. Grygoriy Zholtkevych, Artem Panchenko. An Approach to Construct Fi-

nal Random System with Output. Communications in Computer and Informati-
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(Особистий внесок: розробка теоритичних засад iснування фiнальної ко-
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ту та переклад а також виступ на конференцiї
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для рандомних дискретних систем з вхiдними даними а також написа-
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3. Grygoriy Zholtkevych, Artem Panchenko. Coalgebraic Understanding of

Random Systems with Output. CEUR Workshop Proceedings. 2021. Vol 3031.

Pp. 296 – 306.

Ключовi слова: discrete system, system with output, random system,

coalgebraic approach

URL: https://ceur-ws.org/Vol-3013/20210296.pdf

(Особистий внесок здобувача розробка пiдходiв до впровадження стоха-

стичностi до детермiнованої моделi за допомогою монади вiрогiднiсного
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ступ на конференцiї
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4. Panchenko A., Prokhorchenko A., Panchenko S., Dekarchuk O., Gurin D.,

Medvediev I. Predicting the estimated time of cargo dispatch from a marshaling

yard. Eastern-European Journal of Enterprise Technologies.2020. Vol. 4. Is. 3
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time, machine learning

(Особистий внесок здобувача: розробка iмiтацiйної моделi залiзницi з

оглядом на її природу, яку можна охарактеризувати як розподiлену, на-

писання частини тексту та переклад

Особистий внесок Prokhorchenko A: аналiз поточного стану проблеми, що

дослiджується, постановка задачi дослiдження а також написання ча-

стини тексту та переклад

Особистий внесок Panchenko S: створення моделi на основi машинного
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навчання для прогнозування часу доставки вантажу а написання части-

ни тексту та переклад

Особистий внесок Dekarchuk O: дослiдження вантажообiгу на залiзницi

з метою покращення роботи iмiтацiйної моделi а також написання ча-

стини тексту та переклад

Особистий внесок Gurin D: генерування тестових даних для навчання

моделей машинного навчання а також написання частини тексту та

переклад

Особистий внесок Medvediev I: крос валiдацiя роботи моделi машинного

навчання а також написання тексту та переклад)

Статтi у наукових фахових виданнях України

5. Grygoriy Zholtkevych, Artem Panchenko. The technique of modeling

Cyberphysical systems using Coalgebra. Bulletin of V.N. Karazin Kharkiv

National University,. Series «Mathematical Modeling. Information Technology.

Automated Control Systems»,. 2023. Vol. 58. Pp. 47-53.

DOI: https://doi.org/10.26565/2304-6201-2023-58-05

URL: https://periodicals.karazin.ua/mia/article/view/23500

Ключовi слова: Cyber-Physical Systems, Coalgebra, Dynamic Systems Modeli-

ng, Category Theory, Final Coalgebra (Особистий внесок здобувача: вивче-

ння теоритичних засад використання декартових квадратiв для доведе-

ння iснування фiнальної коалгебри для побудованих моделей динамiчних

систем, написання частини тексту та переклад

Особистий внесок Grygoriy Zholtkevych:моделювання динамiчних систем

за допомогою унiверсальних коалгебр та визначення фiнальних коалгебр

для дискретних динамiчних систем)



134

Додаток Б.

Акти про практичне застосування отриманих результатiв.
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АКТ 

о ре iонально'i фiлi'i 

» АТ « У крзалiзниця» 
Михайло КУЗЬ:МЕНКО 

•а.ю аоровадженн11 результатiв дисертацiйноi робота на здобупя 

c-ry-n~•• .1октора фiлософii за спецiальнiстю 122 - Комп'ютернi науки 

(ГLl)'}-Ь знань 12: Iнформацiйнi науки) Панченка Артема Сергiйовича 

До основних результатiв дисертацiйно'i роботи Артема Панченка , що 

еж.спери:мевтально були впровадженi при передпроектному створеннi 

си_стем:и монiторингу руху вагонопотокiв для забезпечення прогнозного 

часу доставки вантажiв на полiгонi регiональноi' фiлii' "Пiвденна залiзниця" 

АТ "У крзалiзниця", належать 

- метод побудови iмiтацiйноi' моделi роботи сортувально'i станцi'i з 

використанням унiверсальних коалгебр та враховуючи достатню 

умову збереження ендофунктором категорii' множин слабких 

декартових квадратi, що дозволяе встановити факт iснування 

фiнальноi' коалгебри, що забезпечило бiльш ефективне прогнозування 

часу виконання операцiй з вагонами рiзних видiв вагонопотокiв; 

- метод прогнозування ЕШ (очiкуваного часу вiдправлення) вантажно'i 

вiдправки на сортувальнiй станцii з вихористанням методу 

динамiчного аналiзу (iмiтацiйного моделювання) складнях систем 1 

використанням унiверсальних коалгебр та методологii 

прогнозування, що мае в основi деревоподiбну структуру. 
. . 

- метод проектування системи мошторингу руху вагонопото~с1в н.а 

основ~ паралельних обчисленъ пропюзних моделей Em 
сортувальних станцiй на розгалужених полiгонах залiзниЧ"Ноi мс=-р.: .-, . 

з використанням технiки обчислення фiнальних систем . 
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Вттровадження зазначених результатiв надало можливiсть дослiдити 

систему руху ваrонопотоюв на полiгонi регiонально1 фiлi1 "Пiвденна 

залiзющя" АТ "Укрзалiзниця". 

Отриманi резу ль тати дозволяють забезпечити точшсть 

rтроmозування ETD сортувальних станцiй на розгалужених полiгонах 

за.1IiЗН1i'ЧНО'i мережi на рiвнi, близькому до 90% з похибкою 4 - 9%. Методи 

iмiтацiйноrо моделювання з використанням унiверсальних коалгебр дають 

змоrу зменшити потенцiйну кiлькiсть помилок при розробцi систем 

монiторингу руху вагонопотокiв до 15%. Це може дозволити зменшити 

nоказник середньоrо часу простою вагона - транзит з переробкою до 10% 

в1д 1снуючих показникiв. 

Начальник регiонального 

Центру управлiння рухом репон 

«Пiвденназалiзниця»А Т « УкрзалiзНЦJ№' Дмитро ШВАРЬОВ 

Заступник начальника служби 

работи станцiй регiонально1 фiлi1 

«Пiвденна залiзниця» АТ «Укрзалiзниця ~~::tюtоо/ТРОЙНИКОВ 
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ЗА ТВЕР ДЖЕНО 

Проректор з науково-педаrоriчноi' роботи 

У го унiверситету 

з 

АКТ 

про впровадженни результатiв дисертацiйноi роботи 

Павчевка Артема Сергiйовича на здобупи ступени доктора фiлософii за 
спецiальвiстю 122 - Комп'ютервi науки (Галузь знань 12: lнформацiйвi науки) 

за темою "КОАЛГЕБРАiчm ЗАСОБИ СПЕЦИФIКАЦii ТА АНАJПЗУ 
СТ А ТИСТИЧНИХ ОБМЕЖЕНЪ ПОВЕДIНКИ РОЗПОДIЛЕНИХ СИСТЕМ" у 

вавчальвому процесi 

Украiнського державного унiверситету залiзничного транспорту (УкрДУЗТ) 

Основнi результати дисертацiйноi' роботи Артема Панченка впроваджено у 
навч.алъний процес УкрДУЗТ на факультетi "Управлiння процесами перевезенъ" 
кафедри "Управлiння експлуатацiйною роботою" у дисциплiнах "Iнформацiйнi 
технологii' в управлiннi мiжнародними перевезеннями", "Сучаснi iнформацiйнi 
техвологii' в управлiннi залiзничними пiдроздiлами" та "Управлiння експлуатацiйною 
роботою" при вивченнi систем та пiдходiв до проектування систем монiторингу руху 
вагонопотокiв та математичних iмiтацiйних моделей на залiзницi, зокрема: 

- при вивченнi принципiв планування роботи станцii' використовувався метод 

побу дови iмiтацiйноi' моделi роботи сортувальноi' станцii' з використанням 

унiверсальних коалrебр; . . . - при вивченю систем моюторингу руху вагонопотоюв використовувався метод 

проrнозування очiкуваноrо часу вiдправлення (ETD) вантажноi' вiдправки на 
сортувальн1и станцii' з використанням методу динамiчного аналiзу 

(iмiтацiйного моделювання) складних систем з використанням унiверсальних 

коалгебр та методологii' прогнозування, що мае в основi деревоподiбну 

структуру. 

- при вивченнi методiв проектування систем монiторингу руху вагонопотокiв 

використовувалися технiки обчислення фiнальних систем. 

Данi розробки використовуються при пiдготовцi до дипломування бакалаврiв i 
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факультетi "Управлiння процесами перевезень" за осв1тюми програмами 
"Органiзацiя перевезень 1 управл~ння на транспортi", "Органiзацiя мiжнародних 
перевезень". 

Декан факультету 

"Управлiння процесами переве 
УкрДУЗТ. к.т. н .. доцент Максим КУЦЕНКО 
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