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Анотацiя

Лотарець Л. А. Диференцiальна геометрiя розшарованих просторiв з узагаль-

неними метриками. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiальнi-

стю 111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика). – Хар-

кiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства освiти i

науки України, Харкiв, 2025.

Дисертацiю присвячено дослiдженню метрик розшарованих просторiв, їхнiх

властивостей, та їх узагальнень на бiльш широкий клас метрик якi призводять

до iншої геометрiї в шарах i всьому дотичному розшаруваннi.

Природною метрикою на дотичному розшаруваннi є метрика Сасакi, гео-

метричнi властивостi якої добре вiдомi. Насправдi ж загалом метрика Сасакi

має лише властивостi загальної рiманової метрики, бо на шарах метрика Са-

сакi спiвпадає з метрикою базового многовиду. Але можна узагальнити визна-

чення метрики Сасакi, дозволивши метрицi на шарах вiдрiзнятися вiд базової.

Деформацiя метрики Сасакi призводить до iншої геометрiї в шарах i всьому

дотичному розшаруваннi. Головним питанням, яким займалися i займаються

багато вiдомих математикiв, є: як саме нова деформована метрика Сасакi змi-

нює геометрiю дотичного розшарування?

Метою дослiдження є виявлення залежностей геометричних властивостей

загальних векторних розшарувань вiд метрики на розшарованому просторi, а

також знаходження зв’язку мiж властивостями базового многовиду i шарiв за-

гального розшарування, вивчення геометричних властивостей перерiзiв загаль-

ного розшарування для рiзних типiв узагальнених метрик.

Об’єктом дослiдження є геометричнi властивостi дотичних розшарувань рi-

манових многовидiв та їх перерiзiв з рiзними деформацiями метрики Сасакi.

Предметами дослiдження є узагальнення метрики Сасакi, геодезичнi лiнiї

дотичного розшарування, особливостi сасакiєвого многовиду, а також гармонi-
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чнi, мiнiмальнi та цiлком геодезичнi векторнi поля.

Завданнями дослiдження є:

• узагальнення сигар солiтонної метрики на дотичне розшарування;

• дослiдження геодезичних лiнiй дотичного розшарування з пошарово сигар

солiтонною метрикою;

• дослiдження гармонiчних одиничних векторних полiв на одиничному до-

тичному розшаруваннi зi скрученою метрикою Сасакi;

• класифiкацiя лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв,

якi визначають гармонiчнi вiдображення у випадку вертикально масшта-

бованої метрики на одиничному дотичному розшаруваннi;

• знаходження виразу для другої основної форми пiдмноговиду, що задає-

ться одиничним векторним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi

рiманового многовиду з g-натуральною метрикою;

• знаходження умов, за яких вiдображення що задається одиничним вектор-

ним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi рiманового многовиду

з g-натуральною метрикою може бути цiлком геодезичним.

Для дослiдження використано методи диференцiальної геометрiї, рiманової

геометрiї, диференцiальних рiвнянь, математичного аналiзу, лiнiйної алгебри,

теорiї груп та алгебр Лi.

Роздiл 1 дисертацiйної роботи присвячено базовим вiдомостям з геометрiї

розшарованих просторiв, а також огляду лiтератури. Наведено базовi вiдомо-

стi з геометрiї дотичного розшарування та одиничного дотичного розшарува-

ння, контактних многовидiв, метрики Сасакi, векторних полiв на рiмановому

многовидi як вiдображень та пiдмноговидiв. Зроблено огляд таких понять, як

гармонiчнiсть, мiнiмальнiсть i цiлком геодезичнiсть векторного поля та вiдобра-

ження.
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Роздiл 2 дисертацiйної роботи присвячено узагальненю сигар солiтонної

метрики Рiчарда Гамiльтона як деформацiї метрики Сасакi на дотичному роз-

шаруваннi рiманова многовиду.

Пiсля доведення Рiчардом Гамiльтоном та Григорiєм Перельманом гiпотези

Пуанкаре з’явилося багато публiкацiй щодо геометрiї так званих солiтонiв Рiчi.

Їх дослiджували багато математикiв (див., наприклад, [9, 11, 13]), серед яких є

i українськi [24]. Першим приклад некомпактного сталого солiтона Рiчi на пло-

щинi винайшов Р. Гамiльтон [19]. Цей двовимiрний многовид конформно еквi-

валентний площинi з функцiєю конформностi f(x, y) = 1
1+x2+y2 i називається

сигар солiтоном Гамiльтона. Конформно еквiвалентнi метрики та конформнi

вiдображення також вивчали iншi математики [43]. За аналогiєю з двовимiрним

многовидом, природно можна визначити метрику на дотичному розшаруваннi.

Введено поняття пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонної деформацiї

метрики Сасакi або пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонної метрики на

дотичному розшаруваннi рiманового многовиду. Вона є частковим, але вмоти-

вованим, випадком метрики яку дослiджували A. Загане i M. Джаа в роботах

[51, 52].

Основною метою дослiдження є вивчення геодезичних дотичного розша-

рування рiманового многовиду з пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонною

метрикою з фокусом на локально симетричнi многовиди та многовиди сталої

кривини у ролi бази розшарування. Властивостi просторiв зi сталою секцiйною

кривиною також дослiджували iншi українськi математики [20, 21, 22].

Отримано диференцiальнi рiвняння натурально параметризованих геодези-

чних вiдносно зв’язностi Левi-Чивiти пошарово сигар солiтонної метрики. Дове-

дено, що у випадку локально симетричної бази усi геодезичнi кривини проекцiї

похилої геодезичної на базу є сталими, i у випадку бази зi сталою кривиною усi

геодезичнi кривини починаючи з третьої дорiвнюють нулю. Отримано рiвняння

геодезичних на дотичних розшаруваннях просторiв сталої кривини з пошарово

(гамiльтоновою) сигарою солiтонною деформацiєю метрики Сасакi.
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У дисертацiйнiй роботi вперше було дослiджено узагальнення метрики сигар

солiтона Гамiльтона, що є двовимiрним многовидом, як метрики на дотичному

розшаруваннi. Було вперше введено поняття "пошарово сигар солiтонної дефор-

мацiї метрики Сасакi"(або "пошарово гамiльтонової сигар солiтонної метрики")

i дослiджено геодезичнi лiнiї дотичного розшарування з такою метрикою.

Роздiл 3 дисертацiйної роботи присвячено вивченню гармонiчних одини-

чних векторних полiв на одиничному дотичному розшаруваннi зi скрученою

метрикою Сасакi.

Математики Л. Беларбi та Х. Ель Хендi [3] запропонували досить зрозумi-

лу деформацiю метрики Сасакi на TM . Ця метрика включає в себе ряд iнших

вiдомих метрик, зокрема вертикально масштабовану метрику [14, 10, 4]. Вер-

тикально масштабована метрика потребує особливої уваги, бо така деформацiя

є бiльш природним узагальненням метрики Сасакi, нiж скручена метрика Са-

сакi. А саме, геометрично вертикальна масштабована метрика здiйснює пото-

чкову гомотетичну деформацiю у шарах. Саме цiєю метрикою Л. Беларбi та Х.

Ель Хендi надихались при вивченi геометрiї дотичного розшарування скрученої

метрики Сасакi.

У своїй роботi ми вивчаємо скручену метрику Сасакi на одиничному до-

тичному розшаруваннi. Головною метою дослiдження є пошук деформацiй якi

зберiгають iснування гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних по-

лiв на тривимiрних унiмодулярних групах Лi з лiво-iнварiантною метрикою та

гармонiчних вiдображень, якi задаються одиничним векторним полем, у ви-

падку скрученої метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, ви-

користовуючи ортонормований репер i класифiкацiю Дж. Мiлнора [33]. Бiльш

того, ми хочемо описати i класифiкувати таких векторних полiв та вiдображень

вiдповiдно до класифiкацiї Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] у випадку

вертикально масштабованої метрики. Також ми розглядаємо гармонiчнi вектор-

нi поля та вiдображення у випадку скрученої метрики Сасакi на одиничному

дотичному розшаруваннi двовимiрного рiманового многовиду. Властивостi ве-
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кторних полiв та вiдображень, якi визначається одиничними векторними поля-

ми, також вивчали деякi українськi математики [20, 23, 24, 25].

Отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi лiвоiнварiантного оди-

ничного векторного поля та вiдображення M → T1M , що задається цим полем.

Отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi лiвоiнварiантного одини-

чного векторного поля та вiдображення M 2 → T1M
2, що задається цим полем,

вiдносно деякого ортонормованого репера. Описано лiвоiнварiантнi гармонiчнi

одиничнi векторнi поля та гармонiчнi вiдображення G → T1G, що задається

цим полем, де G – тривимiрна унiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метри-

кою, з використанням деякого ортонормованого репера. Зроблена класифiкацiя

лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв, якi визначають гар-

монiчнi вiдображення G → T1G, де G – тривимiрна унiмодулярна група Лi з

лiвоiнварiантною метрикою, в окремому випадку скрученої метрики Сасакi, а

саме у випадку вертикально масштабованої метрики.

У дисертацiйнiй роботi вперше було описано деформацiї якi зберiгають iсну-

вання гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних полiв на тривимiр-

них унiмодулярних групах Лi з лiво-iнварiантною метрикою та гармонiчних

вiдображень, якi задаються одиничним векторним полем, у випадку скрученої

метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, а також вперше бу-

ло класифiковано такi векторнi поля та вiдображень у випадку вертикально

масштабованої метрики.

Роздiл 4 дисертацiйної роботи присвячено вивченню випадку, коли непара-

лельне одиничне векторне поле ξ на рiмановому многовидi (M, g) визначає iзо-

метричне занурення ξ : (M, g) → (T1M,G), де G є рiмановою g-натуральною

метрикою.

Математики М.Т.К. Аббассi i М. Сарiх М. [1, 2] запропонували досить уза-

гальнену деформацiю метрики Сасакi на дотичному розшаруваннi, а саме рi-

манову g-натуральну метрику. Ця метрика включає в себе ряд iнших вiдомих

метрик, зокрема метрику Чiгера-Громолла [10, 44]. Рiманова g-натуральна ме-
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трика, незважаючи на свою складну будову, має одну цiкаву особливiсть яку

дослiджував Д. Перроне [36]. Розглядаючи метрику Сасакi на одиничному до-

тичному розшаруваннi, вiдображення, яке задається одиничним векторним по-

лем, є iзометричним вкладенням тiльки якщо це векторне поле є паралельним.

Однак, Д. Перроне показав, що iснує випадок коли непаралельне одиничне ве-

кторне поле визначає iзометричне занурення. Вiн також дослiджував гармонi-

чнiсть i мiнiмальнiсть вiдображень [17, 46], що визначаються такими вектор-

ними полями. Вiн довiв, що для iзометрiї нам необхiдно у якостi непаралельного

векторного поля взяти рiбовське векторне поле на базовому многовидi i певну

сiм’ю рiманових g-натуральних метрик на одиничному дотичному розшаруван-

нi. Також зауважимо, що метрика на одиничному дотичному розшаруваннi, яка

розглядається в теоремi, не включає в себе метрику Сасакi.

Природним доповнення до результатiв Д. Перроне буде дослiдження цiлком

геодезичностi одиничних векторних полiв, що визначають iзометричне вкладе-

ння. Основною метою є знаходження умов, за яких вiдображення ξ : (M, g) →

(T1M,G) може бути цiлком геодезичним. Цiлком геодезичнi вiдображення є

окремим випадком геодезичних вiдображень. Геодезичнi вiдображення також

дослiджували iншi українськi математики [20, 22, 23, 25, 42, 43].

Доведено, що рiбовське векторне поле K-контактної метричної структу-

ри на рiмановому многовидi M породжує цiлком геодезичне вiдображення ξ :

(M, g) → (T1M,G) тодi i тiльки тодi, коли ця структура є сасакiєвою. Знайдено

вираз для другої основної форми вiдображення ξ : (M, g) → (T1M,G).

У дисертацiйнiй роботi вперше було дослiджено цiлком геодезичнiсть непа-

ралельних одиничних векторних полiв, що визначають iзометричне вкладення,

на K-контактному метричному многовидi з g-натуральною метрикою на одини-

чному дотичному розшаруваннi. Також вперше було отримано вираз для другої

основної форми вiдображення, що задається одиничним векторним полем на

рiмановому многовидi з g-натуральною метрикою на одиничному дотичному

розшаруваннi.

7



Практичним значенням отриманих результатiв є доповнення наявних ре-

зультатiв з геометрiї розшарованих просторiв.

Ключовi слова: дотичне розшарування, метрика Сасакi, геодезичнi, скру-

чена метрика Сасакi, вертикально масштабована метрика, одиничне дотичне

розшарування, група Лi, гармонiчне векторне поле, гармонiчне вiдображення,

сасакiєв многовид, K-контактний многовид, рiбовське векторне поле, iзометри-

чне занурення, цiлком геодезичний многовид.
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Abstract

Liana A. Lotarets. Differential geometry of bundles with generalized metrics. –

Qualification scientific work is as a manuscript. А thesis on the degree of Doctor

of Philosophy: Speciality 111 – Mathematics (Mathematics and statistics). – V. N.

Karazin Kharkiv National University, Ministry of Education and Science of Ukraine,

Kharkiv, 2025.

The thesis is devoted to the study of metrics of bundles, their properties, and

their generalizations to a broader class of metrics that lead to different geometries

in the fibers and the entire tangent bundle.

The standard metric on the tangent bundle is the Sasaki metric, whose geometric

properties are well known. However, in general, the Sasaki metric possesses only the

properties of a general Riemannian metric since, on the fibers, it coincides with

the metric of the base manifold. Nevertheless, one can generalize the Sasaki metric

definition allowing the fiber metric to be different from the base one. A deformation

of the Sasaki metric brings another geometry to the fibers and the whole tangent

bundle. The main question, which has been and continues to be studied by many

renowned mathematicians, is: to what extent the new fiber-wise metric changes the

geometry of the tangent bundle?

The aim of the study is to identify the dependence of the geometric properties

of general vector bundles on the metric of the bundle, as well as to establish the

relationship between the properties of the base manifold and the fibers of a general

bundle. Additionally, the study explores the geometric properties of sections of a

general bundle for different types of generalized metrics.

The object of the study is the geometric properties of tangent bundles of Ri-

emannian manifolds and their sections with various deformations of the Sasaki

metric.

The subjects of the study are generalizations of the Sasaki metric, geodesic lines

of the tangent bundle, properties of the Sasakian manifold, as well as harmonic,
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minimal, and totally geodesic vector fields.

The objectives of the study are:

• generalization of the cigar soliton metric to the tangent bundle;

• investigation of geodesic lines in the tangent bundle with a fiberwise cigar

soliton metric;

• study of harmonic unit vector fields on the unit tangent bundle with a twisted

Sasaki metric;

• classification of left-invariant harmonic unit vector fields that define harmonic

maps in the case of a vertical rescaled metric on the unit tangent bundle;

• derivation of the expression for the second fundamental form of a submanifold

defined by a unit vector field in the unit tangent bundle of a Riemannian

manifold with a g-natural metric;

• determination of the conditions under which a map defined by a unit vector

field in the unit tangent bundle of a Riemannian manifold with a g-natural

metric can be totally geodesic.

The study employs methods of differential geometry, Riemannian geometry, di-

fferential equations, mathematical analysis, linear algebra, group theory, and Lie

algebras.

Section 1 of the thesis is devoted to fundamental concepts in the geometry of

bundles, as well as a literature review. It provides basic information on the geometry

of the tangent bundle and the unit tangent bundle, contact manifolds, the Sasaki

metric, and vector fields on a Riemannian manifold as maps and submanifolds. An

overview of concepts such as harmonicity, minimality, and totally geodesicity of

vector fields and maps is also given.

Section 2 of the thesis is devoted to the generalization of Richard Hamilton’s

cigar soliton metric as a deformation of the Sasaki metric on the tangent bundle of

10



a Riemannian manifold.

After the proof of the Poincaré conjecture by Richard Hamilton and Grigori

Perelman, numerous publications appeared concerning the geometry of the so-called

Ricci solitons. They have been studied by many mathematicians (see, for example,

[9, 11, 13]), including Ukrainian researchers [24]. The first example of a noncompact

steady Ricci soliton on a plane was found by R. Hamilton [19]. The first example

of a noncompact steady Ricci soliton on the plane was discovered by R. Hamilton

[19]. This two-dimensional manifold is conformally equivalent to the plane with the

conformal function f(x, y) = 1
1+x2+y2 and is called the Hamilton’s cigar soliton.

Conformally equivalent metrics and conformal mappings have also been studied

by other mathematicians [43]. By analogy with the two-dimensional manifold, it is

natural to define a corresponding metric on the tangent bundle.

The concept of a fiberwise (Hamiltonian) cigar soliton deformation of the Sasaki

metric or fiberwise (Hamiltonian) cigar soliton metric on the tangent bundle of a

Riemannian manifold is introduced. It represents a particular but well-motivated

case of the metric studied by A. Zagane and M. Djaa in [51, 52].

The main objective of the study is to examine the geodesics of the tangent

bundle of a Riemannian manifold with a fiberwise (Hamiltonian) cigar soliton metric,

focusing on locally symmetric manifolds and manifolds of constant curvature as the

base of the bundle. The properties of spaces with constant sectional curvature have

also been studied by other Ukrainian mathematicians [20, 21, 22].

Differential equations for naturally parameterized geodesics with respect to the

Levi-Civita connection of the fiberwise cigar soliton metric have been obtained. It

has been proven that in the case of a locally symmetric base, all geodesic curvatures

of the projection of an oblique geodesic onto the base are constant, and in the case

of a base with constant curvature, all geodesic curvatures starting from the third

one are zero. The geodesic equations for tangent bundles of spaces with constant

curvature under the fiberwise (Hamiltonian) cigar soliton deformation of the Sasaki

metric have been derived.
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In the thesis, for the first time, a generalization of the Hamiltonian cigar soliton

metric, which is a two-dimensional manifold, was studied as a metric on the tangent

bundle. The concept of "fiberwise cigar soliton deformation of the Sasaki metric"(or

"fiberwise Hamiltonian cigar soliton metric") was introduced for the first time, and

the geodesic lines of the tangent bundle with this metric were investigated.

Section 3 of the thesis is devoted to the study of harmonic unit vector fields

on the unit tangent bundle with the twisted Sasaki metric.

Mathematicians L. Belarbi and H. El Hendi [3] proposed a fairly intuitive deformati-

on of the Sasaki metric on TM . This metric encompasses several other well-known

metrics, including vertical rescaled metric [14, 10, 4]. The vertical rescaled metric

requires special attention, as this deformation is a more natural generalization of the

Sasaki metric than the twisted Sasaki metric. Specifically, geometrically, the vertical

rescaled metric performs a pointwise homothetic deformation within the fibers. It

was precisely this metric that inspired L. Belarbi and H. El Hendi in their study of

the geometry of the tangent bundle with the twisted Sasaki metric.

In our work, we study the twisted Sasaki metric on the unit tangent bundle.

The main goal of the research is to identify deformations that preserve the existence

of harmonic left-invariant unit vector fields on three-dimensional unimodular Lie

groups with a left-invariant metric, as well as harmonic maps defined by unit vector

fields, in the case of the twisted Sasaki metric on the unit tangent bundle, using

an orthonormal frame and the classification by J. Milnor [33]. Moreover, we aim to

describe and classify such vector fields and maps according to the classification by J.

C. González-Dávila and L. Vanhecke [18] in the case of the vertical rescaled metric.

We also consider harmonic vector fields and maps in the case of the twisted Sasaki

metric on the unit tangent bundle of a two-dimensional Riemannian manifold. The

properties of vector fields and mappings defined by unit vector fields have also been

studied by some Ukrainian mathematicians [20, 23, 24, 25].

Necessary and sufficient conditions for the harmonicity of a left-invariant unit

vector field and a map M → T1M defined by this field have been obtained. Necessary
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and sufficient conditions for the harmonicity of a left-invariant unit vector field and

the map M 2 → T1M
2, defined by this field with respect to a certain orthonormal

frame, have also been established. Description of left-invariant harmonic unit vector

fields and harmonic maps G→ T1G, defined by such fields, has been provided, where

G is a three-dimensional unimodular Lie group with a left-invariant metric, using

a certain orthonormal frame. A classification of left-invariant harmonic unit vector

fields that determine harmonic maps G → T1G, where G is a three-dimensional

unimodular Lie group with a left-invariant metric, has been carried out in the special

case of the twisted Sasaki metric, namely in the case of the vertical rescaled metric.

In the thesis, for the first time, deformations preserving the existence of harmonic

left-invariant unit vector fields on three-dimensional unimodular Lie groups with a

left-invariant metric and harmonic maps defined by a unit vector field in the case of

the twisted Sasaki metric on the unit tangent bundle were described. Additionally,

such vector fields and maps were classified for the first time in the case of the vertical

rescaled metric.

Section 4 of the thesis is devoted to studying the case when a non-parallel

unit vector field ξ on a Riemannian manifold (M, g) defines an isometric immersion

ξ : (M, g) → (T1M,G), where G is a Riemannian g-natural metric.

Mathematicians M.T.K. Abbassi and M. Sarih [1, 2] proposed a rather general

deformation of the Sasaki metric on the tangent bundle, namely the Riemannian

g-natural metric. This metric includes several other well-known metrics, in parti-

cular the Cheeger-Gromoll metric [10, 44]. Despite its complicated formation, the

Riemannian g-natural metric possesses an interesting property studied by D. Perrone

[36]. When considering the Sasaki metric on the unit tangent bundle, a map defined

by a unit vector field is an isometric embedding only if the vector field is parallel.

However, D. Perrone demonstrated that there exists a case where a non-parallel unit

vector field determines an isometric embedding. He also investigated the harmonicity

and minimality of maps [17, 46] defined by such vector fields. Perrone proved that

for an isometry, it is necessary to take the Reeb vector field on the base manifold as
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the non-parallel vector field and consider a certain family of Riemannian g-natural

metrics on the unit tangent bundle. Moreover, it should be noted that the metric

on the unit tangent bundle considered in this theorem does not include the Sasaki

metric.

A natural complement to D. Perrone’s results would be the study of the totally

geodesic nature of unit vector fields that define an isometric embedding. The main

goal is to determine the conditions under which the map ξ : (M, g) → (T1M,G)

can be totally geodesic. Totally geodesic maps are a special case of geodesic maps.

Geodesic maps have also been studied by other Ukrainian mathematicians [20, 22,

23, 25, 42, 43].

It has been proven that the Reeb vector field of a K-contact metric structure on

a Riemannian manifold M induces a totally geodesic map ξ : (M, g) → (T1M,G)

if and only if this structure is Sasakian. An expression for the second fundamental

form of the map ξ : (M, g) → (T1M,G) has been obtained.

In the thesis, the total geodesicity of non-parallel unit vector fields defining an

isometric embedding on a K-contact metric manifold with a g-natural metric on the

unit tangent bundle was studied for the first time. Additionally, for the first time,

an expression for the second fundamental form of the map defined by a unit vector

field on a Riemannian manifold with a g-natural metric on the unit tangent bundle

was obtained.

The practical significance of the obtained results lies in complementing the exi-

sting findings in the geometry of bundles.

Keywords: tangent bundle, Sasaki metric, geodesics, Twisted Sasaki metric,

vertical rescaled metric, unit tangent bundle, Lie group, harmonic vector field,

harmonic map, Sasakian manifold, K-contact manifold, Reeb vector field, isometric

embedding, totally geodesic manifold.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Природною метрикою на до-

тичному розшаруваннi є метрика Сасакi. Геометричнi властивостi метрики Са-

сакi добре вiдомi. Насправдi ж загалом метрика Сасакi має лише властивостi

загальної рiманової метрики, бо на шарах метрика Сасакi спiвпадає з метрикою

базового многовиду. Але можна узагальнити визначення метрики Сасакi, до-

зволивши метрицi на шарах вiдрiзнятися вiд базової. Деформацiя метрики

Сасакi призводить до iншої геометрiї в шарах i всьому дотичному розшаруван-

нi. Головне питання: Як саме нова деформована метрика Сасакi змiнює геоме-

трiю дотичного розшарування? Багато вiдомих математикiв займались i про-

довжують займатись цим питанням. Розглянемо декiлька прикладiв, що стали

натхненням для вибору теми дисертацiйної роботи.

Пiсля доведення Рiчардом Гамiльтоном та Григорiєм Перельманом гiпоте-

зи Пуанкаре з’явилося багато публiкацiй щодо геометрiї так званих солiтонiв

Рiчi. Їх дослiджували багато математикiв (див., наприклад, [9, 11, 13]), серед

яких є також українськi [24]. Першим приклад некомпактного сталого солi-

тона Рiчi на площинi винайшов Р. Гамiльтон [19]. Цей двовимiрний многовид

конформно еквiвалентний площинi з функцiєю конформностi f(x, y) = 1
1+x2+y2

i називається сигар солiтоном Гамiльтона. Конформно еквiвалентнi метрики

та конформнi вiдображення також вивчали українськi математики [43]. За ана-

логiєю з двовимiрним многовидом, природно можна визначити метрику на до-

тичному розшаруваннi. Таку метрику було названо пошарово сигар солiтонною

деформацiєю метрики Сасакi (або пошарово гамiльтоновою сигар солiтонною

метрикою) [27]. Вона є частковим, але вмотивованим, випадком метрики яку

дослiджували A. Загане i M. Джаа в роботах [51, 52]. У своїй роботi ми дослi-

джуємо геодезичнi лiнiї дотичного розшарування рiманового многовиду з поша-

рово сигар солiтонною метрикою з фокусом на локально симетричнi многовиди

та многовиди сталої секцiйної кривини у ролi бази розшарування. Властивостi
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просторiв зi сталою секцiйною кривиною вивчали також iншi українськi мате-

матики [20, 21, 22].

Математики Л. Беларбi та Х. Ель Хендi [3] запропонували досить зрозумi-

лу деформацiю метрики Сасакi на TM . Ця метрика включає в себе ряд iнших

вiдомих метрик, зокрема вертикально масштабовану метрику [14, 10, 4]. Вер-

тикально масштабована метрика потребує особливої уваги, бо така деформацiя

є бiльш природним узагальненням метрики Сасакi, нiж скручена метрика Са-

сакi. А саме, геометрично вертикальна масштабована метрика здiйснює пото-

чкову гомотетичну деформацiю у шарах. Саме цiєю метрикою Л. Беларбi та Х.

Ель Хендi надихались при вивченi геометрiї дотичного розшарування скрученої

метрики Сасакi.

У своїй роботi ми вивчаємо скручену метрику Сасакi на одиничному до-

тичному розшаруваннi. Головною метою дослiдження є пошук деформацiй якi

зберiгають iснування гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних по-

лiв на тривимiрних унiмодулярних групах Лi з лiво-iнварiантною метрикою та

гармонiчних вiдображень, якi задаються одиничним векторним полем, у ви-

падку скрученої метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, ви-

користовуючи ортонормований репер i класифiкацiю Дж. Мiлнора [33]. Бiльш

того, ми хочемо описати i класифiкувати таких векторних полiв та вiдображень

вiдповiдно до класифiкацiї Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] у випадку

вертикально масштабованої метрики. Також ми розглядаємо гармонiчнi вектор-

нi поля та вiдображення у випадку скрученої метрики Сасакi на одиничному

дотичному розшаруваннi двовимiрного рiманового многовиду. Властивостi ве-

кторних полiв та вiдображень, якi визначається одиничними векторними поля-

ми, також вивчали iншi українськi математики [20, 23, 24, 25, 37].

Математики М.Т.К. Аббассi i М. Сарiх [1, 2] запропонували досить узагаль-

нену деформацiю метрики Сасакi на TM i T1M , а саме рiманову g-натуральну

метрику. Ця метрика включає в себе ряд iнших вiдомих метрик, зокрема ме-

трику Чiгера-Громолла [10, 44]. Рiманова g-натуральна метрика, незважаючи
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на свою складну будову, має одну цiкаву особливiсть яку дослiджував Д. Пер-

роне [36]. Розглядаючи метрику Сасакi на одиничному дотичному розшаруван-

нi, вiдображення, яке задається одиничним векторним полем, є iзометричним

вкладенням тiльки якщо це векторне поле є паралельним. Однак, Д. Перроне

показав, що iснує випадок коли непаралельне одиничне векторне поле визна-

чає iзометричне вкладення. Вiн також дослiджував гармонiчнiсть i мiнiмаль-

нiсть вiдображень [17, 46], що визначаються такими векторними полями. Вiн

довiв, що для iзометрiї нам необхiдно у якостi непаралельного векторного поля

взяти рiбовське векторне поле на базовому многовидi i певну сiм’ю рiманових

g-натуральних метрик на одиничному дотичному розшаруваннi. Також заува-

жимо, що метрика на одиничному дотичному розшаруваннi, яка розглядається

в теоремi, не включає в себе метрику Сасакi.

Природним доповнення до результатiв Д. Перроне буде дослiдження цiл-

ком геодезичностi одиничних векторних полiв, що визначають iзометричне

вкладення. У своїй роботi ми доповнили результати Д. Перроне, дослiдивши

цiлком геодезичнiсть рiбовського векторного поля рiманового многовиду з g-

натуральною метрикою на одиничному дотичному розшаруваннi. Цiлком геоде-

зичнi вiдображення є окремим випадком геодезичних вiдображень. Геодезичнi

вiдображення також дослiджували iншi українськi математики [20, 22, 23, 25,

42, 43].

Мета i завдання дослiдження.

• Мета – дослiдити залежнiсть геометричних властивостей загальних ве-

кторних розшарувань вiд метрики на розшарованому просторi; зв’язок

мiж властивостями базового многовиду i шарiв загального розшаруван-

ня; геометричнi властивостi перерiзiв загального розшарування для рi-

зних типiв узагальнених метрик.

• Об’єкт дослiдження – геометричнi властивостi дотичних розшарувань

рiманових многовидiв та їх перерiзiв з рiзними деформацiями метрики
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Сасакi.

• Предмет дослiдження – узагальнення метрики Сасакi, геодезичнi доти-

чного розшарування, гармонiчнi, мiнiмальнi та цiлком геодезичнi векторнi

поля, особливостi сасакiєвого многовиду.

• Завдання дослiдження:

1. Узагальнити сигар-солiтонну метрику на дотичне розшарування.

2. Дослiдити геодезичнi дотичного розшарування з пошарово сигар со-

лiтонною метрикою.

3. Дослiдити гармонiчнi одиничнi векторнi поля на одиничному доти-

чному розшаруваннi зi скрученою метрикою Сасакi.

4. Класифiкувати лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля,

якi визначають гармонiчнi вiдображення у випадку вертикально мас-

штабованої метрики на одиничному дотичному розшаруваннi.

5. Знайти вираз для другої основної форми пiдмноговиду, що задається

одиничним векторним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi

рiманового многовиду з g-натуральною метрикою.

6. Знайти умови, за яких пiдмноговид що задається одиничним вектор-

ним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi рiманового мно-

говиду з g-натуральною метрикою може бути цiлком геодезичним.

• Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи дифе-

ренцiальної геометрiї, рiманової геометрiї, диференцiальних рiвнянь, ма-

тематичного аналiзу, лiнiйної алгебри, теорiї груп та алгебр Лi.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi впер-

ше було дослiджено узагальнення метрики сигар солiтона Гамiльтона, що є дво-

вимiрним многовидом, як метрики на дотичному розшаруваннi. Було вперше

введено поняття "пошарово сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi"(або
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"пошарово гамiльтонової сигар солiтонної метрики") i дослiджено геодезичнi

лiнiї дотичного розшарування з такою метрикою.

У дисертацiйнiй роботi вперше було описано деформацiї якi зберiгають iсну-

вання гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних полiв на тривимiр-

них унiмодулярних групах Лi з лiво-iнварiантною метрикою та гармонiчних

вiдображень, якi задаються одиничним векторним полем, у випадку скрученої

метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, а також вперше бу-

ло класифiковано такi векторнi поля та вiдображень у випадку вертикально

масштабованої метрики.

У дисертацiйнiй роботi вперше було дослiджено цiлком геодезичнiсть непа-

ралельних одиничних векторних полiв, що визначають iзометричне занурення,

на K-контактному метричному многовидi з g-натуральною метрикою на одини-

чному дотичному розшаруваннi. Також вперше було отримано вираз для другої

основної форми вiдображення, що задається одиничним векторним полем на

рiмановому многовидi з g-натуральною метрикою на одиничному дотичному

розшаруваннi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики факультету

математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.

Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень кафедри,

в рамках державної науково-дослiдницької роботи за темою "Оператори в не-

скiнченновимiрних просторах: взаємозв’язок мiж геометрiєю, алгеброю, та то-

пологiєю"(номер проєкту: 2020.02/0096) та в рамках конкурсу математичних

проєктiв 2023 фонду iменi Н.I. Ахiєзера. Результати дослiджень також були

вiдзначенi стипендiєю фонду iменi Н.I. Ахiєзера у 2025 роцi.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота носить теорети-

чний характер. Результати роботи доповнюють наявнi результати з геометрiї

розшарованих просторiв.

Особистий внесок здобувача. Постановка задачi належить професору
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Ямпольському О. Л. Статтi [27], [29], [31] написано здобувачем самостiйно. Усi

результати, включенi до дисертацiї, було отримано автором особисто, проте по-

стiйно обговорювались iз науковим керiвником.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались

i обговорювались на наступних конференцiях:

1. L. Lotarets. Twisted Sasaki metric on the unit tangent bundle and harmoni-

city. In International Scientific Online Conference “Algebraic and Geometric

Methods of Analysis“, Odesa, 2023.

2. Л. Лотарець. Геометрiя розшарованих просторiв з узагальненими метри-

ками. Семiнар лабораторiї топологiї Iнституту математики НАН України,

2024. 27 березня 2024 року.

3. L. Lotarets. Reeb vector field as isometric embedding. In International Scienti-

fic Online Conference “Algebraic and Geometric Methods of Analysis“, Odesa,

2024.

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiковано у

фахових журналах, пройшов апробацiю на наукових конференцiях. Результати

дисертацiї мiстяться у трьох статтях [27], [29], [31], якi написанi без спiвавторiв,

в тезах доповiдей на двух конференцiях [28], [30] та на семiнарi [53].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, вступу,

чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, перелiку використаних джерел та

додаткiв. Її повний обсяг становить – 106 сторiнок. Список використаних джерел

налiчує 53 найменування (на 4 сторiнках).
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1 Базовi вiдомостi

1.1 Дотичне розшарування. Метрика Сасакi

Нехай M – гладкий многовид вимiрностi n. Простiр дотичного розшарування

TM многовиду M утворюється як диз’юнктне об’єднання

TM =
⊔
x∈M

TxM = {(x, ξ) | x ∈ M, ξ ∈ TxM}, (1)

де TxM – дотичний простiр до M в точцi x ∈ M . Точкою дотичного розшарува-

ння є пара (x, ξ), де x ∈ M , ξ ∈ TxM . Многовид M називають базою дотичного

розшарування, а дотичний простiр TxM називають шаром дотичного розшару-

вання над точкою x ∈ M .

Позначимо через x = (x1, . . . , xn) локальнi координати на базовому мно-

говидi M . Позначимо через X(M) алгебру Лi гладких векторних полiв на M .

Через ∂i = ∂
∂xi будемо позначати вiдповiдний локальний координатний репер. У

такому разi будь-який дотичний вектор ξ ∈ TxM можна представити у виглядi

ξ = ξi∂i(x). (2)

Незалежнi параметри ξ = (ξ1, . . . , ξn) параметризують шар TxM . Таким чином,

набiр (x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn) параметризує дотичне розшарування TM i називає-

ться природними iндукованими локальними координатами на TM . Позначемо

∂n+i =
∂
∂ξi . Тодi будь-який вектор X̃ ∈ T(x,ξ)TM можна представити у виглядi

X̃ = X̃ i∂i + X̃n+i∂n+i. (3)

В кожнiй точцi (x, ξ) ∈ TM дотичний простiр T(x,ξ)TM дотичного розшару-

вання TM розкладається в пряму суму вертикальної та горизонтальної скла-

дових:

T(x,ξ)TM = H(x,ξ)TM ⊕ V(x,ξ)TM. (4)

Вертикальна складова V(x,ξ) є дотичною до шарiв дотичного розшарування, а

горизонтальна складова H(x,ξ) є трансверсальною до них.

Позначимо через π : TM → M проєкцiю дотичного розшарування. Вiдобра-

25



ження π∗ : T(x,ξ)TM → TM дiє на X̃ за правилом π∗X̃ = X̃ i∂i. Вiдображення

π∗ визначає поточковий лiнiйний iзоморфiзм мiж H(x,ξ)(TM) та TxM . Зауважи-

мо, що kerπ∗|(x,ξ) = V(x,ξ). Вiдображення зв’язностi K : T(x,ξ)TM → TxM дiє на

X̃ за правилом KX̃ = (X̃n+i+Γi
jkξ

jX̃k)∂i, де Γi
jk — це символи Крiстофеля ме-

трики g. Вiдображення зв’язностi K визначає поточковий лiнiйний iзоморфiзм

мiж V(x,ξ)(TM) та TxM . Зауважимо, що kerK|(x,ξ) = H(x,ξ). Образи π∗X̃ та KX̃

називаються вiдповiдно горизонтальною та вертикальною проєкцiями X̃.

Операцiї, оберненi до проєкцiй, називаються лiфтами (див. [15]). Якщо X ∈

TxM , тодi

Xh = X i∂i − Γi
jkξ

jXk∂n+i (5)

належить H(x,ξ)TM i називається горизонтальним лiфтом вектора X, а

Xv = X i∂n+i (6)

належить V(x,ξ)TM i називається вертикальним лiфтом вектора X. Горизон-

тальнi та вертикальнi лiфти векторгого поля X є векторними полями на TM .

Важливим є те, що

H(x,ξ) = Span{∂h
i }ni=1, V(x,ξ) = Span{∂v

i }ni=1, (7)

тобто, для вивчення геометрiї дотичного розшарування достатньо обмежитись

лiфтами векторних полiв з бази на дотичне розшарування.

Нехай M – рiманiв многовид з метрикою g. Позначимо через g(·, ·) ска-

лярний добуток векторiв, дотичних до M . Класичною метрикою на дотичному

розшаруваннi рiманового многовиду є метрика Сасакi [39], яка має першу фун-

даментальну форму виду

dσ2 = ds2 + |Dξ|2 = gijdx
idxj + gijDξiDξj, (8)

де ds2 – перша фундаментальна форма базового мгноговиду M , а Dξi = dξi +

Γi
ksξ

sdxk – коварiантний диференцiал координат "векторної складової".

Метрику Сасакi G на дотичному розшаруваннi рiманова многовиду (M, g)

в кожнiй точцi (x, ξ) ∈ TM можна визначити за допомогою горизонтальних та
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вертикальних лiфтiв наступними формулами

G(x,ξ)(X
h, Y h) = gx(X, Y ), (9)

G(x,ξ)(X
h, Y v) = 0, (10)

G(x,ξ)(X
v, Y v) = gx(X, Y ). (11)

Одиничне дотичне розшарування T1M [40] визначається як гiперповерхня

в дотичному розшаруваннi TM , що задається рiвнянням gx(ξ, ξ) = 1. Тобто,

T1M = {(x, ξ) | x ∈ M, ξ ∈ TxM, gx(ξ, ξ) = 1}. (12)

У такому випадку шаром є сфера одиничного радiусу. Метрикою Сасакi на

одиничному дотичному розшаруваннi T1M є метрика, що iндукована метри-

кою Сасакi TM на гiперповерхнi T1M . Зауважимо, що горизонтальнi пiдпро-

стори TM i T1M спiвпадають, а вертикальнi – нi. В кожнiй точцi (x, ξ) ∈ T1M

вектор ξv = ξi∂i(x)
v є вектором одиничної нормалi гiперповерхнi T1M . Верти-

кальний пiдпростiр T1M є ортогональним доповненням до ξv у вертикальному

пiдпросторi TM . У зв’язку з цим, Е. Бекс i Л. Ванхеке [6, 8] ввели поняття

тангенцiального лiфту, що визначається формулою

X t = Xv − g(X, ξ)ξv. (13)

Вочевидь, якщо X ортогонально ξ, то тодi X t = Xv.

1.2 Векторнi поля на рiмановому многовидi як вiдобра-

ження i пiдмноговиди

Якщо ξ(x) – це одиничне векторне поле на M , то воно визначає вiдображення

ξ : M → T1M , що задається формулою

ξ(x) = (x, ξ(x)). (14)

Геометрично ξ(M) є явно заданим пiдмноговидом в T1M . Позначимо через

Tξ(M) дотичне розшарування ξ(M) ⊂ T1M . Тодi Tξ(M) = ξ∗(TM), де ξ∗ –
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диференцiал ξ : M → T1M який можна визначити формулою

ξ∗X = Xh + (∇Xξ)
v, (15)

де ∇ є зв’язнiстю Левi-Чивiти на M .

Для гладкого одиничного векторного поля ξ оператором Номiдзу називає-

ться оператор Aξ : X(M) → ξ⊥ ⊂ X(M), що дiє за правилом

AξX = −∇Xξ. (16)

Зауважимо, що

ξ∗X = Xh − (AξX)t. (17)

Норма оператора Номiдзу дорiвнює

||Aξ||2 =
n∑

k=1

g(Aξek, Aξek) (18)

вiдносно деякого ортонормованого реперу (e1, . . . , en), де n = dim(M).

Грубим гессiаном [48] векторного поля ξ називається тензорне поле

Hessξ(X, Y ) =
1

2
((∇XAξ)Y + (∇YAξ)X), (19)

де (∇XAξ)Y = ∇X(AξY )− Aξ(∇XY ).

Тензором ξ-гармонiчностi [48] векторного поля ξ називається тензорне поле

Hmξ(X, Y ) =
1

2
(R(ξ, AξX)Y +R(ξ, AξY )X), (20)

де R є тензором кривини M .

Грубим лапласiаном (або лапласiаном Бохнера) векторного поля ξ назива-

ється поле

∆̄ξ = −trace∇2ξ, (21)

де ∇2
X,Y = ∇X∇Y −∇∇XY . Також грубий лапласiан можна порахувати за фор-

мулою

∆̄ξ = trace(Hessξ) (22)

або

∆̄ξ =
n∑

i=1

(∇eiAξ)ei (23)
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вiдносно деякого ортонормованого реперу (e1, . . . , en), де n = dim(M).

1.3 Гармонiчнiсть, мiнiмальнiсть i цiлком геодезичнiсть

векторного поля та вiдображення

Нехай (M, g) i (M̃, g̃) рiмановi многовиди i ϕ : M → M̃ . Позначимо через

ϕ∗ : TM → TM̃ диференцiал цього вiдображення. ∀p ∈ M вектор Xp ∈ TpM

переходить у вектор ϕ∗Xp ∈ Tϕ(p)M .

Друга основна форма вiдображення ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) мiж рiмановими

многовидами визначається як

Bϕ(X, Y ) = ∇̃ϕ∗X(ϕ∗Y )− ϕ∗(∇XY ), (24)

де ∇̃ — iндукована зв’язнiсть Левi-Чiвiти на ϕ(M), а ∇ — зв’язнiсть Левi-Чiвiти

на M .

Вiдображення ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) називається геодезичним, якщо воно

переводить геодезичнi лiнiї многовида M у геодезичнi лiнiї многовида M̃ . Вiд-

ображення ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) називається цiлком геодезичним, якщо воно є

геодезичним iзометричним зануренням. Геодезичнi вiдображення дослiджували

деякi українськi математики у роботах [20, 22, 23, 25, 42, 43]. Цiлком геодезичнi

вiдображення дослiджував О. Ямпольський у [47, 48].

Якщо ϕ – iзометричне занурення, то друга основна форма вiдображення

ϕ збiгається з другою основною формою зануреного многовида (пiдмногови-

да) ϕ(M). Це означає, що дослiдження цiлком геодезичностi вiдображення ϕ

еквiвалентно дослiдженню цiлком геодезичностi пiдмноговида ϕ(M) ⊂ M̃ .

Поле напруженостi вiдображення ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) задається як

τ(ϕ) = trace(Bϕ). (25)

Вiдображення ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) називається мiнiмальним, якщо τ(ϕ) = 0.

Проте, пiдмноговид ϕ(M) ⊂ M̃ може не бути мiнiмальним. Розглянемо одини-

чне векторне поле ξ як вiдображення ξ : M → T1M . Тодi мiнiмальнiсть вiд-
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ображення ξ еквiвалентна мiнiмальностi пiдмноговида ξ(M) ⊂ T1M . У цьому

випадку, одиничне векторне поле ξ також називається мiнiмальним.

Означення 1.1 Нехай Bξ i τ(ξ) – друга основна форма i поле напруженостi

вiдображення ξ : M → T1M вiдповiдно. Позначимо hBξ(X, Y ) = π∗(Bξ(X, Y ))

i vBξ(X, Y ) = K(Bξ(X, Y )). Тодi

τ(ξ) = (trace(hBξ))
h + (trace(vBξ))

t. (26)

Кажуть, що

• одиничне векторне поле ξ називається гармонiчним, якщо

∃λ ∈ C∞(M) : trace(vBξ) = λξ; (27)

• одиничне векторне поле ξ визначає гармонiчне вiдображення ξ: M →

T1M , якщо

1. ξ є гармонiчним, тобто ∃λ ∈ C∞(M) : trace(vBξ) = λξ;

2.

trace(hBξ) = 0; (28)

Саме такi означення використовуються у роботi. Розглянемо також iншi

еквiвалентнi означення гармонiчностi векторного поля та вiдображення.

Одиничне векторне поле ξ на компактному рiмановому многовидi (M, g) на-

зивається гармонiчним (див. [7, 46]), якщо ξ є критичною точкою функцiоналу

енергiї (total bending) поля ξ

B(ξ) =

∫
M

||Aξ||2dvg, (29)

де vg – елемент об’єму M .

Г. Вiгмiнк [46] довiд, що одиничне векторне поле ξ на компактному рiмано-

вому многовидi є гармонiчним тодi i тiлько тодi, коли

∆̄ξ = ||Aξ||2ξ. (30)
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Ця умова еквiвалентна умовi (27) у випадку метрики Сасакi на одиничному

дотичному розшаруваннi.

Вiдображення f : (M, g) → (N, h) мiж рiмановими многовидами називає-

ться гармонiчним, якщо ϕ є критичною точкою функцiоналу енергiї вiдображе-

ння f

E(f) =

∫
M

e(f)dvg, (31)

де e(f) = 1
2 ||f∗||

2
h – це густина енергiї f , а f∗ – диференцiал (pushforward)

вiдображення f . А саме, e(f) = 1
2

∑n
i=1 h(f∗ei, f∗ei) вiдносно деякого ортонор-

мованого реперу (e1, . . . , en), де n = dim(M), i vg – елемент об’єму M .

Доведено [16], що одиничне векторне поле ξ визначає гармонiчне вiдобра-

ження ξ : M → T1M тодi i тiльки тодi, коли поле ξ є гармонiчним i

trace(Hmξ) = 0. (32)

Ця умова еквiвалентна умовi (28) у випадку метрики Сасакi на одиничному

дотичному розшаруваннi.

Наступна теорема показує зв’язок мiж гармонiчнiстю i мiнiмальнiстю вiд-

ображення.

Теорема 1.2 Якщо вiдображення ξ : M → T1M є iзометричним зануренням,

то ξ є мiнiмальним тодi i тiльки тодi, коли ξ є гармонiчним.

Наступна теорема показує зв’язок мiж цiлком геодезичними векторними по-

лями i гармонiчнiстю та мiнiмальнiстю вiдображення.

Теорема 1.3 Будь-яке вiдображення, що задається цiлком геодезичним ве-

кторним полем є гармонiчним i мiнiмальним.

1.4 Контактнi метричнi многовиди

Диференцiйований многовид M вимiрностi (2n + 1) має (ϕ, ξ, η)-структуру,

якщо вiн допускає поле ϕ ендоморфiзмiв дотичних просторiв, векторне поле ξ
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та 1-форму η, якi задовольняють такi умови:

η(ξ) = 1, ϕ2 = −I + η ⊗ ξ, (33)

де I позначає тотожне перетворення. Звернемо увагу, що

ϕξ = 0, η ◦ ϕ = 0. (34)

Якщо многовид M зi (ϕ, ξ, η)-структурою допускає рiманову метрику g, таку

що

g(ϕX, ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (35)

для будь-яких векторних полiв X, Y , тодi говорять, що M має (ϕ, ξ, η, g)-

структуру, або майже контактну метричну структуру, а g називається су-

мiсною метрикою. Якщо позначити Y = ξ, то негайним наслiдком є те, що η є

коварiантною формою для ξ, тобто

η(X) = g(X, ξ). (36)

Визначимо 2-форму Φ на M як

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ). (37)

Звернемо увагу, що

g(X,ϕY ) = −g(ϕX, Y ). (38)

Будемо називати Φ основною 2-формою майже контактної метричної структури

(ϕ, ξ, η, g). Якщо Φ = dη, то майже контактну метричну структуру (ϕ, ξ, η, g)

називають контактною метричною структурою, а (M,ϕ, ξ, η, g) is називають

контактним метричним многовидом, де ξ називається рiбовським векторним

полем, а η однозначно визначає ξ за допомогою таких умов:

η(ξ) = 1, dη(ξ,X) = 0. (39)

Рiбовське векторне поле вiдiграє фундаментальну роль у вивченнi рiманової

геометрiї контактного метричного многовиду. Бiльш детальну iнформацiю про

контактнi метричнi многовиди та рiбовськi векторнi поля можна знайти у [5, 50].

Крiм того, розглянемо кiлька типiв майже контактних метричних многовидiв.
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Означення 1.4 Диференцiйований (2n+1)-вимiрний контактний метричний

многовид (M, g, η, ξ, ϕ) називається K-контактним многовидом, якщо ξ є кi-

лiнговим векторним полем.

Еквiвалентно, (M, g, η, ξ, ϕ) є K-контактним многовидом тодi i тiльки тодi, коли

Lξϕ = 0, (40)

де Lξϕ — це похiдна Лi ϕ уздовж векторного поля ξ. Основною властивiстю

K-контактного многовиду є те, що

∇Xξ = −ϕX. (41)

Iншими важливими властивостями K-контактного многовиду є:

η(R(ξ,X)Y ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (42)

(∇Xϕ)Y = R(ξ,X)Y, (43)

R(ξ,X)ξ = −X + η(X)ξ. (44)

Звернемо увагу, що рiвняння (42) є прямим наслiдком рiвняння (44).

Означення 1.5 Контактний метричний многовид (M, g, η, ξ, ϕ) називається

сасакiєвим, якщо

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X. (45)

Звернемо увагу, що будь-який сасакiєв многовид є K-контактним. Важливою

властивiстю сасакiєвого многовиду є те, що

R(ξ,X)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X. (46)

Означення 1.6 Контактний метричний многовид (M, g, η, ξ, ϕ) майже са-

сакiєвим многовидом, якщо

(∇Xϕ)Y + (∇Y ϕ)X = 2g(X, Y )ξ − η(X)Y − η(Y )X. (47)

Звернемо увагу, що сасакiєв многовид є майже сасакiєвим. З рiвняння (47) ми

отримуємо

∇Xξ = −ϕX −HX, (48)
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де

HX = ϕ(∇ξϕ)X. (49)

Тензорне поле H має тип (1, 1) i задовольняє рiвнянням Hξ = 0, η ◦ H = 0, а

також

∇ξH = −∇ξϕ = ϕH = −1

3
Lξϕ. (50)

Якщо H тотожно дорiвнює нулю, то майже сасакiєв многовид є сасакiєвим.

Звернемо увагу, що, використовуючи (40), (49) та (50), ми отримуємо наступний

результат.

Теорема 1.7 Майже сасакiєв многовид є K-контактним тодi i тiльки тодi,

коли вiн є сасакiєвим.

Варто зауважити, що у випадку вимiрностi 2n + 1 > 5 вiдомо, що кожен май-

же сасакiєв многовид є сасакiєвим [35]. Бiльш детальну iнформацiю про K-

контактнi, сасакiєвi та майже сасакiєвi многовиди можна знайти в [35, 5, 32, 50,

38, 12].
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2 Пошарово сигар солiтонна деформацiя метри-

ки Сасакi та її геодезичнi

2.1 Солiтон Рiчi Гамiльтона. Пошарово сигар солiтонна

метрика

Пiсля доведення Р. Гамiльтоном та Г. Перельманом гiпотези Пуанкаре з’явилося

багато публiкацiй щодо геометрiї так званих солiтонiв Рiчi.

Означення 2.1 Рiманiв многовид (M, g) називається солiтоном Рiчi якщо

iснує таке векторне поле V та стала величина λ такi, що метричний тензор

g задовольняє рiвнянню
1

2
LV g +Ric = λg, (51)

де LV g – похiдна Лi метричного тензору g у напрямку поля V , а Ric – тензор

Рiчi метричного тензору g.

Солiтони Рiчi дiляться на три класи вiдповiдно до значень константи λ. А саме,

• якщо λ < 0, то солiтон Рiчi називається таким що розширюється;

• якщо λ > 0, то солiтон Рiчi називається таким що скорочується;

• якщо λ = 0, то солiтон Рiчi називається сталим.

Якщо V є градiєнтом деякої функцiї F (потенцiалу солiтону), то солiтон Рiчi

називається градiєнтним. Для градiєнтних солiтонiв Рiчi рiвняння (51) може

бути записано у виглядi

Hess(F ) +Ric = λg, (52)

де Hess(F )ij = ∇i∇jF позначає гессiан потенцiальної функцiї F . Iснує велика

кiлькiсть публiкацiй о геометрiї солiтонiв Рiчi. Їх дослiджували багато матема-

тикiв (див., наприклад, [9, 11, 13]), серед яких є i українськi [24].
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Першим приклад некомпактного сталого солiтона Рiчi на площинi винайшов

Р. Гамiльтон [19]. Цей двовимiрний многовид конформно еквiвалентний площи-

нi називається сигар солiтоном Гамiльтона i має першу фундаментальну форму

виду

ds2 =
dx2 + dy2

1 + x2 + y2
. (53)

Сигар солiтон Гамiльтона є градiєнтним з потенцiалом F = − ln(1 + x2 + y2). i

конформно еквiвалентний площинi з функцiєю конформностi

f =
1

1 + x2 + y2
(54)

яка є сталою в кожному колi x2+y2 = r2(= const). Тобто, функцiя конформностi

є функцiєю вiдстанi вiд початку координат, яка не залежить вiд параметризацiї

площини. Конформно еквiвалентнi метрики та конформнi вiдображення також

вивчали деякi українськi математики [43].

Для евклiдової площини з декартовими координатами (x, y) перша фунда-

ментальна форма метрики Сасакi має вигляд

dσ2 = dx2 + dy2 + dξ21 + dξ22 . (55)

Метрика

dσ̃2 = dx2 + dy2 +
dξ21 + dξ22
1 + ξ21 + ξ22

(56)

є "здеформованою"метрикою Сасакi, яка на шарах збiгається з сигар солiтон-

ною метрикою. За аналогiєю з двовимiрним випадком, природно можна визна-

чити метрику на дотичному розшаруваннi наступним чином.

Означення 2.2 Пошарово гамiльтоновою сигар солiтонною деформацiєю ме-

трики Сасакi (або пошарово гамiльтоновою сигар солiтонною метрикою) [27]

на дотичному розшаруваннi рiманового многовиду (M, g) називається метри-
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ка G на TM така, що в кожнiй точцi (x, ξ) ∈ TM визначається формулами

G(x,ξ)(X
h, Y h) = gx(X, Y ), (57)

G(x,ξ)(X
h, Y v) = 0, (58)

G(x,ξ)(X
v, Y v) =

1

1 + |ξ|2
· gx(X, Y ). (59)

Очевидно, що можна розглянути бiльш загальний випадок, а саме розглянемо

наступну деформацiю.

Означення 2.3 Пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi (або

пошарово сигар солiтонною метрикою) [27] на дотичному розшаруваннi рiма-

нового многовиду (M, g) називається метрика G на TM така, що в кожнiй

точцi (x, ξ) ∈ TM визначається формулами

G(x,ξ)(X
h, Y h) = gx(X, Y ), (60)

G(x,ξ)(X
h, Y v) = 0, (61)

G(x,ξ)(X
v, Y v) = f(t)gx(X, Y ), (62)

де t = |ξ|2 i f(t) є гладкою функцiєю з властивостями limt→∞ f(t) = 0, f(t) >

0, f ′(t) < 0.

Тобто функцiя f(t) має властивостi, схожi з властивостями деформуючої фун-

кцiї пошарово гамiльтонової сигар солiтонної деформацiї f = 1
1+t .

Пошарово сигар солiтонна деформацiя є частковим, але вмотивованим, ви-

падком метрики яку вивчали A. Загане i M. Джаа в роботах [51, 52]. Вона

має назву викривлена метрика Сасакi (warped Sasaki metric) та визначається

наступним чином:

G(x,ξ)(X
h, Y h) = gx(X, Y ), (63)

G(x,ξ)(X
h, Y v) = 0, (64)

G(x,ξ)(X
v, Y v) = f(x, t)gx(X, Y ), (65)

де t = |ξ|2 i f : M × R → (0,∞) є гладкою функцiєю.

У своїй роботi ми дослiджуємо геодезичнi лiнiї дотичного розшарування
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рiманового многовиду з пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонною метрикою

з фокусом на локально симетричнi многовиди та многовиди сталої кривини у

ролi бази розшарування.

2.2 Геодезичнi пошарово сигар солiтонної метрики

Нехай (M, g) є рiмановим многовидом з пошарово сигар солiтонною метрикою

G на дотичному розшаруваннi TM . Нехай R є тензором кривини зв’язностi

Левi-Чивiти ∇ на M . Позначимо через ∇̃ зв’язнiсть Левi-Чивiти пошарово си-

гар солiтонної метрики G. Наступна лема мiстить формули Ковальського [26] у

випадку пошарово сигар солiтонної метрики на TM . Вони є головним iнстру-

ментом для подальших мiркувань (див. також [52]).

Лема 2.4 [27] Нехай (M, g) є рiмановим многовидом з пошарово сигар солi-

тонною метрикою G на TM . Зв’язнiсть Левi-Чивiти ∇̃ пошарово сигар солi-

тонної метрики G на TM повнiстю визначається наступними формулами

∇̃XhY h =
(
∇XY

)h

− 1

2

(
R(X, Y )ξ

)v

, (66)

∇̃XhY v =
1

2
f(t)

(
R(ξ, Y )X

)h

+
(
∇XY

)v

, (67)

∇̃XvY h =
1

2
f(t)

(
R(ξ,X)Y

)h

, (68)

∇̃XvY v =
(
ln f(t)

)′(
g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X − g(X, Y )ξ

)v

, (69)

де ∇ зв’язнiсть Левi-Чивiти на (M, g), R тензор кривини ∇.

Доведення. Звернiть увагу, по-перше, що наступнi формули не залежать вiд

вибору метрики дотичного розшарування i вiдомi як формули Домбровського

[15]: у кожнiй точцi (x, ξ) ∈ TM дужки лiфлiв векторних полiв iз M до TM
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визначаються формулами[
Xh, Y h

]
=

[
X, Y

]h − (
R(X, Y )ξ

)v
, (70)[

Xh, Y v
]
=

(
∇XY

)v
, (71)[

Xv, Y v
]
= 0. (72)

Доведемо тепер, що похiдна функцiї f(t) вздовж лiфтiв векторних полiв iз M

до TM визначається формулами (див. [45])

Xh(f) = 0, Xv(f) = 2f ′(t)g(X, ξ). (73)

Дiйсно, враховуючи, що Xh = X i ∂
∂ui − Γi

jkX
jξk ∂

∂ξi i Xv = X i ∂
∂ξi , маємо

Xh(f) = X i ∂

∂ui
(f)− Γi

jkX
jξk

∂

∂ξi
(f)

= f ′
t

(
X i ∂

∂ui
(gspξ

sξp)− Γi
jkX

jξk
∂

∂ξi
(gspξ

sξp)
)

= f ′
t

(
X i(Γm

pigms + Γm
sigmp)ξ

sξp − 2Γi
jkX

jξkgipξ
p)
)

= f ′
t

(
Γip,sX

iξsξp + Γis,pX
iξsξp − 2Γjk,pX

jξkξp
)

= f ′
t

(
2Γip,sX

iξsξp − 2Γjk,pX
jξkξp

)
= 0. (74)

Xv(f) = X i ∂

∂ξi
(f) = f ′

tX
i ∂

∂ξi
(gspξ

sξp) = 2f ′
tgipX

iξp = 2f ′
t g(X, ξ). (75)

Нарештi, похiдна пошарово сигар солiтонної метрики G, вздовж лiфтiв вектор-

них полiв iз M до TM визначається формулами

XhG(Y h, Zh) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), (76)

XhG(Y v, Zv) = f(t)
(
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

)
, (77)

XvG(Y h, Zh) = 0, (78)

XvG(Y v, Zv) = 2f ′(t)g(X, ξ)g(Y, Z). (79)
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Тепер ми можемо використати формулу Кошуля. Маємо

2G(∇̃XhY h, Zh) = XhG(Y h, Zh) + Y hG(Xh, Zh)− ZhG(Xh, Y h)

+G([Xh, Y h], Zh)−G([Xh, Zh], Y h)−G([Y h, Zh], Xh)

= Xg(Y h, Zh) + Y g(Xh, Zh)− Zg(Xh, Y h)

+G([X, Y ]h, Zh)−G([X,Z]h, Y h)−G([Y, Z]h, Xh)

= Xg(Y h, Zh) + Y g(Xh, Zh)− Zg(Xh, Y h)

+ g([X, Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X)

= 2g(∇XY, Z) = 2G((∇XY )h, Zh); (80)

2G(∇̃XhY h, Zv) = XhG(Y h, Zv) + Y hG(Xh, Zv)− ZvG(Xh, Y h)

+G([Xh, Y h], Zv)−G([Xh, Zv], Y h)−G([Y h, Zv], Xh)

= −G((R(X, Y )ξ)v, Zv) (81)

i отримуємо (66). Тодi

2G(∇̃XhY v, Zh) = XhG(Y v, Zh) + Y vG(Xh, Zh)− ZhG(Xh, Y v)

+G([Xh, Y v], Zh)−G([Xh, Zh], Y v)−G([Y v, Zh], Xh)

= G((R(X,Z)ξ)v, Y v) = fg(R(X,Z)ξ, Y ) = fg(R(ξ, Y )X,Z)

= g(fR(ξ, Y )X,Z) = G(f(R(ξ, Y )X)h, Zh); (82)

2G(∇̃XhY v, Zv) = XhG(Y v, Zv) + Y vG(Xh, Zv)− ZhG(Xh, Y v)

+G([Xh, Y v], Zv)−G([Xh, Zv], Y v)−G([Y v, Zv], Xh)

= f(g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)) +G((∇XY )v, Zv)−G((∇XZ)
v, Y v)

= f(g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇XY, Z)− g(∇XZ, Y ))

= 2fg(∇XY, Z) = 2G((∇XY )v, Zv) (83)

40



i отримаємо (67). Подiбним чином

2G(∇̃XvY h, Zh) = XvG(Y h, Zh) + Y hG(Xv, Zh)− ZhG(Xv, Y h)

+G([Xv, Y h], Zh)−G([Xv, Zh], Y h)−G([Y h, Zh], Xv)

= G((R(Y, Z)ξ)v, Xv) = fg(R(Y, Z)ξ,X) = fg(R(ξ,X)Y, Z)

= g(fR(ξ,X)Y, Z) = G(f(R(ξ,X)Y )h, Zh); (84)

2G(∇̃XvY h, Zv) = XvG(Y h, Zv) + Y hG(Xv, Zv)− ZvG(Xv, Y h)

+G([Xv, Y h], Zv)−G([Xv, Zv], Y h)−G([Y h, Zv], Xv)

= f(g(∇YX,Z) + g(X,∇YZ))−G((∇YX)v, Zv)−G((∇YZ)
v, Xv)

= f(g(∇YX,Z) + g(X,∇YZ)− g(∇YX,Z)− g(∇YZ,X)) = 0 (85)

i отримуємо (68). Нарештi,

2G(∇̃XvY v, Zh) = XvG(Y v, Zh) + Y vG(Xv, Zh)− ZhG(Xv, Y v)

+G([Xv, Y v], Zh)−G([Xv, Zh], Y v)−G([Y v, Zh], Xv)

= −f(g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )) +G((∇ZX)v, Y v) +G((∇ZY )v, Xv)

= f(−g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY ) + g(∇ZX, Y ) + g(∇ZY,X)) = 0; (86)

2G(∇̃XvY v, Zv) = XvG(Y v, Zv) + Y vG(Xv, Zv)− ZvG(Xv, Y v)

+G([Xv, Y v], Zv)−G([Xv, Zv], Y v)−G([Y v, Zv], Xv)

= 2f ′
t(g(X, ξ)g(Y, Z) + g(Y, ξ)g(X,Z)− g(Z, ξ)g(X, Y ))

= 2f ′
t(g(g(X, ξ)Y, Z) + g(g(Y, ξ)X,Z)− g(g(X, Y )ξ, Z))

= 2f ′
tg(g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X − g(X, Y )ξ, Z)

= 2fg(
f ′
t

f
(g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X − g(X, Y )ξ), Z)

= 2G(
f ′
t

f
(g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X − g(X, Y )ξ)v, Zv) (87)

i отримуємо (69). ■

Нехай Γ = {x(σ), ξ(σ)} — натурально параметризована крива на дотичному

розшаруваннi TM iз пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi
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G. Позначимо x′σ = dx
dσ , x′′σ = ∇ dx

dσ
x′σ, ξ′σ = ∇ dx

dσ
ξ, ξ′′σ = ∇ dx

dσ
ξ′σ. Тодi

Γ′
σ = (x′σ)

h + (ξ′σ)
v, |Γ′

σ|2 = |x′σ|2 + f(t)|ξ′σ|2 = 1. (88)

Тепер виведемо диференцiальнi рiвняння геодезичних (див. також [51]).

Теорема 2.5 [27] Нехай (M, g) — рiманiв многовид, а TM — його дотичне

розшарування iз пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi;

R — оператор кривини базового многовиду M . Натурально параметризова-

на крива Γ = x(σ), ξ(σ) є геодезичною на TM тодi й лише тодi, коли x(σ) та

ξ(σ) задовольняють рiвнянням

x′′σ + f(t)R(ξ, ξ′σ)x
′
σ = 0, (89)

ξ′′σ +
(
ln f(t)

)′(
(|ξ|2)′σξ′σ − |ξ′σ|2ξ

)
= 0. (90)

Вiдповiдно, рiвняння геодезичних лiнiй на дотичному розшаруваннi iз поша-

рово гамiльтоновою сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi, мають

вигляд

x′′σ +
1

1 + |ξ|2
R(ξ, ξ′σ)x

′
σ = 0, (91)

ξ′′σ −
2g(ξ′σ, ξ)

1 + |ξ|2
ξ′σ +

|ξ′σ|2

1 + |ξ|2
ξ = 0. (92)

Доведення. Крива Γ є геодезичною тодi й лише тодi, коли ∇̃Γ′
σ
Γ′
σ = 0. Оскiль-

ки

∇̃Γ′
σ
Γ′
σ = ∇̃((x′

σ)
h+(ξ′σ)

v)((x
′
σ)

h + (ξ′σ)
v)

= ∇̃(x′
σ)

h(x′σ)
h + ∇̃(x′

σ)
h(ξ′σ)

v + ∇̃(ξ′σ)
v(x′σ)

h + ∇̃(ξ′σ)
v(ξ′σ)

v

= (∇x′
σ
x′σ)

h − 1

2
(R(x′σ, x

′
σ)ξ)

v +
1

2
f(R(ξ, ξ′σ)x

′
σ)

h + (∇x′
σ
ξ′σ)

v

+
1

2
f(R(ξ, ξ′σ)x

′
σ)

h +
(
ln f

)′
(g(ξ′σ, ξ)ξ

′
σ + g(ξ′σ, ξ)ξ

′
σ − g(ξ′σ, ξ

′
σ)ξ)

v

= (x′′σ + fR(ξ, ξ′σ)x
′
σ)

h + (ξ′′σ +
(
ln f

)′
(2g(ξ′σ, ξ)ξ

′
σ − |ξ′σ|2ξ))v = 0, (93)

то отримуємо (89) i (90). Покладемо f = 1
1+t у рiвняннях (89) та (90). Оскiльки

f ′
t = − 1

(1+t)2 ,
(
ln f(t)

)′
= f ′

t

f = − 1
1+t i t = |ξ|2, з цього випливає, що x′′σ +

1
1+|ξ|2R(ξ, ξ′σ)x

′
σ = 0, ξ′′σ − 1

1+|ξ|2
(
2g(ξ′σ, ξ)σ

′− |ξ′σ|2ξ
)
= 0, i тодi ми отримуємо (91)
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та (92). ■

Лема 2.6 [27] Нехай (M, g) — рiманiв многовид, а TM — його дотичне роз-

шарування iз сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi, Γ = {x(σ), ξ(σ)}

— геодезична крива на TM . Тодi

f(t)|ξ′σ|2 = c2, (94)

де c = const, 0 ≤ c ≤ 1. Як наслiдок,

|ξ′σ|2 = c2(1 + |ξ|2), де 0 ≤ c ≤ 1, c = const (95)

у випадку гамiльтонової метрики.

Доведення. Оскiльки s є параметром довжини дуги на x(s), використовую-

чи (88) маємо
ds

dσ
= |x′σ| =

√
1− f |ξ′σ|2. (96)

Використовуючи (90), маємо

ξ′′σ = −f ′
t

f
(2g(ξ′σ, ξ)ξ

′
σ − |ξ′σ|2ξ). (97)

З одного боку,

g(ξ′σ, ξ
′′
σ) =

1

2

d

dσ
(|ξ′σ|2). (98)

З iншого боку, використовуючи (97) ми отримуємо

g(ξ′σ, ξ
′′
σ) = −f ′

t

f
g(ξ′σ, ξ)|ξ′σ|2. (99)

Тепер, якщо ми згадаємо, що t = |ξ|2, отримаємо f ′
σ = f ′

t
dt
dσ = 2f ′

tg(ξ
′
σ, ξ). Отже,

g(ξ′σ, ξ) =
1
2
f ′
σ

f ′
t
. Пiдставляючи це в (99) i використовуючи (98), ми отримуємо

1

2

d

dσ
(|ξ′σ|2) = −1

2

f ′
σ

f
|ξ′σ|2 ⇒

∫
d(|ξ′σ|2)
|ξ′σ|2

= −
∫

f ′
σ

f
dσ ⇒

⇒ |ξ′σ|2 =
c2

f
. (100)

Комбiнуючи (96) та (100), ми завершуємо доведення леми. ■

Означення 2.7 (Класифiкацiя геодезичних) [27] Згiдно з лемою 2.6, мно-

жина геодезичних на TM з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики
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Сасакi, може бути природно роздiлена на 3 класи, а саме

• горизонтальнi геодезичнi (c = 0), що утворюються паралельними ве-

кторними полями вздовж геодезичних на базовому многовидi;

• вертикальнi геодезичнi (c = 1), що представленi геодезичними на фiксо-

ваному шарi, їх рiвняння мають вигляд

ξ′′σ +
(
ln f(t)

)′(
(|ξ|2)′σξ′σ −

1

f(t)
ξ
)
= 0; (101)

• похилi геодезичнi (0 < c < 1) задовольняють рiвнянням

x′′σ + f(t)R(ξ, ξ′σ)x
′
σ = 0, (102)

ξ′′σ +
(
ln f(t)

)′(
(|ξ|2)′σξ′σ −

c2

f(t)
ξ
)
= 0. (103)

Вiдповiдно, якщо ми покладемо f = 1
1+t i t = |ξ|2 в (101), (102), та (103),

то вертикальнi та похилi геодезичнi на TM з пошарово гамiльтоновою сигар

солiтонною деформацiєю метрики Сасакi можна виразити наступним чином

• вертикальнi геодезичнi (c = 1), що представленi геодезичними на фiксо-

ваному шарi, їх рiвняння мають вигляд

ξ′′σ −
2g(ξ′σ, ξ)

1 + |ξ|2
ξ′σ + ξ = 0; (104)

• похилi геодезичнi (0 < c < 1) задовольняють рiвнянням

x′′σ +
1

1 + |ξ|2
R(ξ, ξ′σ)x

′
σ = 0, (105)

ξ′′σ −
2g(ξ′σ, ξ)

1 + |ξ|2
ξ′σ + c2ξ = 0. (106)

Надалi ми детальнiше розглянемо похилi геодезичнi.

2.3 Похилi геодезичнi на дотичних розшаруваннях мно-

говидiв з сталою секцiйною кривиною

Розглянемо деякi властивостi оператора кривини рiманового многовиду сталої

секцiйної кривини. Властивостi просторiв зi сталою секцiйною кривиною вивча-
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ли також деякi українськi математики [20, 21, 22]. Визначимо степiнь оператора

кривини Rp(X, Y ) рекурсивно наступним чином:

Rp(X, Y )Z = Rp−1(X, Y )R(X, Y )Z для p ≥ 2. (107)

Зазначимо, що для тензора кривини рiманового многовиду сталої кривини ε

виконуються наступнi твердження:

• R′
σ = 0, а саме, кожен простiр сталої кривини є локально симетричним;

• R(X, Y )Z = ε(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

Доведення наступної леми мiститься в [49].

Лема 2.8 Нехай (M, g) — n-вимiрний рiманiв многовид сталої кривини ε.

Тодi для будь-яких X i Y

Rp(X, Y ) =

(−B2ε2)k−1R(X, Y ), для p = 2k − 1

(−B2ε2)k−1R2(X, Y ), для p = 2k
, (108)

де k ≥ 1 i B2 = |X|2|Y |2 − g(X, Y )2 — це квадрат норми бiвектора X ∧ Y .

Теорема 2.9 [27] Нехай (M, g) — локально симетричний n-вимiрний рiманiв

многовид, а натурально параметризована крива Γ = x(σ), ξ(σ) є похилою гео-

дезичною на TMn з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi.

Нехай γ = π ◦ Γ = x(σ) — це проекцiя похилої геодезичної Γ на базовий мно-

говид. Нехай k1, k2, k3, ..., kn−1 — геодезичнi кривини x(σ). Тодi ki ≡ const для

i ≥ 1. У окремому випадку, якщо (M, g) — рiманiв многовид сталої кривини,

то ki ≡ 0 для i ≥ 3.

Доведення. Використовуючи (89), маємо: x′′σ = fR(ξ′σ, ξ)x
′
σ. Легко побачити,

що g(x′′σ, x
′
σ) = fg(R(ξ′σ, ξ)x

′
σ, x

′
σ) = 0, отже |x′σ| ≡ const. Обчислiмо третю

похiдну.

x′′′σ = f ′
t · 2g(ξ′σ, ξ)R(ξ′σ, ξ)x

′
σ + fR(ξ′′σ, ξ)x

′
σ + fR(ξ′σ, ξ)x

′′
σ

= 2f ′
tg(ξ

′
σ, ξ)R(ξ′σ, ξ)x

′
σ − 2f ′

tg(ξ
′
σ, ξ)R(ξ′σ, ξ)x

′
σ + fR(ξ′σ, ξ)x

′′
σ

= fR(ξ′σ, ξ)x
′′
σ. (109)
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З одного боку, x′′′σ = fR(ξ′σ, ξ)x
′′
σ. Оскiльки g(x′′′σ , x

′′
σ) = fg(R(ξ′σ, ξ)x

′′
σ, x

′′
σ) = 0, з

цього випливає, що |x′′σ| ≡ const.

Продовжуючи процес, ми отримуємо

x(p)σ = fR(ξ′σ, ξ)x
(p−1)
σ , |x(p)σ | ≡ const, p ≥ 2. (110)

З iншого боку, x′′′σ = fR(ξ′σ, ξ)x
′′
σ = f 2R2(ξ′σ, ξ)x

′
σ. Отже, продовжуючи процес,

ми отримуємо

x(p)σ = f p−1Rp−1(ξ′σ, ξ)x
′
σ. (111)

Позначимо через ν1, ..., νn репер Френе вздовж γ = x(s), де s є параметром

довжини дуги. Тодi виконуються формули Френе:


(ν1)

′
s = k1ν2,

(νi)
′
s = −ki−1νi−1 + kiνi+1, for i = 2, ..., n− 1

(νn)
′
s = −kn−1νn−1.

(112)

Тепер, якщо ми згадаємо, що ds
dσ = (1 − c2)1/2, то отримаємо ν1 = x′s = x′σ

dσ
ds =

x′σ(1 − c2)−1/2. Отже, x′σ = (1 − c2)1/2ν1. Використовуючи формули Френе, ми

отримуємо

x′′σ = (1− c2)1/2(ν1)
′
σ = (1− c2)1/2(ν1)

′
s

ds

dσ
= (1− c2)k1ν2. (113)

Оскiльки |x′′σ| ≡ const, з цього випливає, що k1 ≡ const.

Подiбним чином, ми маємо

x′′′σ = (1− c2)k1(ν2)
′
σ = (1− c2)k1(ν2)

′
s

ds

dσ

= −(1− c2)3/2k21ν1 + (1− c2)3/2k1k2ν3, (114)

i оскiльки |x′′′σ | ≡ const, то k2 ≡ const.

З одного боку, x(4)σ = −(1 − c2)2k31ν2 − (1 − c2)2k1k
2
2ν2 + (1 − c2)2k1k2k3ν4 =

−(1− c2)2k1(k
2
1 + k22)ν2 + (1− c2)2k1k2k3ν4.

З iншого боку, x(4)σ = f 3R3(ξ′σ, ξ)x
′
σ = −B2f 3R(ξ′σ, ξ)x

′
σ = −B2f 2x′′σ, де B2 =

c2

f(t)|ξ|
2 − g(ξ′, ξ)2.
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Нехай k1, k2 ̸= 0. Тодi

−(1− c2)2k1(k
2
1 + k22)ν2 + (1− c2)2k1k2k3ν4 = −B2f 2(1− c2)k1ν2, (115)

(B2f 2 − (1− c2)(k21 + k22))ν2 + (1− c2)k2k3ν4 = 0. (116)

Отже, ми маємо k3 = 0, а B2f 2 = (1− c2)(k21 + k22). Нарештi, ми отримуємо

ki = 0 для i ≥ 3 i B2f 2 ≡ const, де позначаємо ω2 = B2f 2. ■

Розглянемо похилi геодезичнi на TM многовидiв з сталою секцiйною криви-

ною ε з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi. Розглянемо

наступнi випадки: ε = 0, 1 або −1 в залежностi вiд того, чи є M рiвним En, Sn

чи Hn.

Наступна теорема виконується для похилих геодезичних на TM евклiдового

простору з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi.

Теорема 2.10 [27] Будь-якi похилi геодезичнi на T (En) з пошарово сигар со-

лiтонною деформацiєю метрики Сасакi є векторним полем ξ, яке рухається

вздовж прямої лiнiї за правилом

ξ′′σ +
(
ln f(t)

)′(
(|ξ|2)′σξ′σ −

c2

f(t)
ξ
)
= 0. (117)

Вiдповiдно, похила геодезична на T (En) з пошарово гамiльтоновою сигар со-

лiтонною деформацiєю метрики Сасакi є векторним полем ξ, яке рухається

вздовж прямої лiнiї за правилом

ξ′′σ −
2g(ξ′σ, ξ)

1 + |ξ|2
ξ′σ + c2ξ = 0. (118)

Доведення. У випадку евклiдового простору маємо R = 0, тодi, використову-

ючи (102), отримуємо x′′σ = 0. Оскiльки ds
dσ =

√
1− c2 ≡ const, то крива x(σ) є

геодезичною в евклiдовому просторi, а саме x(σ) є прямою лiнiєю. ■

Тепер розглянемо похилi геодезичнi на дотичному розшаруваннi сфери (ε =

1) та гiперболiчного простору (ε = −1) iз пошарово сигар солiтонною дефор-

мацiєю метрики Сасакi. У цих випадках рiвняння геодезичних мають вигляд:

x′′σ = εf(t)(aξ′σ − bξ), (119)
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ξ′′σ +
(
ln f(t)

)′(
(|ξ|2)′σξ′σ − |ξ′σ|2ξ

)
= 0, (120)

де a = g(ξ, x′σ), b = g(ξ′σ, x
′
σ). Оскiльки теорема 2.9 виконується для геоде-

зичних кривин k1, k2, k3, . . . , kn−1 проекцiї геодезичної на TM , то ми можемо

класифiкувати проекцiї геодезичних наступним чином:

• k1 = 0, а саме, проекцiя геодезичної на TM є геодезичною на базовому

многовидi M ;

• k1 > 0, k2 ≥ 0.

Отже, маємо наступну теорему.

Теорема 2.11 [27] Нехай M — це Sn або Hn, TM — дотичне розшаруван-

ня з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi, i k1 = 0, а

саме, нехай проекцiя γ = π ◦ Γ = x(σ) геодезичної на TM є геодезичною

на сферi Sn або в гiперболiчному просторi Hn. Якщо вздовж x(σ) вибрати

ортонормований репер e1(σ) = x′(σ)
|x′(σ)| , e2(σ), . . . , en(σ), що складається з па-

ралельних векторних полiв вздовж x(σ), i розкласти векторне поле ξ(σ) =

y1(σ)e1(σ) + y2(σ)e2(σ) + ... + yn(σ)en(σ), тодi координатнi функцiї yi(σ) мо-

жна знайти з наступної системи:
yi = αiy1, i = 2, ..., n

y′′1 +
c2

f(t)(ln f(t))
′
ty1 = 0,

(1 + α2
2 + ...+ α2

n)f(t)(y
′
1)

2 = c2, αi ≡ const.

(121)

Доведення. Якщо згадати, що x′ = (1− c2)1/2e1, то отримаємо

a = g(ξ, x′) = g(y1e1 + y2e2 + ...+ ynen, (1− c2)1/2e1) = (1− c2)1/2y1, (122)

b = g(ξ′, x′) = g(y′1e1 + y′2e2 + ...+ y′nen, (1− c2)1/2e1) = (1− c2)1/2y′1. (123)

Використовуючи x′′ = εf(aξ′ − bξ), маємо

(1− c2)1/2y1(y
′
1e1 + y′2e2 + ...+ y′nen)

− (1− c2)1/2y′1(y1e1 + y2e2 + ...+ ynen) = 0, (124)
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y1y
′
i − y′1yi = 0, i = 2, ..., n, (125)

y′i
yi

=
y′1
y1
, i = 2, ..., n, (126)∫

(ln yi)
′
σdσ =

∫
(ln y1)

′
σdσ, i = 2, ..., n, (127)

yi = αiy1, i = 2, ..., n. (128)

Використовуючи f |ξ′|2 = c2, маємо (y′1)
2 + (y′2)

2 + . . . + (y′n)
2 = c2

f , а оскiльки

yi = αiy1, то отримаємо

(y′1)
2 + (y′2)

2 + ...+ (y′n)
2 = (y′1)

2 + (α2
2 + ...+ α2

n)(y
′
1)

2

= (1 + α2
2 + ...+ α2

n)(y
′
1)

2 =
c2

f
(129)

Якщо позначити A2
n = 1+α2

2+ . . .+α2
n, тодi (y′1)2 =

c2

A2
nf

. Отже, використовуючи

ξ′′ +
(
ln f

)′(
(|ξ|2)′ξ′ − c2

f ξ
)
= 0, ми отримуємо

y′′1 + (ln f)′(2A2
ny1(y

′
1)

2 − c2

f
y1) = 0 ⇒ y′′1 +

c2

f
(ln f)′ty1 = 0. (130)

■

Наслiдок 2.12 [27] За умовами теореми 2.11 у випадку пошарово гамiльто-

нової сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi розв’язок системи можна

виразити наступним чином:
y1 = β+ecσ + β−e−cσ

yi = αiy1, i = 2, ..., n

(1 + α2
2 + ...+ α2

n)β
+β− = −1

4

, (131)

де αi, β
+, β− ≡ const, β+ > 0, β− < 0.

Доведення. Нехай k1 = 0. Якщо f(t) = 1
1+t , тодi рiвняння y′′1+

c2

f(t)(ln f(t))
′y1 =

0 можна записати як y′′1−c2y1 = 0 з розв’язком y1 = β+ecσ+β−e−cσ. Пiдставивши

це в рiвняння A2
nf(t)(y

′
1)

2 = c2, де A2
n = 1 + α2

2 + . . .+ α2
n, отримуємо:

A2
nc

2(β+ecσ − β−e−cσ)2

1 + A2
n(β

+ecσ + β−e−cσ)2
= c2, (132)

A2
n(β

+ecσ − β−e−cσ)2 = 1 + A2
n(β

+ecσ + β−e−cσ)2, (133)

49



−4A2
nβ

+β− = 1, A2
nβ

+β− = −1

4
. (134)

■

Теорема 2.13 [27] Нехай M — це Sn або Hn, TM — дотичне розшарування

з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики Сасакi, i k1 > 0, k2 ≥

0. Нехай ν1, . . . , νn — це репер Френе вздовж x(σ). Тодi похилi геодезичнi на

T (Sn) та T (Hn) з k1 > 0, k2 ≥ 0 можна виразити як:x′′ = εf(t)(aξ′ − bξ),

ξ = a(1− c2)−1/2ν1 + (a′ − b)(1− c2)−1k−1
1 ν2 − a(1− c2)−1/2k−1

1 k2ν3,
(135)

де a, b можна знайти з наступних диференцiальних рiвнянь:

a′ =
ε

2
f(t)(|ξ|2)′a+ (1− εf(t)|ξ|2)b, (136)

b′ =
c2

f(t)
((ln f(t))′t + εf(t))a− (|ξ|2)′((ln f(t))′t +

ε

2
f(t))b. (137)

Доведення. Нехай k1 > 0, k2 ≥ 0. Використовуючи x′′ = εf(aξ′ − bξ) та

ξ′′ = (ln f)′
(
c2

f ξ − (|ξ|2)′ξ′
)
, ми отримуємо:

a′ = g(ξ′, x′) + g(ξ, x′′) = b+ εf(
1

2
a(|ξ|2)′ − b|ξ|2)

=
ε

2
f(|ξ|2)′a+ (1− εf |ξ|2)b, (138)

b′ = g(ξ′′, x′) + g(ξ′, x′′) = (ln f)′(
c2

f
a− (|ξ|2)′b) + εf(a

c2

f
− 1

2
b(|ξ|2)′) (139)

=
c2

f(t)
((ln f(t))′ + εf(t))a− (|ξ|2)′((ln f(t))′ + ε

2
f(t))b. (140)

Використовуючи x′′ = εf(aξ′ − bξ), отримуємо ξ′ = 1
εfa(x

′′ + εfbξ). Отже,

x′′′ = fR(ξ′, ξ)x′′ = εf(g(ξ, x′′)ξ′ − g(ξ′, x′′)ξ)

= f 2(g(ξ′, ξ)a− |ξ|2b)ξ′ + f 2(g(ξ′, ξ)b− c2

f
a)ξ

=
f

εa
(g(ξ′, ξ)a− |ξ|2b)x′′ + f 2(2g(ξ′, ξ)b− |ξ|2b

2

a
− c2

f
a)ξ. (141)

Отже, ξ можна виразити як:

ξ =
εax′′′ − f(g(ξ′ξ)a− |ξ|2b)x′′

εf 2(2g(ξ′, ξ)ab− |ξ|2b2 − c2

f a
2)
. (142)
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Звернiмо увагу, що f(g(ξ′, ξ)a − |ξ|2b) = ε(a′ − b), а також |x′′|2 = f 2(c
2

f a
2 +

|ξ|2b2 − 2g(ξ′, ξ)ab). Тодi ξ = (a′−b)x′′−ax′′′

|x′′|2 . Звернiмо увагу, що x′′ = (1 − c2)k1ν2,

а x′′′ = −(1− c2)3/2k21ν1 + (1− c2)3/2k1k2ν3. Отже, |x′′|2 = (1− c2)2k21 i

ξ = a(1− c2)−1/2ν1 + (a′ − b)(1− c2)−1k−1
1 ν2 − a(1− c2)−1/2k−1

1 k2ν3. (143)

■

Наслiдок 2.14 [27] Згiдно з умовами теореми 2.13 у випадку пошарової га-

мiльтонової сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi геодезичнi лiнiї мо-

жна виразити як:x′′ = ε
1+|ξ|2 (aξ

′ − bξ),

ξ = a(1− c2)−1/2ν1 + (a′ − b)(1− c2)−1k−1
1 ν2 − a(1− c2)−1/2k−1

1 k2ν3,
(144)

де a, b можна знайти з наступних диференцiальних рiвнянь:

a′ =
εg(ξ′, ξ)

1 + |ξ|2
a+

(
1− ε|ξ|2

1 + |ξ|2

)
b, (145)

b′ = c2(ε− 1)a+
g(ξ′, ξ)

1 + |ξ|2
(2− ε)b. (146)

2.4 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено узагальненю сигар солiтонної метрики Рiчарда Гамiльтона

як деформацiї метрики Сасакi на дотичному розшаруваннi рiманова многовиду.

Регулярно параметризовану криву Γ(σ) ⊂ TM , загалом, можна вважати

парою {x(σ), ξ(σ)}, де x(σ) ⊂ M — це крива, а ξ(σ) — векторне поле вздовж

x(σ). Як результат,

• ми отримали диференцiальнi рiвняння натурально параметризованих гео-

дезичних у термiнах x(σ) та ξ(σ) вiдповiдно до Означень 2.2 та 2.3 (Тео-

рема 2.5);

• ми довели, що f(t)|ξ′σ| = c (= const), 0 ≤ c ≤ 1 та класифiкували гео-

дезичнi лiнiї на TM з пошарово сигар солiтонною деформацiєю метрики

Сасакi для усiх значень параметра c, а саме: якщо c = 0, то геодезична
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лiнiя називається горизонтальною; якщо c = 1, то геодезична лiнiя нази-

вається вертикальною; якщо 0 < c < 1, то геодезична лiнiя називається

похилою (Означення 2.6);

• ми довели (див. [34]) що у випадку локально симетричної бази проєкцiя

похилої геодезичної лiнiї Γ(σ) на базу має сталу геодезичну кривину, i у

випадку бази сталої кривини ki = 0 для всiх ki ≥ 3 (Теорема 2.9);

• ми отримали (див. [41]) рiвняння геодезичних на T (En), T (Sn) та T (Hn)

з пошарово (гамiльтоновою) деформацiєю метрики Сасакi (Теореми 2.10,

2.11, 2.12, 2.13, 2.14).

Вiдкритими залишаються питання:

• знаходження тензору кривини вiдносно зв’язностi Левi-Чивiти пошарово

(гамiльтонової) сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi;

• оцiнки секцiйної кривини дотичного розшарування з пошарово (гамiльто-

нової) сигар солiтонної деформацiєю метрики Сасакi;

• дослiдження асимптотичної поведiнки геодезичних та секцiйної кривини

пошарово (гамiльтонової) дотичного розшарування з сигар солiтонною де-

формацiєю метрики Сасакi;

• опису дотичного розшарування рiманова многовиду з пошарово (гамiль-

тонової) сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi як солiтон Рiчi.

Результати роздiлу висвiтлено в роботi [27].
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3 Скручена метрика Сасакi на одиничному до-

тичному розшаруваннi i гармонiчнiсть

3.1 Скручена метрика Сасакi. Гармонiчнiсть векторних

полiв та їх вiдображень

Математики Л. Беларбi та Х. Ель Хендi [3] запропонували досить зрозумiлу

деформацiю метрики Сасакi на TM . Ця метрика включає в себе ряд iнших вi-

домих метрик, зокрема метрику Сасакi та вертикально масштабовану метрику

[14, 10, 4]. Скручена метрика Сасакi Gδ,ε на TM визначається Формулами:

Gδ,ε
(x,ξ)(X

h, Y h) = eδ(x)gx(X, Y ), (147)

Gδ,ε
(x,ξ)(X

h, Y v) = 0, (148)

Gδ,ε
(x,ξ)(X

v, Y v) = eε(x)gx(X, Y ), (149)

де (x, ξ) ∈ TM i δ, ε : M −→ R є гладкими функцiями. Зауважимо, що вiдносно

цiєї метрики горизонтальнi та вертикальнi векторнi поля є взаємно ортогональ-

ними. Якщо вiзьмемо δ = ε = 0, то G0,0 – це метрика Сасакi, а якщо δ = 0, то

G0,ε – це вертикально масштабована метрика (див. [14, 10, 4]).

Вертикально масштабована метрика (коли δ = 0) потребує особливої ува-

ги, бо така деформацiя є бiльш природним узагальненням метрики Сасакi, нiж

скручена метрика Сасакi. А саме, геометрично вертикальна масштабована ме-

трика здiйснює поточкову гомотетичну деформацiю у шарах. Саме цiєю метри-

кою Л. Беларбi та Х. Ель Хендi надихались при вивченi геометрiї дотичного

розшарування скрученої метрики Сасакi.

У своїй роботi ми вивчаємо скручену метрику Сасакi на одиничному до-

тичному розшаруваннi. Головною метою дослiдження є пошук деформацiй якi

зберiгають iснування гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних по-

лiв ξ на тривимiрних унiмодулярних групах Лi G з лiво-iнварiантною метрикою

та гармонiчних вiдображень ξ : G → T1G у випадку скрученої метрики Сасакi
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на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, використовуючи ортонормований

репер i класифiкацiю Дж. Мiлнора [33]. Бiльш того, ми хочемо описати i кла-

сифiкувати таких векторних полiв та вiдображень вiдповiдно до класифiкацiї

Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] у випадку вертикально масштабова-

ної метрики. Також ми розглядаємо гармонiчнi векторнi поля та вiдображення

у випадку скрученої метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi

двовимiрного рiманового многовиду. Властивостi векторних полiв та вiдобра-

жень, якi визначається одиничними векторними полями, також вивчали укра-

їнськi математики [20, 23, 24, 25, 37].

Означення 3.1 [31] Нехай (Mn, g) — рiманiв многовид, а δ, ε : Mn −→ R

— гладкi функцiї. На одиничному дотичному розшаруваннi T1M
n визначимо

скручену метрику Сасакi, позначену як Gδ,ε, за допомогою наступного виразу:

Gδ,ε
(x,ξ)(X

h, Y h) = eδ(x)gx(X, Y ), (150)

Gδ,ε
(x,ξ)(X

h, Y t) = 0, (151)

Gδ,ε
(x,ξ)(X

t, Y t) = eε(x)gx(X, Y ). (152)

для всiх векторних полiв X, Y ∈ X(Mn) i (x, ξ) ∈ T1M
n, де g(ξ, ξ) = 1.

Зауважимо, що якщо δ = ε = 0, то G0,0 є метрикою Сасакi на T1M
n. Якщо

ε = 0, то Gδ,0 є масштабованою метрикою Сасакi на T1M
n. Якщо δ = 0, то

G0,ε є вертикально масштабованою метрикою на T1M
n.

Наступна лема мiстить формули Ковальського [26].

Лема 3.2 [31] Нехай (Mn, g) — рiманiв многовид. Зв’язнiсть Левi-Чiвiти ∇̃

одиничного дотичного розшарування T1M
n, оснащеного скрученою метрикою
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Сасакi Gδ,ε, повнiстю визначається за допомогою наступних формул:

∇̃XhY h = (∇XY + Fδ(X, Y ))h − 1

2
(R(X, Y )ξ)t , (153)

∇̃XhY t =
eε−δ

2
(R(ξ, Y )X)h +

(
∇XY +

X(ε)

2
Y

)t

, (154)

∇̃XtY h =
eε−δ

2
(R(ξ,X)Y )h +

Y (ε)

2
X t, (155)

∇̃XtY t = −eε−δ

2
g(X, Y )(∇ε)h − g(Y, ξ)X t, (156)

де ∇ — зв’язнiсть Левi-Чiвiти на (Mn, g), R — тензор кривини, асоцiйований

iз ∇, а також:

Fδ(X, Y ) =
1

2
(X(δ)Y + Y (δ)X − g(X, Y )∇δ). (157)

Доведення. Зауважимо спочатку, що наведенi нижче формули не залежать

вiд вибору метрики на дотичному розшаруваннi та є аналогами формул Дом-

бровського [15] в термiнах горизонтальних i тангенцiальних лiфтiв. У кожнiй

точцi (x, ξ) ∈ T1M
n дужки лiфтiв задаються наступним чином:

[Xh, Y h] = [X, Y ]h − (R(X, Y )ξ)t, (158)

[Xh, Y t] = (∇XY )t, (159)

[X t, Y t] = g(X, ξ)Y t − g(Y, ξ)X t. (160)

Використовуючи Означення 3.1, зауважимо, що похiдна скрученої метрики Са-

сакi Gδ,ε вздовж лiфтiв векторних полiв задається наступним чином:

XhGδ,ε(Y h, Zh) = eδX(δ)g(Y, Z) + eδg(∇XY, Z) + eδg(Y,∇XZ), (161)

XhGδ,ε(Y t, Zt) = eεX(ε)g(Y, Z) + eεg(∇XY, Z) + eεg(Y,∇XZ), (162)

X tGδ,ε(Y h, Zh) = X tGδ,ε(Y t, Zt) = 0. (163)
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Тепер ми можемо застосувати формулу Кошуля. Доведемо формулу (156).

2Gδ,ε(∇̃XtY t, Zh) = X tGδ,ε(Y t, Zh) + Y tGδ,ε(X t, Zh)− ZhGδ,ε(X t, Y t)

−Gδ,ε(X t, [Y t, Zh])−Gδ,ε(Y t, [X t, Zh]) +Gδ,ε(Zh, [X t, Y t])

= −eεZ(ε)g(X, Y ) = −eεg(∇ε, Z)g(X, Y )

= g(−eεg(X, Y )∇ε, Z) = 2eδg

(
− eε

2eδ
g(X, Y )∇ε, Z

)
= 2Gδ,ε

(
−eε−δ

2
g(X, Y )(∇ε)h, Zh

)
; (164)

2Gδ,ε(∇̃XtY t, Zt) = X tGδ,ε(Y t, Zt) + Y tGδ,ε(X t, Zt)− ZtGδ,ε(X t, Y t)

−Gδ,ε(X t, [Y t, Zt])−Gδ,ε(Y t, [X t, Zt]) +Gδ,ε(Zt, [X t, Y t])

= −eεg(Y, ξ)g(X,Z) + eεg(Z, ξ)g(X, Y )− eεg(X, ξ)g(Y, Z)

+ eεg(Z, ξ)g(Y,X) + eεg(X, ξ)g(Z, Y )− eεg(Y, ξ)g(Z,X)

= 2eεg(g(X, Y )ξ − g(Y, ξ)X,Z)

= 2Gδ,ε(−g(Y, ξ)X t, Zt). (165)

Таким чином, ми отримуємо формулу (156). Подiбним чином ми можемо отри-

мати формули (153)–(155). ■

Теорема 3.3 [31] Нехай (Mn, g) — n-вимiрний рiманiв многовид, оснащений

скрученою метрикою Сасакi Gδ,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1M
n.

Поле напруженостi вiдображення ξ: (Mn, g) → (T1M
n, Gδ,ε) задано насту-

пним чином:

τ(ξ) = −eε−δ

2

(
2 · trace(Hmξ) + (n− 2)eδ−ε∇δ + ||Aξ||2∇ε

)h

−
(
∆̄ξ + Aξ(∇ε)

)t

. (166)

Доведення. Розглянемо деякий ортонормований репер {ek}nk=1. Вiдповiдно до

(25), маємо τ(ξ) = trace(Bξ) =
∑n

k=1Bξ(ek, ek). Спочатку знаходимо другу

основну форму вiдображення ξ: Mn → T1M
n. Пiдставляючи ξ∗X = Xh−(AξX)t

в Bξ(X, Y ) = ∇̃ξ∗X(ξ∗Y )− ξ∗(∇XY ), отримуємо

ξ∗(∇XY ) = (∇XY )h − (Aξ(∇XY ))t, (167)
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використовуючи (20), (19) та Лему 3.2, ми маємо

∇̃ξ∗X(ξ∗Y ) = ∇̃XhY h − ∇̃Xh(AξY )t − ∇̃(AξX)tY
h + ∇̃(AξX)t(AξY )t

= ∇̃XhY h + ∇̃Xh(∇Y ξ)
t + ∇̃(∇Xξ)tY

h + ∇̃(∇Xξ)t(∇Y ξ)
t

=

(
∇XY +

1

2
(X(δ)Y + Y (δ)X − g(X, Y )∇δ)

)h

− 1

2
(R(X, Y )ξ)t +

eε−δ

2
(R(ξ,∇Y ξ)X)h +

(
∇X∇Y ξ +

X(ε)

2
∇Y ξ

)t

+
eε−δ

2
(R(ξ,∇Xξ)Y )h +

Y (ε)

2
(∇Xξ)

t − eε−δ

2
g(∇Xξ,∇Y ξ)(∇ε)h

=

(
∇XY − eε−δHmξ(X, Y ) +

1

2
(X(δ)Y + Y (δ)X

− g(X, Y )∇δ − eε−δg(AξX,AξY )∇ε)

)h

−
(
Aξ(∇XY ) +Hessξ(X, Y ) +

1

2
(Y (ε)AξX +X(ε)AξY

)t

. (168)

Таким чином, друга основна форма вiдображення ξ: Mn → T1M
n визначається

як

Bξ(X, Y ) =
(
− eε−δHmξ(X, Y ) +

1

2
(X(δ)Y + Y (δ)X − g(X, Y )∇δ

− eε−δg(AξX,AξY )∇ε)
)h

−
(
Hessξ(X, Y ) +

1

2
(Y (ε)AξX +X(ε)AξY )

)t

. (169)

Пiдставляючи (169) в (25), використовуючи (22) та (18), ми отримуємо

τ(ξ) =
n∑

k=1

Bξ(ek, ek)

=
n∑

k=1

(
− eε−δHmξ(ek, ek) +

1

2
(2ek(δ)ek −∇δ − eε−δg(Aξek, Aξek)∇ε)

)h

−
n∑

k=1

(
Hessξ(ek, ek) + Aξ(ek(ε)ek)

)t

=
(
− eε−δtrace(Hmξ) +

1

2
(2∇δ − n∇δ − eε−δ||Aξ||2∇ε)

)h

−
(
∆̄ξ + Aξ(∇ε)

)t

= −eε−δ

2

(
2 · trace(Hmξ) + (n− 2)eδ−ε∇δ

+ ||Aξ||2∇ε
)h

−
(
∆̄ξ + Aξ(∇ε)

)t

. (170)

Це завершує доведення Теореми 3.3. ■
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Як наслiдок Теореми 3.3, маємо наступну теорему.

Теорема 3.4 [31] Нехай (Mn, g) — n-вимiрний рiмановий многовид, оснаще-

ний скрученою метрикою Сасакi Gδ,ε на одиничному дотичному розшаруваннi

T1M
n. Одиничне векторне поле ξ є гармонiчним на (Mn, g), тодi i тiльки

тодi, коли

∆̄ξ + Aξ(∇ε) = ||Aξ||2ξ. (171)

Гармонiчне одиничне векторне поле ξ визначає гармонiчне вiдображення ξ:

(Mn, g) → (T1M
n, Gδ,ε), тодi i тiльки тодi, коли

2 · trace(Hmξ) + (n− 2)eδ−ε∇δ + ||Aξ||2∇ε = 0. (172)

Доведення. Використовуючи (27), маємо, що одиничне векторне поле ξ є гар-

монiчним, тодi i тiльки тодi, коли

∃λ ∈ C∞(Mn) : −∆̄ξ − Aξ(∇ε) = λξ. (173)

Зауважимо, що λ = −g(∆̄ξ, ξ), i, використовуючи (21), ми отримуємо λ =

−||Aξ||2. Таким чином, ми отримуємо (171). Використовуючи (28), ми отри-

муємо (172). ■

Зауважимо, що якщо ∇eiξ = 0 для i = 1, n, то рiмановий многовид (Mn, g),

оснащений скрученою метрикою Сасакi на одиничному дотичному розшару-

ваннi T1M
n, має гармонiчнi одиничнi векторнi поля, якi визначають гармонiчнi

вiдображення незалежно вiд функцiї деформацiї ε(x), якщо ∇δ = 0 або n = 2.

З iншого боку, якщо ∇δ = 0 або n = 2, i рiмановий многовид (Mn, g), осна-

щений скрученою метрикою Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi

T1M
n, має гармонiчнi одиничнi векторнi поля, якi визначають гармонiчнi вiд-

ображення незалежно вiд функцiї деформацiї ε(x), то ∇eiξ = 0 для i = 1, n.

Отже, маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3.5 [31] Рiмановий многовид (Mn, g), оснащений скрученою метри-

кою Сасакi Gδ,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1M
n, має гармонiчне

одиничне векторне поле ξ, яке визначає гармонiчне вiдображення незалежно
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вiд функцiї деформацiї ε(x), тодi i тiльки тодi, коли ∇δ = 0 або n = 2, i

векторне поле ξ є паралельним, тобто Mn = Mn−1 × E1.

3.2 Двовимiрнi рiмановi многовиди

Нехай ортонормований базис {e1, e2} на двовимiрному рiмановому многовидi

M 2 заданий як

∇e1e1 = ke2, ∇e1e2 = −ke1, ∇e2e1 = −κe2, ∇e2e2 = κe1, (174)

де k i κ — орiєнтованi геодезичнi кривини iнтегральних кривих векторних полiв

e1 та e2 вiдповiдно. Тодi ненульовi компоненти тензора кривини задаються як

R(e1, e2)e2 = Ke1, R(e2, e1)e1 = Ke2, (175)

де K — гаусова кривина M 2,

K = e1(κ) + e2(k)− k2 − κ2. (176)

Розглянемо e1 = ξ, e2 = η, де η ∈ X(M 2), g(η, η) = 1, g(ξ, η) = 0. Тодi

Aξe1 = −ke2, Aξe2 = κe2, (177)

i, використовуючи (18), ми маємо

||Aξ||2 = k2 + κ2. (178)

Теорема 3.6 [31] Нехай (M 2, g) — двовимiрний рiмановий многовид, оснаще-

ний скрученою метрикою Сасакi Gδ,ε на одиничному дотичному розшаруваннi

T1M
2. Нехай ξ та η, де η ∈ X(M 2), g(η, η) = 1, g(ξ, η) = 0, є ортонормованим

репером на M 2. Нехай k i κ — орiєнтованi геодезичнi кривини iнтегральних

кривих векторних полiв ξ та η вiдповiдно. Тодi одиничне векторне поле ξ є

гармонiчним на (M 2, g), тодi i тiльки тодi, коли

kξ(ε)− κη(ε) = η(κ)− ξ(k). (179)

Одиничне векторне поле ξ визначає гармонiчне вiдображення ξ: (M 2, g) →
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(T1M
2, Gδ,ε), тодi i тiльки тодi, коли

kξ(ε)− κη(ε) = 0,

ξ(k)− η(κ) = 0.

(180)

Доведення. Використовуючи (19), (22) та ортонормований репер (174), ми

маємо

(∇e1Aξ)e1 = k2e1 − (e1(k) + kκ)e2, (∇e2Aξ)e2 = κ2e1 + (e2(κ) + kκ)e2, (181)

∆̄ξ = (∇e1Aξ)e1 + (∇e2Aξ)e2 = (k2 + κ2)e1 + (e2(κ)− e1(k))e2, (182)

Aξ(∇ε) = (κe2(ε)− ke1(ε))e2. (183)

Використовуючи Теорему 3.4, ми маємо

(k2 + κ2)e1 + (e2(κ)− e1(k))e2 + (κe2(ε)− ke1(ε))e2 = (k2 + κ2)e1, (184)

ke1(ε)− κe2(ε) = e2(κ)− e1(k). (185)

Використовуючи (20) та ортонормований репер (174), ми маємо

trace(Hmξ) = K(κe1 + ke2). (186)

Використовуючи Теорему 3.4, ми маємо

2K(κe1 + ke2) + (k2 + κ2)(e1(ε)e1 + e2(ε)e2) = 0, (187)

(2Kκ + (k2 + κ2)e1(ε))e1 + (2Kk + (k2 + κ2)e2(ε))e2 = 0, (188)2Kκ + (k2 + κ2)e1(ε) = 0

2Kk + (k2 + κ2)e2(ε) = 0
. (189)

Якщо k2 +κ2 ̸= 0, тодi e1(ε) = − 2Kκ
k2+κ2 i e2(ε) = − 2Kk

k2+κ2 . Пiдставивши цi вирази

в (185), ми отримуємо

e1(k)− e2(κ) = 0 для будь-яких k та κ. (190)

Це завершує доведення теореми. ■

Приклад 3.7 [31] Якщо iнтегральнi кривi поля ξ є геодезичними, тобто k =

0, тодi одиничне векторне поле ξ є гармонiчним i визначає гармонiчне вiдобра-
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ження ξ: (M 2, g) → (T1M
2, Gδ,ε) тодi i тiльки тодi, коли iнтегральнi кривi

поля η є колами Дарбу, а функцiя деформацiї ε не залежить вiд точок на

iнтегральних кривих поля η, тобто η(κ) = 0 i η(ε) = 0.

Наприклад, нехай M 2 — це поверхня обертання з першою основною фор-

мою ds2 = du2 + f(u)2dv2, де u є параметром довжини дуги меридiонального

перерiзу f(u). Вiзьмемо ξ = ∂
∂u, тодi η = 1

f
∂
∂v i k = 0, κ = −f ′

u

f , η(κ) = 0.

Таким чином, ξ є гармонiчним i визначає гармонiчне вiдображення ξ: (M 2, g)

→ (T1M
2, Gδ,ε) тодi i тiльки тодi, коли ε = ε(u).

Зауваження 3.8 [31] Використовуючи Наслiдок 3.5, двовимiрний рiмановий

многовид M 2 допускає гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ якi визначають

гармонiчнi вiдображення ξ: (M 2, g) → (T1M
2, Gδ,ε) незалежно вiд функцiї де-

формацiї ε(x), якщо k = κ = 0, тобто якщо M 2 є плоским многовидом.

3.3 Тривимiрнi унiмодулярнi групи Лi

Нехай G — тривимiрна унiмодулярна група Лi, а g — лiвоiнварiантна метрика на

G. Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] повнiстю описали лiво-iнварiантнi

гармонiчнi одиничнi векторнi поля i лiво-iнварiантнi одиничнi векторнi поля

якi задають гармонiчнi вiдображення на тривимiрних групах Лi iз метрикою

Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi.

Табл. 1: Тривимiрнi унiмодулярнi групи Лi. [33]

Знаки λ1, λ2, λ3 Вiдповiдна група Лi G
+,+,+ SU(2) або SO(3)

+,+,− SL(2,R) або O(1, 2)

+,+, 0 E(2)

+, 0,− E(1, 1)

+, 0, 0 Група Гейзенберга
0, 0, 0 R⊕ R⊕ R
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Табл. 2: Набори лiво-iнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв. [18]

Група Лi G умови для λi векторнi поля
SU(2) або SO(3) λ1 = λ2 = λ3 S

λ1 > λ2 = λ3 {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R)
λ1 = λ2 > λ3 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 > λ3 {±e1,±e2,±e3}

SL(2,R) або O(1, 2) λ1 = λ2 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 {±e1,±e2,±e3}

E(2) λ1 = λ2 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)

E(1, 1) {±e2} ∪ (S ∩ {e1, e3}R)
Група Гейзенберга S
R⊕ R⊕ R S

Табл. 3: Набори гармонiчних вiдображень G → T1G, якi задаються лiво-
iнварiантними гармонiчними одиничними векторними полями. [18]

Група Лi G умови для λi вiдображення
SU(2) або SO(3) λ1 = λ2 = λ3 S

λ1 > λ2 = λ3 {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R)
λ1 = λ2 > λ3 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 > λ3 {±e1,±e2,±e3}

SL(2,R) або O(1, 2) λ1 = λ2 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 {±e1,±e2,±e3}

E(2) λ1 = λ2 {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R)
λ1 > λ2 {±e1,±e2,±e3}

E(1, 1) {±e1,±e2,±e3}
Група Гейзенберга {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R)
R⊕ R⊕ R S

Нехай {e1, e2, e3} – ортонормовани репер алгебри Лi групи Лi G

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2, [e1, e2] = λ3e3, (191)

де λ1, λ2, λ3 є структурними константами i λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Вiдповiдно до кла-

сифiкацiї Дж. Мiлнора [33] ми маємо шiсть видiв тривимiрних унiмодулярних
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алгебр Лi, якi описуються в таблицi 1. Гармонiчнi векторнi поля i вiдображення

Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке повнiстю описанi в таблицях 2 i 3.

Позначимо числами зв’язностi µi =
1
2(λ1+λ2+λ3)−λi. Нехай ξ = ξ1e1+ξ2e2+

ξ3e3 — будь-яке лiвоiнварiантне одиничне векторне поле. Матриця оператора Aξ

має вигляд:

Aξ =


0 −µ2ξ

3 µ3ξ
2

µ1ξ
3 0 −µ3ξ

1

−µ1ξ
2 µ2ξ

1 0

 . (192)

Тодi,

||Aξ||2 = (µ2
2 + µ2

3)(ξ
1)2 + (µ2

1 + µ2
3)(ξ

2)2 + (µ2
1 + µ2

2)(ξ
3)2. (193)

Використовуючи Теорему 3.4, ми маємо наступний теорему.

Теорема 3.9 [31] Нехай G — тривимiрна унiмодулярна група Лi з лiвоiн-

варiантною метрикою g, яка оснащена скрученою метрикою Сасакi Gδ,ε на

одиничному дотичному розшаруваннi T1G. Лiвоiнварiантнi одиничнi вектор-

нi поля ξ є гармонiчними на (G, g) вiдносно ортонормованого базису алгебри

Лi групи Лi G, що задовольняє рiвнiсть (191), тодi i тiльки тодi, коли
ξ2µ3e3(ε)− ξ3µ2e2(ε) = ((µ2

1 − µ2
2)(ξ

2)2 + (µ2
1 − µ2

3)(ξ
3)2)ξ1

ξ3µ1e1(ε)− ξ1µ3e3(ε) = ((µ2
2 − µ2

3)(ξ
3)2 + (µ2

2 − µ2
1)(ξ

1)2)ξ2

ξ1µ2e2(ε)− ξ2µ1e1(ε) = ((µ2
3 − µ2

1)(ξ
1)2 + (µ2

3 − µ2
2)(ξ

2)2)ξ3

. (194)

Гармонiчне лiвоiнварiантне одиничне векторне поле ξ визначає гармонiчне

вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,Gδ,ε) вiдносно ортонормованого базису алге-

бри Лi групи Лi G, що задовольняє рiвнiсть (191), тодi i тiльки тодi, коли
eδ−εe1(δ) + ||Aξ||2e1(ε) = 2ξ2ξ3(µ2 − µ3)σ23

eδ−εe2(δ) + ||Aξ||2e2(ε) = 2ξ3ξ1(µ3 − µ1)σ31

eδ−εe3(δ) + ||Aξ||2e3(ε) = 2ξ1ξ2(µ1 − µ2)σ12

, (195)

де σij = µiµk + µjµk − µiµj and (193).

Доведення. Використовуючи (19), (22) та ортонормований базис алгебри Лi
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групи Лi G, що задовольняє рiвнiсть (191), ми маємо

∆̄ξ =
3∑

k=1

Hessξ(ek, ek) =
3∑

k=1

(∇ekAξ)ek

= µ2
1(ξ

2e2 + ξ3e3) + µ2
2(ξ

1e1 + ξ3e3) + µ2
3(ξ

1e1 + ξ3e3)

= ξ1(µ2
2 + µ2

3)e1 + ξ2(µ2
1 + µ2

3)e2 + ξ3(µ2
1 + µ2

2)e3, (196)

Aξ(∇ε) = (ξ2µ3e3(ε)− ξ3µ2e2(ε))e1 + (ξ3µ1e1(ε)− ξ1µ3e3(ε))e2

+ (ξ1µ2e2(ε)− ξ2µ1e1(ε))e3. (197)

Використовуючи Теорему 3.4, ми маємо

ξ1(µ2
2 + µ2

3)e1 + ξ2(µ2
1 + µ2

3)e2 + ξ3(µ2
1 + µ2

2)e3

+ (ξ2µ3e3(ε)− ξ3µ2e2(ε))e1 + (ξ3µ1e1(ε)− ξ1µ3e3(ε))e2

+ (ξ1µ2e2(ε)− ξ2µ1e1(ε))e3 = ||Aξ||2(ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3), (198)
ξ2µ3e3(ε)− ξ3µ2e2(ε) = (||Aξ||2 − (µ2

2 + µ2
3))ξ

1

ξ3µ1e1(ε)− ξ1µ3e3(ε) = (||Aξ||2 − (µ2
1 + µ2

3))ξ
2

ξ1µ2e2(ε)− ξ2µ1e1(ε) = (||Aξ||2 − (µ2
1 + µ2

2))ξ
3

, (199)

де ||Aξ||2−(µ2
j+µ2

k) = (µ2
i −µ2

j)(ξ
j)2+(µ2

i −µ2
k)(ξ

k)2, через (193), i ми отримуємо

систему (194). Використовуючи (20) та ортонормований базис алгебри Лi групи

Лi G, що задовольняє (191), ми маємо

trace(Hmξ) = ξ2ξ3(µ3−µ2)σ23e1+ξ3ξ1(µ1−µ3)σ31e2+ξ1ξ2(µ2−µ1)σ12e3. (200)

Використовуючи Теорему 3.4, ми маємо

2(ξ2ξ3(µ3 − µ2)σ23e1 + ξ3ξ1(µ1 − µ3)σ31e2 + ξ1ξ2(µ2 − µ1)σ12e3)

+ eδ−ε(e1(δ)e1 + e2(δ)e2 + e3(δ)e3)

+ ||Aξ||2(e1(ε)e1 + e2(ε)e2 + e3(ε)e3) = 0, (201)
2ξ2ξ3(µ3 − µ2)σ23 + eδ−εe1(δ) + ||Aξ||2e1(ε) = 0

2ξ3ξ1(µ1 − µ3)σ31 + eδ−εe2(δ) + ||Aξ||2e2(ε) = 0

2ξ1ξ2(µ2 − µ1)σ12 + eδ−εe3(δ) + ||Aξ||2e3(ε) = 0

, (202)

64



i ми отримуємо систему (195). Це завершує доведення теореми. ■

Звернемо увагу, що для метрики Сасакi G0,0 маємо e1(δ) = e2(δ) = e3(δ) = 0

та e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0. Але якщо, навпаки, e1(δ) = e2(δ) = e3(δ) = 0 та

e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, то Теорема 3.9 також виконується для всiх лiвоiнварi-

антних гармонiчних одиничних векторних полiв ξ та гармонiчних вiдображень

ξ: (G, g) → (T1G,G0,0) на тривимiрних унiмодулярних групах Лi G, оснащених

метрикою Сасакi G0,0 на одиничному дотичному розшаруваннi (див. Таблицi 2

та 3). Крiм того, ми отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3.10 [31] Нехай G — тривимiрна унiмодулярна група Лi з лiвоiн-

варiантною метрикою g, оснащена скрученою метрикою Сасакi Gδ,ε (метри-

ка Сасакi G0,0 для δ = ε = 0) на одиничному дотичному розшаруваннi T1G.

Нехай ξ — лiвоiнварiантне гармонiчне одиничне векторне поле на (G, g), осна-

щеному G0,0 на T1G, вiдносно ортонормованого базису {ei}3i=1 алгебри Лi групи

Лi G, що задовольняє (191). Тодi скручена метрика Сасакi Gδ,ε зберiгає вла-

стивiсть гармонiчностi векторного поля ξ, якщо e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0.

Крiм того, нехай ξ також визначає гармонiчне вiдображення ξ: (G, g) →

(T1G,G0,0). Тодi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,Gδ,ε) також є гармонiчним,

якщо e1(δ) = e2(δ) = e3(δ) = 0 та e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0.

Розглянемо детальнiше кожну тривимiрну унiмодулярну групу Лi окремо для

вертикально масштабованої метрики G0,ε. Зокрема, з’ясуємо, коли група G до-

пускає лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi визначають гар-

монiчнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдносно ортонормованого базису

алгебри Лi групи Лi G, що задовольняє (191).

Теорема 3.11 [31] Нехай групи SU(2) та SO(3) оснащенi вертикально мас-

штабованою метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де

G = SU(2) або SO(3) з лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi групи SU(2) та

SO(3) допускають лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi
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визначають гармонiчнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдносно орто-

нормованого базису алгебри Лi групи G, що задовольняє (191), тодi i тiльки

тодi, коли виконується один iз наступних випадкiв.

• λ1 = λ2 = λ3, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ S;

• λ1 > λ2 = λ3, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R);

• λ1 > λ2 = λ3, µ1 > 0, µ4 − 2µ1µ
3 + µ4

1 > 0, e1(ε) = 0, e2(ε) = const,

e3(ε) = const, e2(ε)2+ e3(ε)
2 = 2µ1(µ−µ1)(µ

4−2µ1µ
3+µ4

1)
(µ2−µ2

1)
2 , ξ = ±

√
µ4−2µ1µ3+µ4

1

µ2−µ2
1

e1∓
e3(ε)µ

√
µ4−2µ1µ3+µ4

1

µ4−2µ1µ3+µ4
1

e2 ±
e2(ε)µ

√
µ4−2µ1µ3+µ4

1

µ4−2µ1µ3+µ4
1

e3, де µ = µ2 = µ3;

• λ1 = λ2 > λ3, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R);

• λ1 > λ2 > λ3, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1,±e2,±e3};

• λ1 > λ2 > λ3, µ1σ23 > 0, p1,23, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) =
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
,

ξ = ±
√
p1,23e2+

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2 > λ3, µ1σ23 > 0, p1,23, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) =

−
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
, ξ = ±

√
p1,23e2−

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2 > λ3, σ31 > 0, p2,31, q2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) =
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
,

ξ = ±
√
q2,31e1+

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

• λ1 > λ2 > λ3, σ31 > 0, p2,31, q2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) = −
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
,

ξ = ±
√
q2,31e1−

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

• λ1 > λ2 > λ3, σ12 > 0, p3,12, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) =
√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
,

ξ = ±
√
p3,12e1+

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;

• λ1 > λ2 > λ3, σ12 > 0, p3,12, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) = −
√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
,

ξ = ±
√
p3,12e1−

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;

де pi,jk = (µ2
i − µ2

j)(µ
2
k − µ2

j) − 2µiµjµk(µk − µj), qi,jk = (µ2
k − µ2

i )(µ
2
k − µ2

j) +

2µiµjµk(µk − µj), i, j, k = 1, 2, 3.
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Доведення. Вiдповiдно до Таблицi 1, маємо λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0, тодi µ2 > 0,

µ3 > 0, µ1 ≤ µ2 ≤ µ3. Зауважимо, що, використовуючи (193), маємо ||Aξ|| ̸= 0.

Розглянемо системи (194) i (195).

Нехай λ1 = λ2 = λ3, тобто, µ1 = µ2 = µ3 ̸= 0. Тодi e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0,

а ξ ∈ S.

Нехай λ1 > λ2 = λ3, тобто µ1 < µ2 = µ3. Позначимо µ = µ2 = µ3. Викори-

стовуючи систему (195), маємо:

e1(ε) = 0, e2(ε) =
2ξ3ξ1(µ− µ1)µ

2

||Aξ||2
, e3(ε) =

2ξ1ξ2(µ1 − µ)µ2

||Aξ||2
. (203)

Отже, e2(ε) = const i e3(ε) = const. Використовуючи систему (194), маємо:

||Aξ||2(ξ1)2ξ3 =
2µ3

µ1 + µ
(ξ1)2ξ3, (204)

||Aξ||2(ξ1)2ξ2 =
2µ3

µ1 + µ
(ξ1)2ξ2. (205)

Якщо ξ ∈ {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R), то e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0. Нехай ξ1 ̸= 0 i

(ξ2)2 + (ξ3)2 ̸= 0, тодi

||Aξ||2 =
2µ3

µ1 + µ
. (206)

З iншого боку, використовуючи (193), маємо ||Aξ||2 = µ2
1 + µ2 + (µ2 − µ2

1)(ξ
1)2.

Тому, якщо µ1 > 0 i µ4 − 2µ1µ
3 + µ4

1 > 0, то

ξ1 = ±
√

µ4 − 2µ1µ3 + µ4
1

µ2 − µ2
1

, (207)

ξ2 = ∓e3(ε)µ
√

µ4 − 2µ1µ3 + µ4
1

µ4 − 2µ1µ3 + µ4
1

(208)

ξ3 = ±e2(ε)µ
√

µ4 − 2µ1µ3 + µ4
1

µ4 − 2µ1µ3 + µ4
1

, (209)

де

e2(ε)
2 + e3(ε)

2 =
2µ1(µ− µ1)(µ

4 − 2µ1µ
3 + µ4

1)

(µ2 − µ2
1)

2
. (210)

Нехай λ1 = λ2 > λ3, тобто, µ1 = µ2 < µ3. Позначимо µ = µ1 = µ2 > 0.

Подiбним чином ми отримуємо, що якщо ξ ∈ {±e3} ∪ (S∩ {e1, e2}R), то e1(ε) =

e2(ε) = e3(ε) = 0. Також, якщо ξ3 ̸= 0 i (ξ1)2+(ξ2)2 ̸= 0, то ||Aξ||2 = 2µ3

µ3+µ . Однак,

з iншого боку, використовуючи (193), маємо ||Aξ||2 = (µ2
3−µ2)((ξ1)2+(ξ2)2)+2µ2.
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Тому

(ξ1)2 + (ξ2)2 = −2µ2µ3(µ3 − µ)

(µ2
3 − µ2)2

< 0, (211)

але це неможливо.

Нехай λ1 > λ2 > λ3, тобто µ1 < µ2 < µ3. Використовуючи систему (195),

отримуємо:

e1(ε) =
2ξ2ξ3(µ2 − µ3)σ23

||Aξ||2
, (212)

e2(ε) =
2ξ3ξ1(µ3 − µ1)σ31

||Aξ||2
, (213)

e3(ε) =
2ξ1ξ2(µ1 − µ2)σ12

||Aξ||2
. (214)

Отже, e1(ε) = const, e2(ε) = const i e3(ε) = const. Якщо ξ ∈ {±e1,±e2,±e3},

то e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0. Нехай ξ1 = 0 i ξ2, ξ3 ̸= 0, тодi e2(ε) = e3(ε) = 0 i,

використовуючи систему (194), отримуємо:

||Aξ||2 =
2µ1σ23
µ2 + µ3

. (215)

Отже, якщо µ1σ23 > 0, тодi:

e1(ε) =
µ2
2 − µ2

3

µ1
ξ2ξ3. (216)

З iншого боку, використовуючи (193), маємо ||Aξ||2 = (µ2
1 + µ2

3)(ξ
2)2 + (µ2

1 +

µ2
2)(ξ

3)2. Позначимо p1,23 = (µ2
1 − µ2

2)(µ
2
3 − µ2

2)− 2µ1µ2µ3(µ3 − µ2) i q1,23 = (µ2
3 −

µ2
1)(µ

2
3 − µ2

2) + 2µ1µ2µ3(µ3 − µ2). Тодi, якщо p1,23, q1,23 > 0, то

e1(ε) = ±
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3 − µ2

2)
, (217)

ξ ∈
{√

p1,23e2 ±
√
q1,23e3

µ2
3 − µ2

2

,−
√
p1,23e2 ±

√
q1,23e3

µ2
3 − µ2

2

}
. (218)

Зазначимо, що подiбнi результати можна отримати для випадкiв ξ2 = 0, ξ1, ξ3 ̸=

0 i ξ3 = 0, ξ1, ξ2 ̸= 0. Тепер нехай ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0. Використовуючи систему (194),

отримуємо:

((µ2
1 − µ2

2)(ξ
2)2 + (µ2

1 − µ2
3)(ξ

3)2)||Aξ||2

= 2(ξ2)2µ3(µ1 − µ2)σ12 − 2(ξ3)2µ2(µ3 − µ1)σ31, (219)
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((µ2
2 − µ2

3)(ξ
3)2 + (µ2

2 − µ2
1)(ξ

1)2)||Aξ||2

= 2(ξ3)2µ1(µ2 − µ3)σ23 − 2(ξ1)2µ3(µ1 − µ2)σ12, (220)

((µ2
3 − µ2

1)(ξ
1)2 + (µ2

3 − µ2
2)(ξ

2)2)||Aξ||2

= 2(ξ1)2µ2(µ3 − µ1)σ31 − 2(ξ2)2µ1(µ2 − µ3)σ23. (221)

Зазначимо, що:

µ1(µ2 − µ3)σ23 + µ2(µ3 − µ1)σ31 + µ3(µ1 − µ2)σ12 = 0, (222)

оскiльки σ31−σ12 = 2µ1(µ2−µ3), σ12−σ23 = 2µ2(µ3−µ1), σ23−σ31 = 2µ3(µ1−µ2).

Помножимо третiй рядок на −1 i додамо до другого рядка системи. Таким

чином, використовуючи (222), отримаємо ||Aξ||2 = 2µ1σ23

µ2+µ3
. Проте аналогiчним

чином можна отримати ||Aξ||2 = 2µ2σ31

µ3+µ1
i ||Aξ||2 = 2µ3σ12

µ1+µ2
. Тодi µ1σ23

µ2+µ3
= µ2σ31

µ3+µ1
=

µ3σ12

µ1+µ2
, тобто µ2

1 −
µ1µ2µ3

µ2+µ3
= µ2

2 −
µ1µ2µ3

µ3+µ1
= µ2

3 −
µ1µ2µ3

µ1+µ2
. Отже,

µ1µ2µ3 = (µ2 + µ3)(µ3 + µ1)(µ1 + µ2), (223)

тобто

||Aξ||2 = −2(µ2µ3 + µ3µ1 + µ1µ2), де µ2µ3 + µ3µ1 + µ1µ2 < 0. (224)

Зазначимо, що якщо µ1 ≤ 0, то µ1µ2µ3 ≤ 0, але (µ2 + µ3)(µ3 + µ1)(µ1 + µ2) > 0.

Якщо µ1 > 0, то µ2µ3 + µ3µ1 + µ1µ2 > 0. Отже, якщо ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0, то системи

не мають розв’язкiв. ■

Теорема 3.12 [31] Нехай групи SL(2,R) i O(1, 2) оснащенi вертикально мас-

штабованою метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де

G = SL(2,R) або O(1, 2) з лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi групи SL(2,R)

i O(1, 2) допускають лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi

визначають гармонiчнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдповiдно до ор-

тонормованого репера алгебри Лi групи G що задовольняє (191), тодi i тiльки

тодi, коли виконується один iз наступних випадкiв.

• λ1 = λ2, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R);

• λ1 > λ2, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1,±e2,±e3};
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• λ1 > λ2, σ23 < 0, p1,23, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) =
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
,

ξ = ±
√
p1,23e2+

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2, σ23 < 0, p1,23, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) = −
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
,

ξ = ±
√
p1,23e2−

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2, µ2σ31 > 0, p2,31, q2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) =
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
,

ξ = ±
√
q2,31e1+

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

• λ1 > λ2, µ2σ31 > 0, p2,31, q2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) = −
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
,

ξ = ±
√
q2,31e1−

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

• λ1 > λ2, σ12 < 0, p3,12, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) =
√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
,

ξ = ±
√
p3,12e1+

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;

• λ1 > λ2, σ12 < 0, p3,12, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) = −
√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
,

ξ = ±
√
p3,12e1−

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;

• λ1 > λ2, µ2 > 0, e1(ε) = const, e2(ε) = const, e3(ε) = const,µ2
1(γ2γ3)

2 + µ2
2(γ3γ1)

2 + µ2
3(γ1γ2)

2 = (µ1 + µ2 + µ3)
2γ1γ2γ3

(γ2γ3)
2 + (γ3γ1)

2 + (γ1γ2)
2 = γ1γ2γ3

, (225)

ξ = ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3, where (ξ1)2 = γ2γ3
γ1

, (ξ2)2 = γ3γ1
γ2

, (ξ3)2 = γ1γ2
γ3

, γ1 =

µ1e1(ε)
µ2
2−µ2

3
, γ2 =

µ2e2(ε)
µ2
3−µ2

1
, γ3 =

µ3e3(ε)
µ2
1−µ2

2
;

де pi,jk = (µ2
i − µ2

j)(µ
2
k − µ2

j) − 2µiµjµk(µk − µj), qi,jk = (µ2
k − µ2

i )(µ
2
k − µ2

j) +

2µiµjµk(µk − µj).

Доведення. Згiдно з таблицею 1, маємо λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0, тодi µ1 < 0,

µ3 > 0, µ1 ≤ µ2 < µ3. Звернемо увагу, що, використовуючи (193), маємо ||Aξ|| ≠

0. Розглянемо системи (194) i (195).

Нехай λ1 = λ2, тобто µ1 = µ2 < µ3. Подiбним чином, як у Теоремi 3.11, ми

отримуємо ξ ∈ {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R) i e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0.
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Нехай λ1 > λ2, тобто µ1 < µ2 < µ3. Отже, ми можемо отримати подiбнi

результати для ξi = 0, ξj, ξk ̸= 0, де i, j, k = 1, 2, 3, як у Теоремi 3.11. Нехай

ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0. Подiбним чином, як у Теоремi 3.11, ми отримуємо:

||Aξ||2 =
2µ1σ23
µ2 + µ3

=
2µ2σ31
µ3 + µ1

=
2µ3σ12
µ1 + µ2

, (226)

тобто ||Aξ||2 = −2(µ2µ3+µ3µ1+µ1µ2), де µ2µ3+µ3µ1+µ1µ2 < 0, i µ1µ2µ3 = (µ2+

µ3)(µ3+µ1)(µ1+µ2). Якщо µ2 ≤ 0, то µ1µ2µ3 ≥ 0, але (µ2+µ3)(µ3+µ1)(µ1+µ2) <

0, отже, системи не мають розв’язкiв. Нехай µ2 > 0. Використовуючи (193) i

(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 = 1, ми можемо отримати:

||Aξ||2 = µ2
1 + µ2

2 + µ2
3 − µ2

1(ξ
1)2 − µ2

2(ξ
2)2 − µ2

3(ξ
3)2. (227)

Отже, знаючи, що (µ1+µ2+µ3)
2 = µ2

1+µ2
2+µ2

3+2(µ2µ3+µ3µ1+µ1µ2), маємо

µ2
1(ξ

1)2+µ2
2(ξ

2)2+µ2
3(ξ

3)2 = (µ1+µ2+µ3)
2. Оскiльки µ2

2 < (µ1+µ2+µ3)
2 < µ2

3,то

iснують векторнi поля ξ, такi що:µ2
1(ξ

1)2 + µ2
2(ξ

2)2 + µ2
3(ξ

3)2 = (µ1 + µ2 + µ3)
2

(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 = 1
. (228)

Використовуючи систему (195), маємо e1(ε) = const, e2(ε) = const, e3(ε) =

const i

e1(ε) =
µ2
2 − µ2

3

µ1
ξ2ξ3, e2(ε) =

µ2
3 − µ2

1

µ2
ξ3ξ1, e3(ε) =

µ2
1 − µ2

2

µ3
ξ1ξ2. (229)

Позначимо:

γ1 =
µ1e1(ε)

µ2
2 − µ2

3

, γ2 =
µ2e2(ε)

µ2
3 − µ2

1

, γ3 =
µ3e3(ε)

µ2
1 − µ2

2

. (230)

Тодi ξ2ξ3 = γ1, ξ3ξ1 = γ2, ξ1ξ2 = γ3, тобто (ξ1)2 = γ2γ3
γ1

, (ξ2)2 = γ3γ1
γ2

, (ξ3)2 = γ1γ2
γ3

.

Отже, використовуючи (228), ми отримуємо:µ2
1(γ2γ3)

2 + µ2
2(γ3γ1)

2 + µ2
3(γ1γ2)

2 = (µ1 + µ2 + µ3)
2γ1γ2γ3

(γ2γ3)
2 + (γ3γ1)

2 + (γ1γ2)
2 = γ1γ2γ3

. (231)

Це завершує доведення теореми. ■

Теорема 3.13 [31] Нехай група E(2) оснащена вертикально масштабованою

метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де G = E(2) з
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лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi група E(2) допускає лiвоiнварiантнi гар-

монiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi визначають гармонiчнi вiдображення

ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдповiдно до ортонормованого репера алгебри Лi гру-

пи G , що задовольняє (191), тодi i тiльки тодi, коли виконується один iз

наступних випадкiв.

• λ1 = λ2, ε — це будь-яка гладка функцiя, ξ = ±e3;

• λ1 = λ2, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e3} ∪ (S ∩ {e1, e2}R);

• λ1 > λ2, e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1,±e2,±e3};

• λ1 > λ2, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) =
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
, ξ = ±

√
p1,23e2+

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2, q1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) = −
√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
, ξ = ±

√
p1,23e2−

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• λ1 > λ2, p2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) =
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
, ξ = ±

√
q2,31e1+

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

• λ1 > λ2, p2,31 > 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) = −
√
p2,31q2,31

µ2(µ2
3−µ2

1)
, ξ = ±

√
q2,31e1−

√
p2,31e3

µ2
3−µ2

1
;

де pi,jk = (µ2
i − µ2

j)(µ
2
k − µ2

j) − 2µiµjµk(µk − µj), qi,jk = (µ2
k − µ2

i )(µ
2
k − µ2

j) +

2µiµjµk(µk − µj), i, j, k = 1, 2, 3.

Доведення. Згiдно з таблицею 1, маємо λ1, λ2 > 0, λ3 = 0, тодi µ1 = −µ2,

µ3 > 0 µ3 ̸= µ1, µ3 ̸= µ2. Розглянемо системи (194) i (195).

Нехай λ1 = λ2, тобто µ1 = µ2 = 0. Тодi ||Aξ||2 = µ2
3((ξ

1)2 + (ξ2)2) i
ξ2e3(ε) = −µ3(ξ

3)2ξ1

ξ1e3(ε) = µ3(ξ
3)2ξ2

((ξ1)2 + (ξ2)2)ξ3 = 0

,


||Aξ||2e1(ε) = 0

||Aξ||2e2(ε) = 0

||Aξ||2e3(ε) = 0

. (232)

Якщо ξ ∈ {±e3}, то ||Aξ||2 = 0 i ε — це будь-яка гладка функцiя. Якщо ξ ∈

S ∩ {e1, e2}R, то ||Aξ||2 = µ2
3 ̸= 0 i e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0.

Нехай λ1 > λ2, тобто µ1 < µ2, µ2 = −µ1 > 0. Звернемо увагу, що ||Aξ||2 ̸= 0.

Позначимо µ = µ2, тодi µ1 = −µ. Якщо ξ ∈ {±e1,±e2,±e3}, то e1(ε) = e2(ε) =
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e3(ε) = 0. Легко перевiрити, що якщо ξ3 = 0 i ξ1, ξ2 ̸= 0, то рiшень немає.

Звернiть увагу, що ми можемо отримати подiбнi результати для ξ1 = 0, ξ2, ξ3 ̸=

0 та ξ2 = 0, ξ1, ξ3 ̸= 0, як у Теоремi 3.11. Нехай ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0, тодi, аналогiчно

як в Теоремi 3.11, ми можемо отримати:(µ2 − µ2
3)(ξ

3)2||Aξ||2 = 2(ξ2)2µ3(µ1 − µ2)σ12 − 2(ξ3)2µ2(µ3 − µ1)σ31

(µ2 − µ2
3)(ξ

3)2||Aξ||2 = 2(ξ3)2µ1(µ2 − µ3)σ23 − 2(ξ1)2µ3(µ1 − µ2)σ12

. (233)

Помножимо другий рядок на −1 i додамо його до першого рядка системи. Отже,

використовуючи (222), ми отримуємо µ3(µ1−µ2)σ12 = 0. Однак µ3(µ1−µ2)σ12 =

−2µ3µ3 ̸= 0. Таким чином, якщо ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0, то рiшень немає. ■

Теорема 3.14 [31] Нехай група E(1, 1) надiлена вертикально масштабованою

метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де G = E(1, 1)

iз лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi група E(1, 1) допускає лiвоiнварiантнi

гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi визначають гармонiчнi вiдображен-

ня ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдносно ортонормованого репера алгебри Лi групи

G, що задовольняє (191), тодi i тiльки тодi, коли виконується один iз насту-

пних випадкiв.

• e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1,±e2,±e3};

• µ2 = 0, e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) = const, 0 < e2(ε)
2 ≤ 4µ2, ξ = ξ1e1 + ξ3e3,

де (ξ1)2 =
2µ±

√
4µ2−e2(ε)2

4µ , (ξ3)2 = 2µ∓
√

4µ2−e2(ε)2

4µ ;

• 1
2µ1 < µ2 < 0, p1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) =

√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
, ξ =

±
√
p1,23e2+

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• 1
2µ1 < µ2 < 0, p1,23 > 0, e2(ε) = e3(ε) = 0, e1(ε) = −

√
p1,23q1,23

µ1(µ2
3−µ2

2)
, ξ =

±
√
p1,23e2−

√
q1,23e3

µ2
3−µ2

2
;

• 0 < µ2 < 1
2µ3, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) =

√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
, ξ =

±
√
p3,12e1+

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;
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• 0 < µ2 < 1
2µ3, q3,12 > 0, e1(ε) = e2(ε) = 0, e3(ε) = −

√
p3,12q3,12

µ3(µ2
2−µ2

1)
, ξ =

±
√
p3,12e1−

√
q3,12e2

µ2
2−µ2

1
;

де pi,jk = (µ2
i − µ2

j)(µ
2
k − µ2

j) − 2µiµjµk(µk − µj), qi,jk = (µ2
k − µ2

i )(µ
2
k − µ2

j) +

2µiµjµk(µk − µj), i, j, k = 1, 2, 3.

Доведення. Вiдповiдно до Таблицi 1, ми маємо λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < 0, тодi

µ3 = −µ1 > 0, µ2 ̸= µ1, µ2 ̸= µ3 i ||Aξ|| ̸= 0. Розглянемо системи (194) та (195).

Позначимо µ = µ3, тодi µ1 = −µ. Якщо ξ ∈ {±e1,±e2,±e3}, то e1(ε) = e2(ε) =

e3(ε) = 0. Нехай ξ2 = 0, ξ1, ξ3 ̸= 0, тодi

e1(ε) = e3(ε) = 0, µ2e2(ε) = 0, e2(ε) =
4µ3

||Aξ||2
ξ3ξ1. (234)

Якщо e2(ε) = 0, тодi розв’язкiв немає. Якщо µ2 = 0, тодi ||Aξ||2 = µ2 i e2(ε) =

4µξ3ξ1, тобто e2(ε) = const. Отже, якщо 0 < e2(ε)
2 ≤ 4µ2, тодi

(ξ1)2 =
2µ±

√
4µ2 − e2(ε)2

4µ
, (ξ3)2 =

2µ∓
√

4µ2 − e2(ε)2

4µ
. (235)

Зауважимо, що можна отримати подiбнi результати для ξ1 = 0, ξ2, ξ3 ̸= 0 та

ξ3 = 0, ξ1, ξ2 ̸= 0, як у Теоремi 3.11. Нехай ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0, тодi аналогiчно до

Теореми 3.13 розв’язкiв немає, якщо µ2 ̸= 0. Також, якщо µ2 = 0, то отримуємо

(ξ2)2 = 1, ξ1 = ξ3 = 0, що є неможливим. Отже, якщо ξ1, ξ2, ξ3 ̸= 0, то розв’язкiв

немає. ■

Теорема 3.15 [31] Нехай група Гейзенберга надiлена вертикально масшта-

бованою метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де G —

це група Гейзенберга з лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi група Гейзенбер-

га допускає лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξякi визнача-

ють гармонiчнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдносно ортонормовано-

го репера алгебри Лi групи G, що задовольняє (191), тодi i тiльки тодi, коли

e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R).

Доведення. Вiдповiдно до Таблицi 1, ми маємо λ1 > 0, λ2 = λ3 = 0, тодi

−µ1 = µ2 = µ3 > 0 i ||Aξ|| ̸= 0. Тому, використовуючи системи (194) та (195),

отримуємо e1(ε) = e2(ε) = e3(ε) = 0, ξ ∈ {±e1} ∪ (S ∩ {e2, e3}R). ■
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Теорема 3.16 [31] Нехай група R⊕ R⊕ R надiлена вертикально масштабо-

ваною метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G, де G =

R⊕R⊕R з лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi група R⊕R⊕R допускає лiво-

iнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi визначають гармонiчнi

вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε) вiдносно ортонормованого репера алгебри

Лi групи G, що задовольняє (191), тодi i тiльки тодi, коли ε(x) є будь-якою

гладкою функцiєю i ξ ∈ S.

Доведення. Вiдповiдно до Таблицi 1, ми маємо λ1 = λ2 = λ3 = 0, тодi µ1 =

µ2 = µ3 = 0 i ||Aξ|| = 0. Використовуючи системи (194) та (195), ми отримуємо,

що ε(x) є будь-якою гладкою функцiєю i ξ ∈ S. ■

Використовуючи Наслiдок 3.5, ми отримуємо наступний результат.

Наслiдок 3.17 [31] Нехай групи E(2) та R ⊕ R ⊕ R надiленi вертикально

масштабованою метрикою G0,ε на одиничному дотичному розшаруваннi T1G,

де G = E(2) або R⊕R⊕R з лiвоiнварiантною метрикою g. Тодi групи R⊕R⊕R

та E(2) допускають лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ, якi

визначають гармонiчнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,G0,ε), незалежно вiд

функцiї деформацiї ε(x).

Приклад 3.18 [31] Розглянемо евклiдову групу руху E(2), задану явно

E(2) =



cosx3 − sinx3 x1

sinx3 cosx3 x2

0 0 1


∣∣∣∣∣x1, x2 ∈ R, x3 ∈ S1

 . (236)

Розглянемо λ1 =
5
2, λ2 =

3
2, λ3 = 0 та

e1 =

√
10

5
(cosx3

∂

∂x1
+ sinx3

∂

∂x2
), (237)

e2 =

√
6

3
(− sinx3

∂

∂x1
+ cosx3

∂

∂x2
), (238)

e3 =

√
15

2

∂

∂x3
. (239)
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Отже, e1, e2, e3 задовольняють (191) i µ1 = −1
2, µ2 =

1
2, µ3 = 2, p2,31 = 185

16 > 0,

q2,31 =
5
2. Знайдемо ε, таку, що e1(ε) = e3(ε) = 0, e2(ε) =

√
74
6 , тобто

cosx3 ∂ε
∂x1 + sinx3 ∂ε

∂x2 = 0
√
6
3 (− sinx3 ∂ε

∂x1 + cosx3 ∂ε
∂x2 ) =

√
74
6

∂ε
∂x3 = 0

. (240)

Розв’язок системи: ε(x1, x2, x3) =
√
111
6 (−x1 sinx3+x2 cosx3)+C. Тодi, викори-

стовуючи Теорему 3.13, лiвоiнварiантнi одиничнi векторнi поля ξ = ± 1
15(2

√
10e1+

√
185e3) є гармонiчними та визначають гармонiчнi вiдображення ξ: (G, g) →

(T1G,G0,ε).

Аналогiчно, ми можемо побудувати приклади для всiх iнших випадкiв за допо-

могою Теорем 3.11–3.16.

3.4 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено вивченню гармонiчних одиничних векторних полiв на оди-

ничному дотичному розшаруваннi зi скрученою метрикою Сасакi. Основною

метою дослiдження є пошук деформацiй, якi зберiгають iснування гармонi-

чних лiвоiнварiантних одиничних векторних полiв на 3-вимiрних унiмодуляр-

них групах Лi G з лiвоiнварiантною метрикою та гармонiчними вiдображеннями

G → T1G, якi задаються одиничними векторними полями, у випадку скрученої

метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi.

Основнi результати:

• отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi одиничного векторно-

го поля та вiдображення Mn → T1M
n, що задається цим полем (Теорема

3.4);

• отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi одиничного вектор-

ного поля ξ та вiдображення ξ: (M 2, g) → (T1M
2, Gδ,ε) вiдносно ортонор-
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мованого репера {e1, e2} на M 2, таким, що e1 = ξ, e2 = η, де η ∈ X(M 2),

g(η, η) = 1, g(ξ, η) = 0 (Теорема 3.6);

• описано лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля ξ та гармонi-

чнi вiдображення ξ: (G, g) → (T1G,Gδ,ε), де G – тривимiрна унiмодулярна

група Лi з лiвоiнварiантною метрикою g, з використанням ортонормова-

ного репера Дж. Мiлнора [33] (Теорема 3.9);

• зроблена класифiкацiя лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних вектор-

них полiв ξ, якi визначають гармонiчнi вiдображення ξ: G → T1G, де G

– тривимiрна унiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою g у

випадку вертикально масштабованої метрики на T1M , вiдповiдно до кла-

сифiкацiї Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] (Теореми 3.11–3.16).

Вiдкритими залишаються питання:

• опису лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв та гармо-

нiчних вiдображень G→ T1G, що задаються цим полем, де G – тривимiрна

неунiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, з використанням

деякого ортонормованого репера;

• класифiкацiї лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв,

якi визначають гармонiчнi вiдображення G → T1G, де G – тривимiрна не-

унiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, в окремому випадку

скрученої метрики Сасакi, а саме у випадку вертикально масштабованої

метрики;

• класифiкацiї лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв,

якi визначають гармонiчнi вiдображення G→ T1G, де G – будь-яка триви-

мiрна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою у випадку скрученої метрики

Сасакi;
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• отримання необхiдних та достатнiх умов мiнiмальностi та цiлком геоде-

зичностi одиничного векторного поля та вiдображення Mn → T1M
n, що

задається цим полем;

• отримання необхiдних та достатнiх умов мiнiмальностi та цiлком геоде-

зичностi одиничного векторного поля та вiдображення M 2 → T1M
2, що

задається цим полем, вiдносно деякого ортонормованого репера.

Результати роздiлу висвiтлено в роботi [31].
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4 Особливiсть рiманової g-натуральної метрики.

4.1 g–натуральна метрика. Дослiдження Перроне

Математики М.Т.К. Аббассi i М. Сарiх М. [1, 2] запропонували досить узагаль-

нену деформацiю метрики Сасакi на TM i T1M . Ця метрика включає в себе ряд

iнших вiдомих метрик, зокрема метрику Сасакi та метрику Чiгера-Громолла

[10, 44].

Рiманова g–натуральна метрика G на TM визначається формулами:

G(x,ξ)(X
h, Y h) = (α1 + α3)(r

2)gx(X, Y ) + (β1 + β3)(r
2)gx(X, ξ)gx(Y, ξ), (241)

G(x,ξ)(X
h, Y v) = α2(r

2)gx(X, Y ) + β2(r
2)gx(X, ξ)gx(Y, ξ), (242)

G(x,ξ)(X
v, Y v) = α1(r

2)gx(X, Y ) + β1(r
2)gx(X, ξ)gx(Y, ξ), (243)

для будь-яких векторних полiв X, Y ∈ X(M) i (x, ξ) ∈ TM , де r2 = gx(ξ, ξ) i

αi, βi : [0,+∞) → R, i = 1, 2, 3, є гладкими функцiями. Якщо вiзьмемо

α1(r
2) = 1, α2(r

2) = α3(r
2) = β1(r

2) = β2(r
2) = β3(r

2) = 0, (244)

то отримаємо метрику Сасакi. Якщо вiзьмемо

α2(r
2) = β2(r

2) = 0, (245)

α1(r
2) = β1(r

2) = −β3(r
2) =

1

1 + r2
, (246)

α3(r
2) =

r2

1 + r2
, (247)

то отримаємо метрику Чiгера-Громолла.

Рiманова g–натуральна метрика G̃ на T1M визначається формулами:

G̃(x,ξ)(X
h, Y h) = (a+ c)gx(X, Y ) + dgx(X, ξ)gx(Y, ξ), (248)

G̃(x,ξ)(X
h, Y t) = bgx(X, Y ), (249)

G̃(x,ξ)(X
t, Y t) = agx(X, Y )− ϕ

a+ c+ d
gx(X, ξ)gx(Y, ξ), (250)

для будь-яких векторних полiв X, Y ∈ X(M) i (x, ξ) ∈ T1M , де сталi a, b, c, d
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задовiльняють наступнi нерiвностi:

a > 0, α := a(a+ c)− b2 > 0, ϕ := a(a+ c+ d)− b2 > 0; (251)

одинична нормаль в будь-якiй точцi T1M визначається формулою

NG
(x,ξ) =

1√
(a+ c+ d)ϕ

(−bξh + (a+ c+ d)ξv)); (252)

“тангенцiальний лiфт” X t, що вiдповiдає G, векторного поля X ∈ X(M) в

точцi (x, ξ) ∈ T1M , як тангенцiальна проекцiя вертикального лiфта поля X в

точцi (x, ξ) вiдповiдно до NG визначається формулою

X t = Xv −G(x,ξ)(X
v, NG

(x,ξ))N
G
(x,ξ) = Xv −

√
ϕ

a+ c+ d
gx(X, ξ)NG

(x,ξ). (253)

Зауважемо, що

ξt =
b

a+ c+ d
ξh. (254)

Рiманова g–натуральна метрика, незважаючи на свою складну будову, має

одну цiкаву особливiсть яку дослiджував Д. Перроне [36].

Розглянемо векторне поле ξ як вiдображення ξ : M → T1M . Розглядаю-

чи метрику Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi T1M , вiдображе-

ння ξ є iзометричним вкладенням тiльки якщо ξ є паралельним. Однак, Д.

Перроне показав, що iснує випадок коли непаралельне одиничне векторне поле

визначає iзометричне вкладення. Вiн також дослiджував гармонiчнiсть i мiнi-

мальнiсть вiдображень [17, 46], що визначаються такими векторними полями.

Сформулюємо результати його дослiджень.

Пропозицiя 4.1 [36] Нехай (M, g, η, ξ, ϕ) – контактний метричний много-

вид. Рiбовське векторне поле ξ визначає iзометричне вкладення ξ : (M, g) →

(T1M, G̃) з деякою сiм’єю рiманових g–натуральних метрик G̃ на T1M , що

визначається параметрами a, b, c i d такими, що

0 < a < 1, b2 < a(1− a), c = 1− 2a, (255)

тодi i тiльки тодi, коли d = a i M є K–контактним.

Отже, для iзометрiї нам необхiдно у якостi непаралельного векторного поля
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взяти рiбовське векторне поле на базовому многовидi i певну сiм’ю рiманових

g–натуральних метрик на одиничному дотичному розшаруваннi. Також заува-

жимо, що метрика на одиничному дотичному розшаруваннi, яка розглядається

в теоремi, не включає в себе метрику Сасакi.

Теорема 4.2 [36] Рiбовське векторне поле ξ на K-контактному многовидi

(M, g, η, ξ, ϕ) визначає гармонiчне вiдображення ξ : (M, g) → (T1M, G̃) з будь-

якою сiм’єю рiманових g–натуральних метрик G̃ на T1M .

Теорема 4.3 [36] Рiбовське векторне поле ξ на K-контактному многовидi

(M, g, η, ξ, ϕ) визначає мiнiмальне iзометричне занурення ξ : (M, g) → (T1M, G̃)

з деякою сiм’єю рiманових g–натуральних метрик G̃ на T1M , що визначає-

ться параметрами

0 < a < 1, b2 < a(1− a), c = 1− 2a, d = a. (256)

Природним доповнення до результатiв Д. Перроне буде дослiдження цiлком

геодезичностi. Геодезичнi вiдображення також дослiджували деякi українськi

математики у роботах [20, 22, 23, 25, 42, 43].

4.2 Цiлком геодезичне iзометричне вкладення

Нехай (M, g, η, ξ, ϕ) є K-контактним метричним многовидом, dimM = 2n + 1,

i нехай G̃ є рiмановою g-натуральною метрикою на T1M з c = 1− 2a та d = a.

За Теоремою 4.1, рiбовське векторне поле визначає iзометричне вкладання ξ :

(M, g) → (T1M, G̃). За цiєю гiпотезою ми можемо довести наступне твердження.

Теорема 4.4 [29] Нехай (M, g, η, ξ, ϕ) є (2n+1)-вимiрним K-контактним ме-

тричним многовидом. Нехай F є сiм’єю рiманових g–натуральних метрик на

T1M , що визначається параметрами

0 < a < 1, b2 < a(1− a), c = 1− 2a, d = a. (257)
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Рiбовське векторне поле ξ для будь-якої метрики G̃ ∈ F визначає цiлком

геодезичне iзометричне вкладення ξ : (M, g) → (T1M, G̃) тодi i тiльки тодi,

коли M є сасакiєвим многовидом.

Доведення базується на наступних Лемах.

Лема 4.5 [1] Нехай G̃ — рiманова g-натуральна метрика на одиничному до-

тичному розшаруваннi T1M рiманового многовиду (M, g). Зв’язнiсть Левi-

Чивiти ∇̃ метрики G̃ на T1M повнiстю визначається наступними формула-

ми

∇̃XhY h =

{
∇XY − ab

2α
[R(X, ξ)Y +R(Y, ξ)X]

+
bd

2α
[g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X]

+
b

(a+ c+ d)α
[(ad+ b2)g(R(X, ξ)Y, ξ)

− d(a+ c+ d)g(X, ξ)g(Y, ξ)]ξ

}h

+

{
b2

α
R(X, ξ)Y − a(a+ c)

2α
R(X, Y )ξ

− (a+ c)d

2α
[g(Y, ξ)X + g(X, ξ)Y ]

+
1

α
[−b2g(R(X, ξ)Y, ξ) + d(a+ c)g(Y, ξ)g(X, ξ)]ξ

}t

, (258)
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∇̃XhY t =

{
− a2

2α
R(Y, ξ)X − ab2

2(a+ c+ d)α
g(Y, ξ)R(X, ξ)ξ

+
ad

2α
g(X, ξ)Y +

db2

2(a+ c+ d)α
g(Y, ξ)X

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(X, ξ)Y, ξ)

+ dαg(X, Y )− ad(2(a+ c) + d)g(X, ξ)g(Y, ξ)]ξ

}h

+

{
∇XY +

ab

2α
R(Y, ξ)X − b(α− b2)

2(a+ c+ d)α
g(Y, ξ)R(X, ξ)ξ

− bd

2α
g(X, ξ)Y − (a+ c)bd

2(a+ c+ d)α
g(Y, ξ)X

+
b

2(a+ c+ d)α
[−a(a+ c+ d)g(R(X, ξ)Y, ξ)

+ ad(2(a+ c) + d)g(X, ξ)g(Y, ξ)]ξ

}t

, (259)

∇̃XtY h =

{
− a2

2α
R(X, ξ)Y +

b

a+ c+ d
g(X, ξ)∇ξY

− ab2

2(a+ c+ d)α
g(X, ξ)R(Y, ξ)ξ

+
ad

2α
g(Y, ξ)X +

db2

2(a+ c+ d)α
g(X, ξ)Y

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(X, ξ)Y, ξ)

+ dαg(X, Y )− ad(2(a+ c) + d)g(X, ξ)g(Y, ξ)]ξ

}h

+

{
ab

2α
R(X, ξ)Y +

a(a+ c)b

2(a+ c+ d)α
g(X, ξ)R(Y, ξ)ξ

− bd

2α
g(Y, ξ)X − (a+ c)bd

2(a+ c+ d)α
g(X, ξ)Y

+
b

2(a+ c+ d)α
[−a(a+ c+ d)g(R(X, ξ)Y, ξ)

+ ad(2(a+ c) + d)g(X, ξ)g(Y, ξ)]ξ

}t

, (260)

83



∇̃XtY t =
b

2(a+ c+ d)α

{
− a2[g(X, ξ)R(Y, ξ)ξ

+ g(Y, ξ)R(X, ξ)ξ] + adg(X, ξ)Y

+ (2α + ad)g(Y, ξ)X − 2dϕ

a+ c+ d
g(X, ξ)g(Y, ξ)ξ

}h

+
1

2(a+ c+ d)α

{
2bαg(X, ξ)∇ξY

+ ab2[g(X, ξ)R(Y, ξ)ξ + g(Y, ξ)R(X, ξ)ξ]

− b2dg(X, ξ)Y − (2(a+ c+ d)α− b2d)g(Y, ξ)X

}t

. (261)

Лема 4.6 [29] Нехай G̃ — рiманова g-натуральна метрика на одиничному до-

тичному розшаруваннi T1M рiманового многовиду (M, g), визначена чотирма

параметрами a, b, c та d. Тодi для одиничного векторного поля ξ, яке визначає

вiдображення ξ : (M, g) → (T1M, G̃), друга основна форма ξ(M) ⊂ (T1M, G̃)

має такий вигляд:

Bξ(X, Y ) =

{
− a2

α
Hmξ(X, Y )− ab

α
ρξ(X, Y )

+
bd

α
γξ(X, Y )− ad

α
Aξ(γξ(X, Y ))

+
d

(a+ c+ d)α

[
a2g(Hmξ(X, Y ), ξ) + abg(ρξ(X, Y ), ξ)

− bdg(γξ(X, Y ), ξ)− α

2
(g(X,AξY ) + g(Y,AξX))

]
ξ

}h

+

{
−Hessξ(X, Y ) +

b2

α
ρξ(X, Y )− (a+ c)d

α
γξ(X, Y )

+
bd

α
Aξ(γξ(X, Y )) +

ab

α
Hmξ(X, Y )

}t

, (262)

де α = a(a+ c)− b2, та

ρξ(X, Y ) =
1

2
(R(X, ξ)Y +R(Y, ξ)X), (263)

γξ(X, Y ) =
1

2
(g(X, ξ)Y + g(Y, ξ)X). (264)

Доведення. Пiдставляючи (17) у (24), ми можемо обчислити другу основну
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форму вiдображення.

Bξ(X, Y ) = ∇̃ξ∗X(ξ∗Y )− ξ∗(∇XY ). (265)

Зауважимо, що

ξ∗(∇XY ) = (∇XY )h − (Aξ(∇XY ))t = (∇XY )h + (∇∇XY ξ)
t, (266)

∇̃ξ∗X(ξ∗Y ) = ∇̃XhY h − ∇̃Xh(AξY )t − ∇̃(AξX)tY
h + ∇̃(AξX)t(AξY )t

= ∇̃XhY h + ∇̃Xh(∇Y ξ)
t + ∇̃(∇Xξ)tY

h + ∇̃(∇Xξ)t(∇Y ξ)
t. (267)

Використовуючи (19), (20), (263), (264) та Лему 4.5, отримуємо:

∇̃XhY h =

{
∇XY − ab

α
ρξ(X, Y ) +

bd

α
γξ(X, Y )

+
b

(a+ c+ d)α
[(ad+ b2)g(ρξ(X, Y ), ξ)

− d(a+ c+ d)g(γξ(X, Y ), ξ)]ξ

}h

+

{
b2

α
R(X, ξ)Y − a(a+ c)

2α
R(X, Y )ξ − (a+ c)d

α
γξ(X, Y )

+
1

α
[−b2g(ρξ(X, Y ), ξ) + d(a+ c)g(γξ(X, Y ), ξ)]ξ

}t

, (268)

∇̃Xh(∇Y ξ)
t =

{
− a2

2α
R(∇Y ξ, ξ)X +

ad

2α
g(X, ξ)∇Y ξ

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ)

+ dαg(X,∇Y ξ)]ξ

}h

+

{
∇X∇Y ξ +

ab

2α
R(∇Y ξ, ξ)X

− bd

2α
g(X, ξ)∇Y ξ −

ab

2α
g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ)ξ

}t

, (269)

∇̃(∇Xξ)tY
h =

{
− a2

2α
R(∇Xξ, ξ)Y +

ad

2α
g(Y, ξ)∇Xξ

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ)

+ dαg(∇Xξ, Y )]ξ

}h

+

{
ab

2α
R(∇Xξ, ξ)Y − bd

2α
g(Y, ξ)∇Xξ

− ab

2α
g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ)ξ

}t

, (270)
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∇̃(∇Xξ)t(∇Y ξ)
t = 0. (271)

Спершу обчислимо горизонтальну компоненту.

h : ∇XY − ab

α
ρξ(X, Y ) +

bd

α
γξ(X, Y )

+
b

(a+ c+ d)α
[(ad+ b2)g(ρξ(X, Y ), ξ)− d(a+ c+ d)g(γξ(X, Y ), ξ)]ξ

− a2

2α
R(∇Y ξ, ξ)X +

ad

2α
g(X, ξ)∇Y ξ

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ) + dαg(X,∇Y ξ)]ξ

− a2

2α
R(∇Xξ, ξ)Y +

ad

2α
g(Y, ξ)∇Xξ

+
1

2(a+ c+ d)α
[a(ad+ b2)g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ) + dαg(∇Xξ, Y )]ξ

−∇XY. (272)

Зауважимо, що
a

2
g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ) +

a

2
g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ)

=
a

2
g(R(ξ, AξY )X, ξ) +

a

2
g(R(ξ, AξX)Y, ξ)

= ag(Hmξ(X, Y ), ξ),

ad

2α
g(X, ξ)∇Y ξ +

ad

2α
g(Y, ξ)∇Xξ = −ad

α
Aξ(γξ(X, Y )),

− a2

2α
R(∇Y ξ, ξ)X − a2

2α
R(∇Xξ, ξ)Y = −a2

α
Hmξ(X, Y ). (273)

Отже,

h : − a2

α
Hmξ(X, Y )− ab

α
ρξ(X, Y ) +

bd

α
γξ(X, Y )− ad

α
Aξ(γξ(X, Y ))

+

(
ad+ b2

(a+ c+ d)α
(ag(Hmξ(X, Y ), ξ) + bg(ρξ(X, Y ), ξ))

− bd

α
g(γξ(X, Y ), ξ)− d

2(a+ c+ d)
(g(X,AξY ) + g(Y,AξX))

)
ξ. (274)
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Обчислимо тангенцiальну компоненту.

t :
b2

α
R(X, ξ)Y − a(a+ c)

2α
R(X, Y )ξ − (a+ c)d

α
γξ(X, Y )

+
1

α
[−b2g(ρξ(X, Y ), ξ) + d(a+ c)g(γξ(X, Y ), ξ)]ξ +∇X∇Y ξ

+
ab

2α
R(∇Y ξ, ξ)X − bd

2α
g(X, ξ)∇Y ξ −

ab

2α
g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ)ξ

+
ab

2α
R(∇Xξ, ξ)Y − bd

2α
g(Y, ξ)∇Xξ −

ab

2α
g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ)ξ

−∇∇XY ξ. (275)

Зауважимо, що
ab

2α
R(∇Y ξ, ξ)X +

ab

2α
R(∇Xξ, ξ)Y

=
ab

2α
(R(ξ, AξY )X +R(ξ, AξX)Y ) =

ab

α
Hmξ(X, Y ),

− bd

2α
g(X, ξ)∇Y ξ −

bd

2α
g(Y, ξ)∇Xξ

=
bd

2α
(g(X, ξ)AξY + g(Y, ξ)AξX) =

bd

α
Aξ(γξ(X, Y )),

− ab

2α
g(R(X, ξ)∇Y ξ, ξ)ξ −

ab

2α
g(R(∇Xξ, ξ)Y, ξ)ξ

= − ab

2α
g(R(ξ, AξY )X +R(ξ, AξX)Y, ξ)ξ = −ab

α
g(Hmξ(X, Y ), ξ)ξ. (276)

Використовуючи

R(X, ξ)Y +R(ξ, Y )X +R(Y,X)ξ = 0, (277)

маємо

R(X, ξ)Y = R(X, Y )ξ +R(Y, ξ)X (278)

та
b2

α
R(X, ξ)Y − a(a+ c)

2α
R(X, Y )ξ

=

(
b2

α
− a(a+ c)

2α

)
R(X, Y )ξ +

b2

α
R(Y, ξ)X

=

(
b2

2α
− 1

2

)
R(X, Y )ξ +

b2

α
R(Y, ξ)X. (279)

Використовуючи

R(X, Y )ξ +R(Y, ξ)X +R(ξ,X)Y = 0, (280)
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маємо

R(X, Y )ξ = R(X, ξ)Y −R(Y, ξ)X (281)

та (
b2

2α
− 1

2

)
R(X, Y )ξ +

b2

α
R(Y, ξ)X

=
b2

2α
R(X, Y )ξ − 1

2
R(X, Y )ξ +

b2

α
R(Y, ξ)X

=
b2

2α
R(X, ξ)Y − b2

2α
R(Y, ξ)X − 1

2
R(X, Y )ξ +

b2

α
R(Y, ξ)X

=
b2

2α
(R(X, ξ)Y +R(Y, ξ)X)− 1

2
R(X, Y )ξ

=
b2

α
ρξ(X, Y )− 1

2
R(X, Y )ξ. (282)

Використовуючи

∇X∇Y ξ = −∇X(AξY ), (283)

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇∇XY ξ +∇∇Y Xξ

= ∇Y (AξX)−∇X(AξY ) + Aξ(∇XY )− Aξ(∇YX), (284)

∇X(AξY ) = (∇XAξ)Y + Aξ(∇XY ), (285)

отримуємо
b2

α
R(X, ξ)Y − a(a+ c)

2α
R(X, Y )ξ +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ

=
b2

α
ρξ(X, Y )− 1

2
R(X, Y )ξ −∇X(AξY ) + Aξ(∇XY )

=
b2

α
ρξ(X, Y )− 1

2
(∇Y (AξX) +∇X(AξY )− Aξ(∇XY )− Aξ(∇YX))

=
b2

α
ρξ(X, Y )− 1

2
((∇YAξ)X + (∇XAξ)Y ) =

b2

α
ρξ(X, Y )−Hessξ(X, Y ). (286)

Отже,

t : −Hessξ(X, Y ) +
b2

α
ρξ(X, Y )− (a+ c)d

α
γξ(X, Y )

+
bd

α
Aξ(γξ(X, Y )) +

ab

α
Hmξ(X, Y ) +

(
− b2

α
g(ρξ(X, Y ), ξ)

+
d(a+ c)

α
g(γξ(X, Y ), ξ)− ab

α
g(Hmξ(X, Y ), ξ)

)
ξ. (287)

Отже, використовуючи (254), ми отримуємо (262). ■
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Доведення Теореми 4.4. Нехай (M, g, η, ξ, ϕ) є K-контактним многови-

дом, але не обов’язково сасакiєвим. Використовуючи (36), (41) та (43), маємо:

Hessξ(X, Y ) =
1

2
(R(ξ,X)Y +R(ξ, Y )X), (288)

Hmξ(X, Y ) =
1

2
(R(ξ, ϕX)Y +R(ξ, ϕY )X), (289)

ρξ(X, Y ) = −Hessξ(X, Y ), (290)

γξ(X, Y ) =
1

2
(η(X)Y + η(Y )X). (291)

Зауважимо, що, використовуючи (34), (38), (42), маємо:

η(Hmξ(X, Y )) = 0, (292)

η(Hessξ(X, Y )) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (293)

η(γξ(X, Y )) = η(X)η(Y ), (294)

η(ϕ(γξ(X, Y ))) = 0. (295)

Використовуючи c = 1−2a i d = a, можна переписати Bξ у наступному виглядi:

Bξ(X, Y ) =

{
ab

α
(Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ))

− a2

α
(Hmξ(X, Y ) + ϕ(γξ(X, Y )))− a2b

α
g(X, Y )ξ

}h

+

{
− a(1− a)

α
(Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ))

+
ab

α
(ϕ(γξ(X, Y )) +Hmξ(X, Y ))

}t

. (296)

Позначимо через V векторне поле

V =
ab

α
(Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ))− a2

α
(Hmξ(X, Y )

+ ϕ(γξ(X, Y )))− a2b

α
g(X, Y )ξ. (297)

Тодi горизонтальна компонента V дорiвнює

V h =

{
ab

α
(Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ))

− a2

α
(Hmξ(X, Y ) + ϕ(γξ(X, Y )))

}h

− a2b

α
g(X, Y )ξh. (298)
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Позначимо через W векторне поле

W = −a(1− a)

α
(Hessξ(X, Y )+γξ(X, Y ))+

ab

α
(ϕ(γξ(X, Y ))+Hmξ(X, Y )). (299)

Використовуючи (252), (253), c = 1− 2a i d = a, можна переписати W t у такiй

формi:

W t = W v + η(W )(bξh − ξv). (300)

Зазначимо, що:

η(W ) = −a(1− a)

α
g(X, Y ). (301)

Отже,

W t = −a(1− a)b

α
g(X, Y )ξh

+

{
− a(1− a)

α
(Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ))

+
ab

α
(ϕ(γξ(X, Y )) +Hmξ(X, Y )) +

a(1− a)

α
g(X, Y )ξ

}v

. (302)

Позначимо

λξ(X, Y ) = Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ), (303)

µξ(X, Y ) = Hmξ(X, Y ) + ϕ(γξ(X, Y )). (304)

Таким чином, ми можемо переписати Bξ у такiй формi:

Bξ(X, Y ) =

{
ab

α
λξ(X, Y )− a2

α
µξ(X, Y )− ab

α
g(X, Y )ξ

}h

(305)

+

{
− a(1− a)

α
λξ(X, Y ) +

ab

α
µξ(X, Y ) +

a(1− a)

α
g(X, Y )ξ

}v

. (306)

Тодi Bξ(X, Y ) = 0 тодi i тiльки тодi, коли:
ab
α λξ(X, Y )− a2

α µξ(X, Y ) = ab
α g(X, Y )ξ,

−a(1−a)
α λξ(X, Y ) + ab

α µξ(X, Y ) = −a(1−a)
α g(X, Y )ξ.

(307)

Ми отримуємо систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих λξ(X, Y ) та µξ(X, Y ).
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Зазначимо, що:

det

 ab
α −a2

α

−a(1−a)
α

ab
α

 = −a2

α
̸= 0. (308)

Отже, згiдно з правилом Крамера, λξ(X, Y ) = g(X, Y )ξ, µξ(X, Y ) = 0, тобто:Hessξ(X, Y ) + γξ(X, Y ) = g(X, Y )ξ,

Hmξ(X, Y ) + ϕ(γξ(X, Y )) = 0
(309)

або, бiльш детально,R(ξ,X)Y +R(ξ, Y )X + η(X)Y + η(Y )X = 2g(X, Y )ξ,

R(ξ, ϕX)Y +R(ξ, ϕY )X + η(X)ϕY + η(Y )ϕX = 0.
(310)

Зауважимо, що, використовуючи (43), ми можемо переписати перше рiвняння

у такому виглядi:

(∇Xϕ)Y + (∇Y ϕ)X = 2g(X, Y )ξ − η(X)Y − η(Y )X. (311)

Ця умова точно вiдповiдає (47), тобто (M, g, η, ξ, ϕ) є майже сасакiєвим много-

видом. За Теоремою 1.7 це є сасакiєв многовид, що завершує доведення.

Отже, властивiсть цiлком геодезичностi рiбовського векторного поля, що

визначає iзометричне вкладення, вирiзняє сасакiєвi многовиди серед усiх K-

контактних многовидiв у контекстi геометрiї одиничного дотичного розшарува-

ння з рiмановою g-натуральною метрикою.

4.3 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено вивченню випадку, коли непаралельне одиничне векторне

поле ξ на рiмановому многовидi (M, g) визначає iзометричне занурення ξ :

(M, g) → (T1M,G), де G є рiмановою g-натуральною метрикою. Основною ме-

тою є знаходження умов, за яких вiдображення ξ : (M, g) → (T1M,G) може

бути цiлком геодезичним. Як результат,

• знайдено вираз для другої основної форми вiдображення ξ : (M, g) →

(T1M, G̃) (Лема 4.6);
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• доведено, що рiбовське векторне поле K-контактної метричної структури

на рiмановому многовидi M з рiмановою g-натуральною метрикою на оди-

ничному дотичному розшаруваннi породжує цiлком геодезичне iзометри-

чне вкладення ξ : (M, g) → (T1M, G̃) тодi i тiльки тодi, коли ця структура

є сасакiєвою (Теорема 4.4).

Вiдкритими залишаються питання:

• дослiдження цiлком геодезичних iзометричних вкладень, що породжую-

ться рiбовським векторним полем K-контактної метричної структури на

рiмановому многовидi M з рiмановою g-натуральною метрикою на оди-

ничному дотичному розшаруваннi, для вимiрностей 3, 5, 7;

• можливостi розширення теореми Д. Перроне на бiльш широкий клас оди-

ничних дотичних розшарувань.

Результати роздiлу висвiтлено в роботi [29].
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Висновки до дисертацiї

Дисертацiю присвячено дослiдженню метрик розшарованих просторiв, їхнiх

властивостей, та їх узагальнень на бiльш широкий клас метрик якi призводять

до iншої геометрiї в шарах i всьому дотичному розшаруваннi.

Метою дослiдження було виявлення залежностей геометричних властиво-

стей загальних векторних розшарувань вiд метрики на розшарованому просто-

рi, а також знаходження зв’язку мiж властивостями базового многовиду i ша-

рiв загального розшарування, вивчення геометричних властивостей перерiзiв

загального розшарування для рiзних типiв узагальнених метрик.

Об’єктом дослiдження були геометричнi властивостi дотичних розшарувань

рiманових многовидiв та їх перерiзiв з рiзними деформацiями метрики Сасакi.

Предметами дослiдження були узагальнення метрики Сасакi, геодезичнi лi-

нiї дотичного розшарування, особливостi сасакiєвого многовиду, а також гар-

монiчнi, мiнiмальнi та цiлком геодезичнi векторнi поля.

Завданнями дослiдження були:

• узагальнення сигар солiтонної метрики на дотичне розшарування;

• дослiдження геодезичних лiнiй дотичного розшарування з пошарово сигар

солiтонною метрикою;

• дослiдження гармонiчних одиничних векторних полiв на одиничному до-

тичному розшаруваннi зi скрученою метрикою Сасакi;

• класифiкацiя лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних векторних полiв,

якi визначають гармонiчнi вiдображення у випадку вертикально масшта-

бованої метрики на одиничному дотичному розшаруваннi;

• знаходження виразу для другої основної форми пiдмноговиду, що задає-

ться одиничним векторним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi

рiманового многовиду з g-натуральною метрикою;
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• знаходження умов, за яких пiдмноговид що задається одиничним вектор-

ним полем, в одиничному дотичному розшаруваннi рiманового многовиду

з g-натуральною метрикою може бути цiлком геодезичним.

Для дослiдження використано методи диференцiальної геометрiї, рiманової

геометрiї, диференцiальних рiвнянь, математичного аналiзу, лiнiйної алгебри,

теорiї груп та алгебр Лi.

Роздiл 1 дисертацiйної роботи присвячено базовим вiдомостям з геометрiї

розшарованих просторiв, а також огляду лiтератури. Наведено базовi вiдомостi

з геометрiї дотичного розшарування та одиничного дотичного розшарування,

контактних многовидiв, метрики Сасакi, векторних полiв на рiмановому много-

видi як вiдображень в пiдмноговидiв. Зроблено огляд таких понять, як гармонi-

чнiсть, мiнiмальнiсть i цiлком геодезичнiсть векторного поля та вiдображення.

Роздiл 2 дисертацiйної роботи присвячено узагальненю сигар солiтонної ме-

трики Рiчарда Гамiльтона як деформацiї метрики Сасакi на дотичному розша-

руваннi рiманова многовиду. Основною метою дослiдження є вивчення геодези-

чних дотичного розшарування рiманового многовиду з пошарово (гамiльтоно-

вої) сигар солiтонною метрикою з фокусом на локально симетричнi многовиди

та многовиди сталої кривини у ролi бази розшарування.

• Введено поняття пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонної деформацiї

метрики Сасакi або пошарово (гамiльтонової) сигар солiтонної метрики

на дотичному розшаруваннi рiманового многовиду.

• Отримано диференцiальнi рiвняння натурально параметризованих геоде-

зичних вiдносно зв’язностi Левi-Чивiти пошарово сигар солiтонної метри-

ки.

• Доведено, що у випадку локально симетричної бази усi геодезичнi кривини

проекцiї похилої геодезичної на базу є сталими, i у випадку бази зi сталою

кривиною усi геодезичнi кривини починаючи з третьої дорiвнюють нулю.
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• Отримано рiвняння геодезичних на дотичних розшаруваннях просторiв

сталої кривини з пошарово (гамiльтоновою) сигарою солiтонною дефор-

мацiєю метрики Сасакi.

Пошарово (гамiльтонова) сигар солiтонна метрика на дотичному розшару-

ваннi рiманового многовиду є частковим, але вмотивованим, випадком метрики

яку дослiджували A. Загане i M. Джаа в роботах [51, 52]. Форма i назва метри-

ки походять вiд метрики на двовимiрному многовидi який називається сигар

солiтоном Гамiльтона i має першу квадратичну форму виду

ds2 =
dx2 + dy2

1 + x2 + y2
. (312)

Цей многовид є першим прикладом некомпактного сталого солiтона Рiчi на пло-

щинi, який винайшов Р. Гамiльтон [19]. Солiтони Рiчi, якi привернули до себе

увагу пiсля доведення Р. Гамiльтоном та Г. Перельманом гiпотези Пуанкаре, до-

слiджувало i продовжують дослiджувати багато математикiв (див., наприклад,

[9, 11, 13]), серед яких є i українськi [24]. Сигар солiтон Гамiльтона конформно

еквiвалентний площинi з функцiєю конформностi f(x, y) = 1
1+x2+y2 . Конформно

еквiвалентнi метрики та конформнi вiдображення також вивчали деякi україн-

ськi математики [43].

У дисертацiйнiй роботi вперше було дослiджено узагальнення метрики сигар

солiтона Гамiльтона, що є двовимiрним многовидом, як метрики на дотичному

розшаруваннi. Було вперше введено поняття "пошарово сигар солiтонної дефор-

мацiї метрики Сасакi"(або "пошарово гамiльтонової сигар солiтонної метрики")

i дослiджено геодезичнi лiнiї дотичного розшарування з такою метрикою.

До кола питань майбутнiх дослiджень пошарово (гамiльтонової) сигар солi-

тонної метрики входять:

• знаходження тензору кривини вiдносно зв’язностi Левi-Чивiти пошарово

(гамiльтонової) сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi;

• оцiнка секцiйної кривини дотичного розшарування з пошарово (гамiльто-
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нової) сигар солiтонної деформацiєю метрики Сасакi;

• дослiдження асимптотичної поведiнки геодезичних та секцiйної кривини

пошарово (гамiльтонової) дотичного розшарування з сигар солiтонною де-

формацiєю метрики Сасакi;

• опис дотичного розшарування рiманова многовиду з пошарово (гамiльто-

нової) сигар солiтонної деформацiї метрики Сасакi як солiтон Рiчi.

Роздiл 3 дисертацiйної роботи присвячено вивченню гармонiчних одини-

чних векторних полiв на одиничному дотичному розшаруваннi зi скрученою

метрикою Сасакi. Основною метою дослiдження є пошук деформацiй, якi збе-

рiгають iснування гармонiчних лiвоiнварiантних одиничних векторних полiв на

3-вимiрних унiмодулярних групах Лi G з лiвоiнварiантною метрикою та гар-

монiчними вiдображеннями G → T1G, якi задаються одиничними векторними

полями, у випадку скрученої метрики Сасакi на одиничному дотичному розша-

руваннi.

• Отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi одиничного вектор-

ного поля та вiдображення Mn → T1M
n, що задається цим полем.

• Отримано необхiднi та достатнi умови гармонiчностi одиничного вектор-

ного поля та вiдображення M 2 → T1M
2, що задається цим полем, вiдносно

деякого ортонормованого репера.

• Описано лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля та гармонiчнi

вiдображення G → T1G, що задається цим полем, де G – тривимiрна

унiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, з використанням

деякого ортонормованого репера.

• Зроблена класифiкацiя лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних вектор-

них полiв, якi визначають гармонiчнi вiдображення G → T1G, де G –
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тривимiрна унiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, в окре-

мому випадку скрученої метрики Сасакi, а саме у випадку вертикально

масштабованої метрики.

Дж. К. Гонсалес-Давiла i Л. Ванхеке [18] повнiстю описали лiво-iнварiантнi

гармонiчнi одиничнi векторнi поля i лiво-iнварiантнi одиничнi векторнi поля якi

задають гармонiчнi вiдображення на тривимiрних групах Лi iз метрикою Сасакi

на одиничному дотичному розшаруваннi, використовуючи класифiкацiю Дж.

Мiлнора [33].

У дисертацiйнiй роботi вперше було описано деформацiї якi зберiгають iсну-

вання гармонiчних лiво-iнварiантних одиничних векторних полiв на тривимiр-

них унiмодулярних групах Лi з лiво-iнварiантною метрикою та гармонiчних

вiдображень, якi задаються одиничним векторним полем, у випадку скрученої

метрики Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, а також вперше бу-

ло класифiковано такi векторнi поля та вiдображень у випадку вертикально

масштабованої метрики.

До кола питань майбутнiх дослiджень скрученої метрики Сасакi на одини-

чному дотичному розшаруваннi входять:

• описати лiвоiнварiантнi гармонiчнi одиничнi векторнi поля та гармонiчнi

вiдображення G → T1G, що задається цим полем, де G – тривимiрна

неунiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, з використанням

деякого ортонормованого репера;

• зробити класифiкацiю лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних вектор-

них полiв, якi визначають гармонiчнi вiдображення G → T1G, де G – три-

вимiрна неунiмодулярна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою, в окре-

мому випадку скрученої метрики Сасакi, а саме у випадку вертикально

масштабованої метрики;

• зробити класифiкацiю лiвоiнварiантних гармонiчних одиничних вектор-
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них полiв, якi визначають гармонiчнi вiдображення G → T1G, де G –

будь-яка тривимiрна група Лi з лiвоiнварiантною метрикою у випадку

скрученої метрики Сасакi;

• отримати необхiднi та достатнi умови мiнiмальностi та цiлком геодези-

чностi одиничного векторного поля та вiдображення Mn → T1M
n, що

задається цим полем;

• отримати необхiднi та достатнi умови мiнiмальностi та цiлком геодезично-

стi одиничного векторного поля та вiдображення M 2 → T1M
2, що задає-

ться цим полем, вiдносно деякого ортонормованого репера.

Роздiл 4 дисертацiйної роботи присвячено вивченню випадку, коли непа-

ралельне одиничне векторне поле ξ на рiмановому многовидi (M, g) визначає

iзометричне занурення ξ : (M, g) → (T1M,G), де G є рiмановою g-натуральною

метрикою. Основною метою є знаходження умов, за яких вiдображення ξ :

(M, g) → (T1M,G) може бути цiлком геодезичним.

• Доведено, що рiбовське векторне поле K-контактної метричної структури

на рiмановому многовидi M з рiмановою g-натуральною метрикою на оди-

ничному дотичному розшаруваннi породжує цiлком геодезичне iзометри-

чне вкладення ξ : (M, g) → (T1M, G̃) тодi i тiльки тодi, коли ця структура

є сасакiєвою.

• Знайдено вираз для другої основної форми вiдображення ξ : (M, g) →

(T1M, G̃).

Рiманова g–натуральна метрика, незважаючи на свою складну будову, має

одну цiкаву особливiсть яку дослiджував Д. Перроне [36]. Розглядаючи метри-

ку Сасакi на одиничному дотичному розшаруваннi, вiдображення, яке задає-

ться одиничним векторним полем, є iзометричним зануренням тiльки якщо це

векторне поле є паралельним. Однак, Д. Перроне показав, що iснує випадок
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коли непаралельне одиничне векторне поле визначає iзометричне занурення.

Вiн також дослiджував гармонiчнiсть i мiнiмальнiсть вiдображень [17, 46], що

визначаються такими векторними полями. Вiн довiв, що для iзометрiї нам не-

обхiдно у якостi непаралельного векторного поля взяти рiбовське векторне поле

на базовому многовидi i певну сiм’ю рiманових g-натуральних метрик на оди-

ничному дотичному розшаруваннi.

У дисертацiйнiй роботi вперше було дослiджено цiлком геодезичнiсть непа-

ралельних одиничних векторних полiв, що визначають iзометричне занурення,

на K-контактному метричному многовидi з g-натуральною метрикою на одини-

чному дотичному розшаруваннi. Дослiдження цiлком геодезичностi одиничних

векторних полiв, що визначають iзометричне занурення, є природним доповне-

ння до результатiв Д. Перроне, оскiльки будь-яке вiдображення, що задається

цiлком геодезичним векторним полем є гармонiчним i мiнiмальним. Також впер-

ше було отримано вираз для другої основної форми вiдображення, що задається

одиничним векторним полем на рiмановому многовидi з g-натуральною метри-

кою на одиничному дотичному розшаруваннi.

До кола питань майбутнiх дослiджень g-натуральної метрики на одинично-

му дотичному розшаруваннi входять:

• дослiдження цiлком геодезичних iзометричних вкладень, що породжую-

ться рiбовським векторним полем K-контактної метричної структури на

рiмановому многовидi M з рiмановою g-натуральною метрикою на оди-

ничному дотичному розшаруваннi, для вимiрностей 3, 5, 7;

• можливостi розширення теореми Д. Перроне на бiльш широкий клас оди-

ничних дотичних розшарувань.

Практичним значенням отриманих результатiв є доповнення наявних ре-

зультатiв з геометрiї розшарованих просторiв. Всi результати дисертацiйної ро-

боти наведенi з повними i строгими математичними доведеннями. Результати
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мають теоретичний характер, i розширюють нашi знання про метрики розша-

рованих просторiв, їх властивостей, та їх узагальнень на бiльш широкий клас

метрик якi призводять до iншої геометрiї в шарах i всьому дотичному розша-

руваннi.
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