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Анотацiя

Гавриленко I.О. Мiнiмальнi поверхнi у субрiмановiй геометрiї. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за

спецiальнiстю 111 Математика (Галузь знань 11 Математика та

статистика). – Харкiвський нацiональний унiверситет мене В.Н. Каразина

Мiнiстерства освiти i науки України, Харкiв, 2026.

Дисертацiю присвячено дослiдженню стiйкостi мiнiмальних поверхонь

у субрiмановiй геометрiї, зокрема, отриманню класифiкацiйних теорем для

окремих класiв мiнiмальних поверхонь у тривимiрних субрiманових групах

Лi та тверджень про їхню стiйкiсть.

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження стiйкостi мiнiмальних

поверхонь у субрiманових просторах.

Об’єктом дослiдження є пiдмноговиди у субрiмановiй геометрiї.

Предметом дослiдження є мiнiмальнiсть та стiйкiсть поверхонь у

субрiмановiй геометрiї.

Для дослiдження використано методи диференцiальної геометрiї,

зокрема, рiманової та субрiманової геометрiї, геометрiї пiдмноговидiв,

диференцiальних рiвнянь, варiацiйного числення, теорiї груп та алгебр Лi.

Перший роздiл дисертацiйної роботи мiстить базовi вiдомостi

про субрiманову геометрiю, приклади субрiманових многовидiв,

що використовуються у роботi, поняття мiнiмальностi та стiйкостi

гiперповерхонь, зокрема поверхонь, у рiмановiй та субрiмановiй геометрiї,

усi необхiднi означення та огляд наявної лiтератури, що присвячена

мiнiмальним пiдмноговидам у субрiманових многовидах та їхнiй стiйкостi.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню

поверхонь у тривимiрному многовидi Ẽ(2), тобто унiверсальному накриттi

групи власних рухiв евклiдової площини, що має лiвоiнварiантну
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субрiманову структуру. Ця група описується як простiр R3 з

ортонормованим базисом лiвоiнварiантних полiв

X1 = cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y
, X2 =

∂

∂z
, X3 = sin z

∂

∂x
− cos z

∂

∂y
.

Лiвоiнварiантна метрика при цьому є евклiдовою. У пiдроздiлi 2.1

виводиться нова формула першої варiацiї субрiманової площi поверхнi у

Ẽ(2). Тут i далi N позначає одиничне нормальне поле зануреної орiєнтовної

поверхнi Σ у многовидi M , субрiманова структура якого визначена

двовимiрним цiлком неiнтегровним розподiлом H i обмеженням на нього

рiманової метрики ⟨·, ·⟩, що визначена на M . Зокрема, для Ẽ(2) розподiл

H ортогональний до X3. Субрiмановою площею областi D ⊂ Σ зветься

A(D) =

∫
D

|Nh| dΣ,

де Nh – ортогональна проєкцiя поля N на H. Нормальною варiацiєю

поверхнi Σ, що задана гладкою функцiєю u з компактним носiєм,

зветься вiдображення φ : Σ × I → M , що визначене умовою φs(p) =

expp(s u(p)N(p)), де I – деякий окiл нуля в R, expp – рiманове

експоненцiйне вiдображення. Через A(s) = A(Σs) тодi позначаємо

субрiманову площу поверхнi варiацiї Σs = φs(Σ).

Теорема 2.1 Нехай Σ – поверхня у Ẽ(2). Тодi перша нормальна

варiацiя її субрiманової площi, що задана функцiєю u з компактним

носiєм, має наступний вигляд:

A′(0) =

∫
Σ\Σ0

|Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u dΣ.

Тут Σ0 – множина сингулярних точок Σ, у яких Nh = 0, Z –

характеристичне векторне поле, яке у точцi p ∈ Σ \ Σ0 утворюється

з νh(p) = Nh(p)/|Nh(p)| обертанням на прямий кут у площинi Hp, B –

оператор Вейнгартена Σ вiдносно N .

Поверхня Σ називається мiнiмальною, якщо A′(0) = 0 для будь-яких

нормальних варiацiй з компактним носiєм у Σ \ Σ0. Мiнiмальна поверхня
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Σ зветься стiйкою, якщо A′′(0) ⩾ 0 для будь-яких нормальних варiацiй з

компактним носiєм у Σ \ Σ0. З попередньої формули виведено наступний

критерiй мiнiмальностi поверхонь.

Наслiдок 2.1 Поверхня Σ у Ẽ(2) мiнiмальна тодi й тiльки тодi, коли

на Σ \ Σ0

⟨B(Z), Z⟩ = ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩.

Звiдси також було отримано критерiй мiнiмальностi для явно заданих

поверхонь i показано, що з мiнiмальностi загальної поверхнi у рiмановому

сенсi не випливає мiнiмальнiсть у субрiмановому сенсi або навпаки.

У пiдроздiлi 2.2 виводиться наступна нова формула другої варiацiї

субрiманової площi.

Теорема 2.2 Нехай Σ – мiнiмальна поверхня у Ẽ(2). Тодi друга

нормальна варiацiя її субрiманової площi, що задана функцiєю u з

компактним носiєм, має вигляд:

A′′(0) =

∫
Σ\Σ0

(
|Nh|−1

(
Z(u)− ⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X2⟩2u

)2−
−2|Nh|⟨B(Z), S⟩2u2 − 2⟨N,X3⟩⟨B(Z), S⟩Z(u)u+

+4⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩⟨B(S), S⟩u2+

+2
(
1− 2|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u+

+ |Nh|
(
2− 3|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩2⟨νh, X2⟩2u2

)
dΣ.

Тут S – поле, що доповнює Z до ортонормованого репера на Σ \ Σ0. За

допомогою цiєї формули ми встановили, що мiнiмальнi евклiдовi площини

є стiйкими.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню

вертикальних мiнiмальних поверхонь у тривимiрних субрiманових

многовидах та їхньої стiйкостi. У пiдроздiлi 3.1 використане наступне

означення вертикальної поверхнi:

Означення 3.1 Поверхня Σ у тривимiрному субрiмановому многовидi

M з двовимiрним горизонтальним розподiлом H зветься вертикальною,

4



якщо її дотична площина TpΣ перпендикулярна до горизонтальної

площини субрiманової структури Hp (тобто їхнi вектори нормалi

ортогональнi) у кожнiй точцi p поверхнi.

Далi в цьому пiдроздiлi ми знайшли загальну формулу першої варiацiї

субрiманової площi вертикальної поверхнi в тривимiрному субрiмановому

многовидi.

Теорема 3.1 Нехай Σ – вертикальна поверхня у тривимiрному

субрiмановому многовидi M з двовимiрним горизонтальним розподiлом

H. Тодi перша нормальна варiацiя її субрiманової площi, що задана

функцiєю u з компактним носiєм, має наступний вигляд:

A′(0) = −2

∫
Σ

Hu dΣ,

де H – рiманова середня кривина Σ.

Наслiдок 3.1 Вертикальна поверхня є мiнiмальною в субрiмановому

сенсi тодi й тiльки тодi, коли вона є мiнiмальною в рiмановому сенсi,

тобто коли H = 0.

У пiдроздiлi 3.2 ми обчислили формулу другої варiацiї субрiманової

площi вертикальної мiнiмальної поверхнi.

Теорема 3.2 Нехай Σ – вертикальна мiнiмальна поверхня

у тривимiрному субрiмановому многовидi M з двовимiрним

горизонтальним розподiлом H. Тодi друга нормальна варiацiя її

субрiманової площi, що задана функцiєю u з компактним носiєм,

має вигляд:

A′′(0) =

∫
Σ

− (X(u)− ⟨∇NX,N⟩u)2 + |∇Σu|2−

−
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ,

де ∇ i Ric – рiманова зв’язнiсть та тензор Рiччi M вiдповiдно, X –

одиничне нормальне поле H, що є дотичним до Σ в силу вертикальностi,

∇Σ i |B| – рiмановий градiєнт i норма другої фундаментальної форми Σ

вiдповiдно.
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Наслiдок 3.2 Якщо вертикальна мiнiмальна поверхня є стiйкою в

субрiмановому сенсi, вона також є стiйкою в рiмановому сенсi.

У пiдроздiлi 3.3 було введено нове поняття оператора Якобi для

вертикальних поверхонь. Для цього ми спочатку показали, що отриману

формулу другої варiацiї можна записати у виглядi

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − f u2 dΣ

для деякої функцiї f .

Твердження 3.1 Нехай Σ – мiнiмальна поверхня з порожньою

сингулярною множиною в тривимiрному субрiмановому многовидi, друга

варiацiя субрiманової площi якої має вигляд як вище для ортонормованого

репера {X,Z} на Σ (зокрема вертикальна). Тодi її можна переписати у

виглядi

A′′(0) = −
∫
Σ

uL(u) dΣ

де L – оператор Якобi на просторi гладких функцiй на Σ:

L(u) = Z(Z(u)) + ⟨∇XZ,X⟩Z(u) + f u.

Оператор Якобi L, що виникає у цьому твердженнi, є аналогом рiманового

оператора Якобi. Зокрема, вiн теж є лiнiйним оператором на C∞(Σ). Далi

ми довели наступну достатню умову стiйкостi вертикальних мiнiмальних

поверхонь:

Теорема 3.3 Нехай Σ – мiнiмальна поверхня в тривимiрному

субрiмановому многовидi з порожньою сингулярною множиною, другою

варiацiєю субрiманової площi, що має вигляд як вище, та оператором

Якобi L. Якщо iснує гладка додатна функцiя u на Σ така, що L(u) ⩽ 0,

то Σ є стiйкою.

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено опису

вертикальних мiнiмальних поверхонь у тривимiрних групах Лi Ẽ(2),

Nil, Sol та ˜SL(2,R) та дослiдженню їхньої стiйкостi. У пiдроздiлi 4.1 було
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доведено наступне:

Теорема 4.1 Нехай субрiманова структура на Ẽ(2) визначена

двовимiрним лiвоiнварiантним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

i λ2 + ν2 > 0. Вона допускає вертикальнi мiнiмальнi поверхнi тодi й

тiльки тодi, коли µ = 0.

При µ = 0 зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна поверхня

у Ẽ(2) є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли це область у евклiдовiй

площинi z = z0 або паралельно перенесеному стандартному гелiкоїдi

(x− x0) cos(z + α) + (y − y0) sin(z + α) = 0,

де sinα = λ√
λ2+ν2

, cosα = ν√
λ2+ν2

(вiдповiдно, є однiєю з цих поверхонь).

При цьому площини є стiйкими, а гелiкоїди – нестiйкими.

У пiдроздiлi 4.2 розглядаються вертикальнi мiнiмальнi поверхнi у

групi Nil, що описується як простiр R3 з ортонормованим базисом

лiвоiнварiантних полiв

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
, X3 =

∂

∂z
,

i доведено наступну класифiкацiйну теорему:

Теорема 4.2 Нехай субрiманова структура на Nil визначається

лiвоiнварiантним двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λX1 + µX2 +X3).

Зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна поверхня в цьому

субрiмановому многовидi є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона

є областю у вертикальнiй евклiдовiй площинi над довiльною прямою в

площинi (x, y) при λ = µ = 0, i над прямою з напрямним вектором (λ, µ)

в iншому випадку (вiдповiдно, є такою площиною).

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже й у

рiмановому сенсi.

7



У пiдроздiлi 4.3 розглядаються вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi

Sol, що описана як простiр R3 з ортонормованим базисом лiвоiнварiантних

полiв

X1 = e−z ∂

∂x
, X2 = ez

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
,

i доведено класифiкацiйну теорему:

Теорема 4.3 Нехай субрiманова структура на Sol визначається

лiвоiнварiантним двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

i λµ ̸= 0.

Якщо ν ̸= 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна

поверхня в цьому субрiмановому многовидi є мiнiмальною тодi й тiльки

тодi, коли вона є областю у цилiндрi, що параметризований або як

r(s, t) =

(
x0 −

λ

ν
e−s, t, s

)
,

або як

r(s, t) =

(
t, y0 +

µ

ν
es, s

)
(вiдповiдно, є таким цилiндром).

Якщо ν = 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна

поверхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є областю у

горизонтальнiй евклiдовiй площинi z = z0 або λ = ±µ, а поверхня є

областю в «гiперболiчному гелiкоїдi» з параметризацiєю

r(s, t) =

(
x0 +

1√
2
e−ts, y0 ±

1√
2
ets, t

)
(вiдповiдно, є однiєю з цих поверхонь).

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже й у

рiмановому сенсi.

У пiдроздiлi 4.4 розглядаються вертикальнi мiнiмальнi поверхнi у

групi ˜SL(2,R), що є, зокрема, унiверсальним накриттям розшарування

одиничних векторiв гiперболiчної площини та може бути представлена
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як множина {(x, y, z) ∈ R3 | y > 0} з ортонормованим базисом

лiвоiнварiантних полiв

X1 = y cos z
∂

∂x
+ y sin z

∂

∂y
− cos z

∂

∂z
,

X2 = −y sin z
∂

∂x
+ y cos z

∂

∂y
+ sin z

∂

∂z
,X3 =

∂

∂z
.

Доведено наступну класифiкацiйну теорему:

Теорема 4.4 Зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна

поверхня в ˜SL(2,R) з лiвоiнварiантною субрiмановою структурою, що

визначається горизонтальним розподiлом H = X⊥
1 , є мiнiмальною тодi

й тiльки тодi, коли вона є областю або у пiвплощинi z = π
2 + πk, k ∈ Z,

або у гелiкоїдальнiй поверхнi з однiєю з наступних параметризацiй:

r(s, t) = (x0 − t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 ± t− t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 + y0 sh t− y0 ch t sin s, y0 ch t cos s, s), t ∈ R,

r(s, t) = (x0 ± y0 ch t− y0 sh t sin s, y0 sh t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

s ∈
(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
, k ∈ Z

(вiдповiдно, є однiєю з перелiчених поверхонь). Усi цi поверхнi є стiйкими

в субрiмановому сенсi, а отже, i в рiмановому сенсi.

Далi у цьому пiдроздiлi ми ввели нове сiмейство нелiвоiнварiантних

субрiманових структур з використанням iншого ортонормованого базису

Y1 = y
∂

∂x
− ∂

∂z
, Y2 = y

∂

∂y
, Y3 =

∂

∂z
,

для якого теж довели класифiкацiйну теорему:

Теорема 4.5 Нехай субрiманова структура на ˜SL(2,R) визначається

двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λY1 + µY2 + Y3)

i λ ̸= −1. Ця субрiманова структура допускає вертикальнi мiнiмальнi

поверхнi лише при λ = 0 та λ = 1.

Якщо µ ̸= 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна

9



поверхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є областю у

евклiдовiй пiвплощинi x = x0 при λ = 0 або у евклiдовi пiвплощинi z = z0

при λ = 1 (вiдповiдно, є такою площиною).

Якщо µ = 0 та λ = 1, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна)

вертикальна поверхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона

є областю або у евклiдовiй пiвплощинi z = z0, або у цилiндрi з

параметризацiєю

r(s, t) =
(
s, y0 cos t, z0 +

√
2 t
)
, s ∈ R, t ∈

(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
,

де k ∈ Z (вiдповiдно, є одною з таких поверхонь).

Якщо µ = λ = 0, то повна (вiдповiдно, повна зв’язна) поверхня є

мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли це область у цилiндрi (вiдповiдно,

цилiндр) над геодезичною у гiперболiчнiй площинi H2.

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже, i в

рiмановому сенсi.

Усi перелiченi тут результати роботи є новими. Зокрема, результати

роздiлу 3 дозволили нам у роздiлi 4 розглянути широкi класи iнварiантних

та неiнварiантних субрiманових структур на тривимiрних групах Лi, що

ранiше не дослiджувалися.

Ключовi слова: субрiмановий многовид, лiвоiнварiантна метрика,

рiманова зв’язнiсть, метрична топологiя, задача керування, нелiнiйна

керована система, оптимiзацiя, група Карно, алгебра Лi, мiнiмальна

поверхня, вертикальна поверхня, потiк, стiйкiсть, середня кривина,

оператор Якобi.

10



Abstract

Ihor O. Havrylenko. Minimal surfaces in sub-Riemannian geometry. –

Qualifying scientific work in the form of a manuscript.

A thesis for the degree of Doctor of Philosophy in Specialty 111 Mathematics

(11 Mathematics and Statistics). – V.N. Karazin Kharkiv National University,

Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2026.

The thesis is devoted to the study of stability of minimal surfaces in sub-

Riemannian geometry, in particular, to classification theorems for certain classes

of minimal surfaces in three-dimensional sub-Riemannian Lie groups and to

their stability.

The purpose of the thesis is to study the stability of minimal surfaces in

sub-Riemannian spaces.

The research object is submanifolds in sub-Riemannian geometry.

The subject of research is the minimality and the stability of surfaces

in sub-Riemannian geometry.

The research uses the methods of differential geometry, in particular,

Riemannian and sub-Riemannian geometry, geometry of submanifolds,

differential equations, calculus of variations, and Lie theory.

The first сhapter of the thesis contains the basics of sub-Riemannian

geometry, examples of sub-Riemannian manifolds used in the research, the

notions of minimality and stability of hypersurfaces, in particular, surfaces, in

Riemannian and sub-Riemannian geometry, all the necessary definitions, and

a review of the existing literature devoted to minimal submanifolds in sub-

Riemannian manifolds and their stability.

The second chapter of the thesis is devoted to the study of surfaces in

the three-dimensional manifold Ẽ(2), i.e., the universal covering of the group

of orientation-preserving Euclidean plane isometries, which has a left-invariant

sub-Riemannian structure. This group is described as the space R3 with an

11



orthonormal basis of left-invariant fields

X1 = cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y
, X2 =

∂

∂z
, X3 = sin z

∂

∂x
− cos z

∂

∂y
.

The left-invariant metric here is Euclidean. In Section 2.1 we derive a new

formula for the first sub-Riemannian area variation of a surface in Ẽ(2). From

here on, N denotes the unit normal field of an immersed orientable surface Σ in

a manifold M , whose sub-Riemannian structure is defined by a two-dimensional

totally non-integrable distribution H and the restriction to H of a Riemannian

metric ⟨·, ·⟩ on M . In particular, for Ẽ(2), the distribution H is orthogonal to

X3. The sub-Riemannian area of a domain D ⊂ Σ is defined as

A(D) =

∫
D

|Nh| dΣ,

where Nh is the orthogonal projection of the field N onto H. The normal

variation of a surface Σ given by a smooth function u with compact support

is defined as the map φ : Σ × I → M , which is determined by the condition

φs(p) = expp(s u(p)N(p)), where I is some neighborhood of zero in R and

expp is the Riemannian exponential map. By A(s) = A(Σs) we denote the

sub-Riemannian area of the variation surface Σs = φs(Σ).

Theorem 2.1 Let Σ be a surface in Ẽ(2). Then its first normal sub-

Riemannian area variation defined by a smooth function u with compact support

has the following form:

A′(0) =

∫
Σ\Σ0

|Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u dΣ.

Here, Σ0 is the set of singular points of Σ, i.e., those where Nh = 0, Z is

the characteristic vector field that at each point p ∈ Σ \ Σ0 is obtained from

νh(p) = Nh(p)/|Nh(p)| by a right angle rotation in the plane Hp, B is the

Weingarten operator of Σ with respect to N .

A surface Σ is called minimal, if A′(0) = 0 for any normal variation with

compact support in Σ\Σ0. A minimal surface Σ is called stable, if A′′(0) ⩾ 0 for

any normal variation with compact support in Σ \ Σ0. The following criterion

12



for the minimality of surfaces is derived from the previous formula.

Corollary 2.1 A surface Σ in Ẽ(2) is minimal if and only if

⟨B(Z), Z⟩ = ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩.

on Σ \ Σ0.

From this, a minimality criterion for graphs was also obtained, and it

was shown that the minimality in the Riemannian sense does not imply the

minimality in the sub-Riemannian sense, or vice versa.

In Section 2.2, we derive the following new formula for the second sub-

Riemannian area variation.

Theorem 2.2 Let Σ be a minimal surface in Ẽ(2). Then its second normal

sub-Riemannian area variation defined by a smooth function u with compact

support has the following form:

A′′(0) =

∫
Σ\Σ0

(
|Nh|−1

(
Z(u)− ⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X2⟩2u

)2−
−2|Nh|⟨B(Z), S⟩2u2 − 2⟨N,X3⟩⟨B(Z), S⟩Z(u)u+

+4⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩⟨B(S), S⟩u2+

+2
(
1− 2|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u+

+ |Nh|
(
2− 3|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩2⟨νh, X2⟩2u2

)
dΣ.

Here S is the field that together with Z forms an orthonormal frame on Σ\Σ0.

Using this formula, we proved that minimal Euclidean planes are stable.

The third chapter of the thesis is devoted to the study of vertical minimal

surfaces in three-dimensional sub-Riemannian manifolds and their stability. In

Section 3.1 we use the following definition of a vertical surface:

Definition 3.1 A surface Σ in a three-dimensional sub-Riemannian

manifold M with a two-dimensional horizontal distribution H is called vertical,

if its tangent plane TpΣ is perpendicular to the horizontal plane Hp of the sub-

Riemannian structure (i.e., their normal vectors are orthogonal) at every point

p of the surface.

In this section, we obtained a general first sub-Riemannian area variation

13



formula of a vertical surface in a three-dimensional sub-Riemannian manifold.

Theorem 3.1 Let Σ be a vertical surface in a 3-dimensional sub-

Riemannian manifold M with a two-dimensional horizontal distribution H.

Then its first normal sub-Riemannian area variation defined by a smooth

function u with compact support has the following form:

A′(0) = −2

∫
Σ

Hu dΣ,

where H is the Riemann mean curvature of Σ.

Corollary 3.1 A vertical surface is minimal in the sub-Riemannian sense

if and only if it is minimal in the Riemannian sense, i.e., H = 0.

In Section 3.2, we calculated the second sub-Riemannian area variation

formula of a vertical minimal surface.

Theorem 3.2 Let Σ be a vertical minimal surface in a three-dimensional

sub-Riemannian manifold M with a two-dimensional horizontal distribution

H. Then its second normal sub-Riemannian area variation defined by a smooth

function u with compact support has the following form:

A′′(0) =

∫
Σ

− (X(u)− ⟨∇NX,N⟩u)2 + |∇Σu|2−

−
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ,

where ∇ and Ric are the Riemannian curvature and Ricci tensor of M ,

respectively, X is the unit normal field of H, which is tangent to Σ due to

its verticality, ∇Σ and |B| are the Riemannian gradient and the norm of the

second fundamental form of Σ, respectively.

Corollary 3.2 If a vertical minimal surface is stable in the sub-Riemannian

sense, it is also stable in the Riemannian sense.

In Section 3.3, we introduced a new notion of the Jacobi operator for vertical

surfaces. To do this, we first showed that the the second variation formula can

be rewritten as

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − f u2 dΣ

14



for some function f .

Proposition 3.1 Let Σ be a minimal surface with empty singular set in

a three-dimensional sub-Riemannian manifold whose second sub-Riemannian

area variation has the form as above for an orthonormal frame {X,Z} on Σ

(in particular, vertical). Then it can be rewritten as

A′′(0) = −
∫
Σ

uL(u) dΣ

where L is the Jacobi operator on the space of smooth functions on Σ:

L(u) = Z(Z(u)) + ⟨∇XZ,X⟩Z(u) + f u.

The Jacobi operator L, that appears in this statement, is similar to the

Riemannian Jacobi operator. In particular, it is also a linear operator on C∞(Σ).

Next, we proved the following sufficient condition for the stability of vertical

minimal surfaces:

Theorem 3.3 Let Σ be a minimal surface in a 3-dimensional sub-

Riemannian manifold with empty singular set, the second sub-Riemannian area

variation as above, and the Jacobi operator L. If there exists a smooth positive

function u on Σ such that L(u) ⩽ 0, then Σ is stable.

The fourth section of the thesis is devoted to the description of vertical

minimal surfaces in three-dimensional Lie groups Ẽ(2), Nil, Sol, and ˜SL(2,R)

and to the study of their stability. In subsection 4.1, the following was proven:

Theorem 4.1 Let a sub-Riemannian structure on Ẽ(2) be defined by a

two-dimensional left-invariant distribution H = X⊥, where

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

and λ2 + ν2 > 0. It allows vertical minimal surfaces if and only if µ = 0.

When µ = 0, a connected (resp., complete connected) vertical surface in

Ẽ(2) is minimal if and only if it is a subset either of a Euclidean plane z = z0

or of a helicoid

(x− x0) cos(z + α) + (y − y0) sin(z + α) = 0,
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where sinα = λ√
λ2+ν2

, cosα = ν√
λ2+ν2

(resp., is one of these surfaces). In this

case, planes are stable and helicoids are unstable.

In Section 4.2, we consider vertical minimal surfaces in the group Nil, that

is described as the space R3 with an orthonormal basis of left-invariant fields

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
, X3 =

∂

∂z
,

and the following classification theorem is proved:

Theorem 4.2 Let a sub-Riemannian structure on Nil be defined by a left-

invariant two-dimensional horizontal distribution H = X⊥, where

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λX1 + µX2 +X3).

A connected (resp., complete connected) vertical surface in this sub-

Riemannian manifold is minimal if and only if it is a subset of a vertical

Euclidean plane over an arbitrary straight line in the (x, y)-plane for λ = µ = 0

or over a straight line with the direction (λ, µ) otherwise (resp., is such a plane).

All these surfaces are stable in the sub-Riemannian sense and thus in the

Riemannian sense.

In Section 4.3, we consider vertical minimal surfaces in the group Sol, which

is described as the space R3 with an orthonormal basis of left-invariant fields

X1 = e−z ∂

∂x
, X2 = ez

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
,

and prove the classification theorem:

Theorem 4.3 Let a sub-Riemannian structure on Sol be defined by a left-

invariant two-dimensional horizontal distribution H = X⊥, where

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

and λµ ̸= 0.

If ν ̸= 0, then a connected (resp., complete connected) vertical surface in

this sub-Riemannian manifold is minimal if and only if it is a subset of a

cylinder parameterized either as

r(s, t) =

(
x0 −

λ

ν
e−s, t, s

)
,
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or as

r(s, t) =

(
t, y0 +

µ

ν
es, s

)
(resp., is such a cylinder).

If ν = 0, then the connected (resp., complete connected) vertical surface

is minimal if and only if either it is a subset of a horizontal Euclidean plane

z = z0, or λ = ±µ and the surface is a subset of a «hyperbolic helicoid»

parameterized as

r(s, t) =

(
x0 +

1√
2
e−ts, y0 ±

1√
2
ets, t

)
(resp., is such a surface).

All these surfaces are stable in the sub-Riemannian sense and thus in the

Riemannian sense.

In Section 4.4, we consider vertical minimal surfaces in the group ˜SL(2,R),

that is, in particular, the universal covering of the unit tangent bundle of the

hyperbolic plane and can be described as the set {(x, y, z) ∈ R3 | y > 0} with

an orthonormal basis of left-invariant fields

X1 = y cos z
∂

∂x
+ y sin z

∂

∂y
− cos z

∂

∂z
,

X2 = −y sin z
∂

∂x
+ y cos z

∂

∂y
+ sin z

∂

∂z
,X3 =

∂

∂z
.

The following classification theorem has been proven:

Theorem 4.4 A connected (resp., complete connected) vertical surface

in ˜SL(2,R) with the left-invariant sub-Riemannian structure defined by the

horizontal distribution H = X⊥
1 is minimal if and only if it is a subset either

of a half-plane z = π
2 + πk, k ∈ Z, or of a helicoidal surface with one of the

following parameterizations:

r(s, t) = (x0 − t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 ± t− t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 + y0 sinh t− y0 cosh t sin s, y0 cosh t cos s, s), t ∈ R,

r(s, t) = (x0 ± y0 cosh t− y0 sinh t sin s, y0 sinh t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

s ∈
(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
, k ∈ Z

17



(resp., is one of such surfaces). All these surfaces are stable in the sub-

Riemannian sense and thus in the Riemannian sense.

Also in this subsection, we introduced a new family of non-left-invariant

sub-Riemannian structures using another orthonormal basis

Y1 = y
∂

∂x
− ∂

∂z
, Y2 = y

∂

∂y
, Y3 =

∂

∂z
,

for which we also proved a classification theorem:

Theorem 4.5 Let a sub-Riemannian structure on ˜SL(2,R) be defined by a

two-dimensional horizontal distribution H = X⊥, where

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λY1 + µY2 + Y3)

and λ ̸= −1. This sub-Riemannian structure allows vertical minimal surfaces

only for λ = 0 and λ = 1.

If µ ̸= 0, then a connected (resp., complete connected) vertical surface is

minimal if and only if it is a subset of a Euclidean half-plane x = x0 for λ = 0

or of a Euclidean half-plane z = z0 for λ = 1 (resp., is such a plane).

If µ = 0 and λ = 1, then a connected (resp., complete connected) vertical

surface is minimal if and only if it is a subset either of the Euclidean half-plane

z = z0, or of a cylinder parameterized as

r(s, t) =
(
s, y0 cos t, z0 +

√
2 t
)
, s ∈ R, t ∈

(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
,

where k ∈ Z (resp., is one of such surfaces).

If µ = λ = 0, then the connected (resp., complete connected) vertical surface

is minimal if and only if it is a subset of a cylinder (resp., is a cylinder) over

a geodesic in the hyperbolic plane.

All these surfaces are stable in the sub-Riemannian sense and thus in the

Riemannian sense.

All of the results listed above are new. In particular, the results of Chapter

3 allowed us to consider in Chapter 4 extensive classes of invariant and non-

invariant sub-Riemannian structures on three-dimensional Lie groups that had

not been studied before.
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у субрiмановому многовидi Ẽ(2) . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.1 Формула першої варiацiї та мiнiмальнi поверхнi . . . 47

2.2 Формула другої варiацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.3 Висновки до роздiлу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi

у тривимiрних субрiманових многовидах . . . . . . . . . . . 60

3.1 Вертикальнi поверхнi

та формула першої варiацiї для них . . . . . . . . . . 60

3.2 Формула другої варiацiї

для вертикальних поверхонь . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3 Оператор Якобi для вертикальних поверхонь . . . . . 66

3.4 Висновки до роздiлу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi

у тривимiрних групах Лi та їхня стiйкiсть . . . . . . . . . . . 70

23



4.1 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi Ẽ(2) . . . . . 70
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Мiнiмальнi поверхнi є кла-

сичним об’єктом вивчення у диференцiальнiй геометрiї та варiацiйному чи-

сленнi. Першi роботи з їх математичного дослiдження належать ще Л. Ей-

леру i Ж.-Л. Лагранжу. Мiнiмальна поверхня у рiмановому многовидi ви-

значається зазвичай як критична (стацiонарна) точка функцiонала рiма-

нової площi вiдносно варiацiй з компактним носiєм, тобто таких, що зберi-

гають межу деякої компактної областi. Умова мiнiмальностi є необхiдною,

але не достатньою умовою мiнiмiзацiї площi вiдносно таких варiацiй i еквi-

валентна рiвностi нулю середньої кривини H поверхнi. Iншими словами,

H = 0 є рiвнянням Ейлера – Лагранжа даної варiацiйної задачi.

Достатньою умовою мiнiмiзацiї площi (причому лише для визначено-

го класу варiацiй) є стiйкiсть поверхнi – невiд’ємнiсть других варiацiй її

площi. З iншого боку, деякi поверхнi мiнiмiзують площу серед будь-яких

варiацiй, а отже, автоматично є стiйкими. До таких поверхонь, вiдносяться,

зокрема, явно заданi у тривимiрному евклiдовому просторi, тобто графiки

функцiй z = f(x, y). У дослiдженнi явно заданих та бiльш загальних стiй-

ких мiнiмальних поверхонь у просторах сталої кривини суттєвим є внесок

українських математикiв. Вiдома теорема С.Н. Бернштейна, яка була опу-

блiкована у 1915 роцi в журналi Харкiвського математичного товариства,

стверджує, що мiнiмальна поверхня, що явно задана на R2, є площиною,

тобто графiком функцiї z = ax + by + c. О.В. Погорєлов довiв аналогiчнi

теореми для гiперповерхонь у сферах, отримав необхiднi та достатнi умо-

ви стiйкостi мiнiмальних поверхонь у гiперболiчному просторi та був серед

тих, хто узагальнив теорему Бернштейна на початку 1980-х рокiв, показав-

ши, що повна зв’язна орiєнтовна стiйка мiнiмальна поверхня у тривимiр-

ному евклiдовому просторi є площиною. Пiзнiше О.А. Борисенко отримав

узагальнення теореми Бернштейна для двовимiрних поверхонь у багатови-
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мiрних евклiдових просторах та сферах, довiвши, зокрема, що явно задана

над усiєю площиною мiнiмальна поверхня у евклiдовому просторi, кут на-

хилу якої досягає максимального значення, є площиною.

Рiзноманiтнi узагальнення теореми Бернштейна дотепер продовжують

з’являтися як для евклiдового випадку ([10, 11, 43]), так i для багатьох

iнших геометричних структур. Зокрема, дослiдження задачi Бернштейна

виявилося плiдним для поверхонь у субрiманових многовидах. Такi мно-

говиди, що ще звуться просторами Карно – Каратеодорi й дослiдження

яких почалося у 1980-х роках, є природним узагальненням рiманових, що

корисне, зокрема, для задач теорiї керування i нейробiологiї. У таких мно-

говидах виникає додаткова структура – цiлком неiнтегровний (цiлком него-

лономний) горизонтальний розподiл, до якого повиннi дотикатися шляхи,

що мiнiмiзують вiдстань мiж точками. Зазначимо, що професор Харкiв-

ського унiверситету Д.М. Синцов був одним з перших математикiв, що

почали вивчати геометричнi властивостi неголономних систем ще до появи

сучасного поняття субрiманової структури.

У роботi [20] з’явилося загальновживане зараз поняття субрiманового

функцiоналу площi поверхнi як iнтеграла вiд проєкцiї рiманового одини-

чного нормального поля на горизонтальний розподiл. Тодi мiнiмальнi та

стiйкi поверхнi можна визначати так само, як у рiмановому випадку. Iснує

значний об’єм лiтератури з мiнiмальних поверхонь у тривимiрних субрiма-

нових многовидах та їхнiх багатовимiрних узагальнень: групi Гейзенбер-

га, групах Карно, псевдоермiтових многовидах, т. зв. субрiманових про-

сторах сталої кривини, iнших групах Лi з лiвоiнварiантними структурами

([7, 8, 18, 32, 54]). Теореми типу Бернштейна для рiзних субрiманових мно-

говидiв були отриманi, зокрема, у [3, 13, 14, 17, 19, 22, 33, 36, 47, 50, 58, 64].

Разом з тим, дана тематика ще досить далека вiд вичерпання.

У процитованих вище та iнших роботах з мiнiмальних поверхонь у су-

брiмановiй геометрiї суттєву складнiсть становить знаходження першої та
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другої варiацiй субрiманової площi. На вiдмiну вiд рiманового випадку, в

силу залежностi цього функцiонала вiд горизонтального розподiлу, цi фор-

мули визначаються конкретною субрiмановою структурою та можуть бути

досить складними. Тому становить iнтерес знаходження класiв поверхонь,

де такi формули можуть бути описанi унiверсальним чином. У дисерта-

цiйнiй роботi ми дослiджуємо один такий клас – вертикальнi поверхнi, у

яких дотичнi площини в усiх точках перпендикулярнi до горизонтальних.

Крiм iснування для них загальних формул варiацiї, вертикальнi мiнiмаль-

нi поверхнi цiкавi тим, що дозволяють явний опис для широкого класу

субрiманових структур. У роботi ми iлюструємо це, даючи повнi описи

для структур, що визначенi загальними лiвоiнварiантними горизонтальни-

ми розподiлами, на рiзних тривимiрних групах Лi. Важливим також є те,

що у цитованих вище результатах типу Бернштейна стiйкi поверхнi з поро-

жньою сингулярною множиною (тобто такi, що дотична площина у жоднiй

точцi не є горизонтальною) частiше за все зводяться саме до вертикальних.

Мета i завдання дослiдження.

• Мета – дослiдження стiйкостi мiнiмальних поверхонь у субрiманових

просторах.

• Об’єкт дослiдження – пiдмноговиди у субрiмановiй геометрiї.

• Предмет дослiдження – мiнiмальнiсть та стiйкiсть поверхонь у су-

брiмановiй геометрiї.

• Завдання дослiдження:

1. Знайти формулу першої варiацiї субрiманової площi поверхнi у

субрiмановiй групi Лi Ẽ(2), за її допомогою охарактеризувати

мiнiмальнi поверхнi та знайти приклади таких поверхонь.

2. Знайти формулу другої варiацiї субрiманової площi мiнiмальної

поверхнi у Ẽ(2), за її допомогою дослiдити стiйкiсть знайдених
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мiнiмальних поверхонь.

3. Знайти формулу першої варiацiї субрiманової площi вертикаль-

ної поверхнi у субрiмановому многовидi з двовимiрним горизон-

тальним розподiлом, за її допомогою встановити зв’язок мiж мi-

нiмальнiстю поверхнi у рiмановому i субрiмановому сенсах.

4. Знайти формулу другої варiацiї субрiманової площi вертикаль-

ної мiнiмальної поверхнi у субрiмановому многовидi з двови-

мiрним горизонтальним розподiлом, за її допомогою встановити

зв’язок мiж стiйкiстю поверхнi у рiмановому i субрiмановому

сенсах.

5. Визначити аналог оператора Якобi для поверхонь у субрiмановiй

геометрiї та сформулювати достатню умову стiйкостi за допомо-

гою цього оператора.

6. Дати повний опис вертикальних мiнiмальних поверхонь для рi-

зних лiвоiнварiантних структур на тривимiрних групах Лi Ẽ(2),

Nil, Sol, ˜SL(2,R) та дослiдити їх на стiйкiсть.

7. Описати вертикальнi мiнiмальнi поверхнi у субрiмановiй стру-

ктурi на тривимiрнiй групi Лi, що не є лiвоiнварiантною, та до-

слiдити цi поверхнi на стiйкiсть.

• Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи ди-

ференцiальної геометрiї, зокрема, рiманової та субрiманової геометрiї,

геометрiї пiдмноговидiв, диференцiальних рiвнянь, варiацiйного чи-

слення, теорiї груп та алгебр Лi.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй робо-

тi вперше були систематично розглянутi вертикальнi поверхнi у довiль-

ному тривимiрному субрiмановому многовидi з двовимiрним горизонталь-

ним розподiлом, знайдено їхнi загальнi формули першої та другої варiацiї,
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проаналiзованi зв’язки мiж мiнiмальнiстю та стiйкiстю таких поверхонь у

рiмановому та субрiмановому сенсах.

У дисертацiйнiй роботi було введено оператор Якобi вертикальної мiнi-

мальної поверхнi у загальному виглядi й доведено достатню умову стiйкостi

поверхнi в термiнах цього оператора.

Для тривимiрних груп Лi Ẽ(2), Nil, Sol, ˜SL(2,R) у дисертацiйнiй робо-

тi вперше були розглянутi загальнi лiвоiнварiантнi субрiмановi структури,

що визначенi фiксованою лiвоiнварiантною метрикою i довiльним лiвоiнва-

рiантним горизонтальним розподiлом. До цього у лiтературi для кожної з

цих груп розглядалася лише одна «стандартна» структура. Для цих стру-

ктур були данi повнi описи мiнiмальних вертикальних поверхонь та дослi-

джено їхню стiйкiсть. Крiм того, на групi ˜SL(2,R) вперше були дослiдженi

приклади нелiвоiнварiантних субрiманових структур.

Для поверхонь у групi Лi Ẽ(2) зi стандартною субрiмановою структу-

рою у дисертацiйнiй роботi були отриманi новi формули першої та другої

варiацiї для довiльної (не обов’язково вертикальної) поверхнi та критерiї

мiнiмальностi у рiзних формах, зокрема, для явно заданих поверхонь.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики

факультету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унi-

верситету iменi В.Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних

дослiджень кафедри, у рамках виконання завдань перспективного плану

розвитку наукового напряму «Математичнi науки та природничi науки» та

в рамках конкурсу математичних проєктiв фонду iменi Н.I. Ахiєзера 2025

року, коли результати дослiджень були вiдзначенi стипендiєю фонду.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота носить тео-

ретичний характер. Результати роботи доповнюють i розширюють наявнi

знання з мiнiмальних поверхонь у субрiмановiй геометрiї та їхньої стiйкостi.

Вони можуть бути використанi у подальших дослiдженнях з цiєї тематики,
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зокрема, для формулювання i доведення нових теорем типу Бернштейна

для широких класiв субрiманових структур.

Особистий внесок здобувача. Дисертацiйна робота є самостiйним

науковим дослiдженням автора. Постановка задачi була здiйснена науко-

вим керiвником Є.В. Петровим. Роботи [66], [27] виконанi у спiвпрацi з

науковим керiвником, робота [28] виконана здобувачем особисто. Усi ре-

зультати, шо представленi в роздiлах 2-4 дисертацiї, були отриманi авто-

ром особисто. Протягом усього дослiдження вони активно обговорювали-

ся з науковим керiвником. Результати, що належать iншим математикам,

згадуються за необхiдностi для повноти викладення та супроводжуються

необхiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись i обговорювались на наступних конференцiях:

1. Гавриленко I., Петров Є. Cтiйкiсть мiнiмальних поверхонь у субрi-

мановому многовидi Ẽ(2). International Scientific Online Conference

«Algebraic and Geometric Methods of Analysis» Devoted to 160 Anni-

versary of Dmytro Grave, Odesa, May 29-June 1, 2023.

2. Havrylenko I., Petrov E. Stability of vertical minimal surfaces in three-

dimensional sub-Riemannian manifolds. International Scientific Online

Conference «Algebraic and Geometric Methods of Analysis», Odesa, May

27-30, 2024.

3. Havrylenko I. Stability of minimal surfaces in three-dimensional sub-
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Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiкованi

у фахових журналах, пройшли апробацiю на наукових конференцiях. Ре-

зультати дисертацiї мiстяться у трьох статтях [66], [27], [28], з яких одна
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написана без спiвавторiв, i в тезах доповiдей на трьох конференцiях [65],

[25], [26].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, перелiку використаних

джерел та додатку. Повний об’єм дисертацiйної роботи становить 125 сторi-

нок, з них обсяг основного тексту – 92 сторiнки, 4 рисунки по тексту, список

використаних джерел iз 66 найменувань на 6 сторiнках, один додаток на 3

сторiнках.
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1 Базовi вiдомостi та огляд лiтератури

1.1 Субрiмановi многовиди та їхнi приклади

Поняття субрiманового многовиду є одним з природних узагальнень рiма-

нової структури. Цi об’єкти вiдiграють важливу роль у сучаснiй диференцi-

альнiй геометрiї та теорiї керування. У цьому роздiлi пiд гладкiстю будемо

розумiти нескiнченну гладкiсть, якщо не зазначене iнше.

Означення 1.1. Гладкий векторний розподiл H на гладкому рiманово-

му многовидi M зветься цiлком неiнтегровним (цiлком неголономним),

якщо в деякому околi U кожної точки M має локальний базис iз гладких

векторних полiв {X1, . . . , Xm} такий, що значення цих полiв та їхнiх ду-

жок Лi вигляду [. . . [[Xi1, Xi2], Xi3], . . . , Xik] утворюють у кожнiй точцi p

околу U повну систему у дотичному просторi TpM .

Ця властивiсть є у певному сенсi протилежною до властивостi iнте-

гровностi розподiлу, тобто iснування у нього iнтегрального шарування,

яка згiдно з теоремою Фробенiуса (див. [61]) еквiвалентна тому, що дуж-

ка Лi будь-яких двох векторних полiв, що мiстяться у розподiлi, також

мiститься у ньому. На многовидi M непарної вимiрностi 2m + 1 цiлком

неiнтегровний гiперрозподiл (тобто 2m-вимiрний) ще звуть контактною

структурою. Зауважимо також, що розподiл H задає на M (взагалi кажу-

чи, нелiнiйну) задачу керування, що локально має вигляд γ′ =
m∑
i=1

(uiXi)γ

для базису {X1, . . . , Xm} цього розподiлу, де γ – шукана траєкторiя систе-

ми, а функцiї ui задають керування (див. [5, 38]).

Означення 1.2. Субрiмановим многовидом зветься трiйка (M,H, ⟨·, ·⟩H),

де M – гладкий многовид, H – цiлком неiнтегровний гладкий векторний

розподiл на M , що зветься горизонтальним розподiлом, а ⟨·, ·⟩H – глад-

ке поле евклiдових скалярних добуткiв на H, що зветься субрiмановою

метрикою.
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Зокрема, для тривiального розподiлу, що збiгається з дотичним розша-

руванням M (тобто Hp = TpM для будь-якої точки p ∈ M) субрiмановий

многовид таким чином є рiмановим. У бiльш загальному випадку, якщо

M рiмановий, субрiманову метрику можна побудувати як обмеження на H

рiманової метрики M . Субрiмановi структури, що побудованi саме таким

чином, ми й будемо розглядати у подальшому. У контекстi задач керува-

ння субрiманова метрика може задавати критерiї оптимiзацiї, за якими

обирається розв’язок задачi (траєкторiя).

Означення 1.3. Абсолютно неперервна крива γ : I → M (тобто непе-

рервна i така, що майже для усiх t ∈ I визначений дотичний вектор

γ′(t) так, що виконуються формули Ньютона – Лейбниця у локальних

координатах) у субрiмановому многовидi (M,H, ⟨·, ·⟩H), що визначена на

промiжку I, зветься горизонтальною, якщо вона дотикається до гори-

зонтального розподiлу: γ′(t) ∈ Hγ(t) для усiх t ∈ I, де визначений γ′(t).

(Субрiмановою) довжиною горизонтальної кривої γ зветься

l(γ) =

∫
I

√
⟨γ′(t), γ′(t)⟩H dt.

Субрiмановою (внутрiшньою) вiдстанню (або вiдстанню Карно – Кара-

теодорi) мiж точками p, q ∈ M у субрiмановому многовидi (M,H, ⟨·, ·⟩H)

зветься iнфiмум довжин горизонтальних абсолютно неперервних шля-

хiв γ : [a, b] → M , що з’єднують цi точки, тобто таких, що γ(a) = p i

γ(b) = q.

Властивiсть повної неiнтегровностi горизонтального розподiлу вiдiграє

ключову роль у доведеннi наступної теореми.

Теорема 1.1 (П.К. Рашевський, В.-Л. Чжоу). Для будь-яких двох точок p

i q субрiманового многовиду (M,H, ⟨·, ·⟩H), що належать до одної зв’язної

компоненти M , iснує горизонтальний шлях, що їх поєднує.

Звiдси випливає, що субрiманова вiдстань мiж будь-якими точками p, q ∈
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M є скiнченною, якщо многовид M (лiнiйно) зв’язний, бiльш того, є метри-

кою на M , метрична топологiя якої збiгається з вихiдною топологiєю M . Iз

загальних властивостей внутрiшнiх метрик також випливає, що, якщо вiд-

повiдний метричний простiр повний, то мiж будь-якими двома його точка-

ми iснує горизонтальна найкоротша, тобто шлях, довжина якого дорiвнює

вiдстанi мiж точками. Для задач керування горизонтальнi шляхи вiдповiд-

ають допустимим траєкторiям, а найкоротшi – оптимальним. Попередня

теорема тодi гарантує iснування допустимих траєкторiй мiж довiльними

початковою та кiнцевою точками, тобто повну керованiсть задачi. Дове-

дення цих фактiв, дослiдження субрiманових найкоротших та геодезичних

(кривих, що є найкоротшими на достатньо малих промiжках), огляд iнших

питань субрiманової геометрiї та її застосувань див. у [5, 38, 40, 46].

Наступний клас субрiманових многовидiв було введено у [49, 51]:

Означення 1.4. Однозв’язна група Лi G зветься групою Карно ступе-

ня k ⩾ 2, якщо її алгебра Лi g є прямою сумою нетривiальних векторних

пiдпросторiв V1 ⊕ . . . ⊕ Vk таких, що [V1, Vi] = Vi+1 для 1 ⩽ i ⩽ k − 1 i

[V1, Vk] = 0.

З цiєї умови випливає, що [Vi, Vj] ⊂ Vi+j для будь-яких i та j. Зокре-

ма, будь-яка група Карно нiльпотентна, а отже дифеоморфна Rn. Лiво-

iнварiантний розподiл H, що породжений V1, є цiлком неiнтегровним в

силу попереднього означення, тому будь-яка субрiманова метрика на ньо-

му задає субрiманову структуру на G. Класичним прикладом групи Кар-

но є (2m + 1)-вимiрна група Гейзенберга Nil2m+1. Її алгебра Лi має ба-

зис {X1, . . . , X2m+1}, ненульовими дужками Лi якого є лише [Xi, Xm+i] =

−[Xm+i, Xi] = X2m+1 для усiх i вiд 1 до m, тому це група Карно ступеня 2,

де V1 є лiнiйною оболонкою {X1, . . . , X2m}. Якщо ототожнити Nil2m+1 з

простором R2m+1, то у його глобальних координатах
(
x1, . . . , x2m+1

)
групо-
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ва операцiя матиме вигляд(
x1, . . . , x2m+1

) (
y1, . . . , y2m+1

)
=

=

(
x1 + y1, . . . , x2m + y2m, x2m+1 + y2m+1 +

1

2

m∑
i=1

(
xiym+i − xm+iyi

))
,

а базиснi вектори алгебри Лi вiдповiдатимуть лiвоiнварiантним полям

Xi =
∂

∂xi
− xm+i

2

∂

∂x2m+1
, 1 ⩽ i ⩽ m,

Xm+i =
∂

∂xm+i
+

xi

2

∂

∂x2m+1
, 1 ⩽ i ⩽ m, X2m+1 =

∂

∂x2m+1
.

Побудуємо субрiманову структуру на Nil2m+1 з лiвоiнварiантним горизон-

тальним розподiлом H, що породжений полями {X1, . . . , X2m} (вiн також

є прикладом контактної структури), i субрiмановою метрикою, для якої

цi поля утворюють ортонормовану систему у кожнiй точцi. Ця метрика є

таким чином лiвоiнварiантною i може бути описана як обмеження на H

лiвоiнварiантної метрики на Nil2m+1, що визначена ортонормованим бази-

сом з полiв {X1, . . . , X2m+1}. Зокрема, тривимiрна група Гейзенберга Nil3

з цiєю метрикою, яку далi будемо позначати просто через Nil, є одною

з тривимiрних геометрiй Терстона ([59, 62]). У роздiлi 4.2 ми розглянемо

також iншi субрiмановi структури на нiй.

У подальшому будемо називати структуру субрiманового многовиду

(G,H, ⟨·, ·⟩H) на групi Лi G лiвоiнварiантною, якщо горизонтальний роз-

подiл H i субрiманова метрика ⟨·, ·⟩H є лiвоiнварiантними, зокрема, якщо

⟨·, ·⟩H є обмеженням на H лiвоiнварiантної метрики, що задана на G, як

у попередньому прикладi. Такi субрiмановi структури iснують не лише на

групах Карно.

Так, тривимiрна група Гейзенберга включається до сiмейства триви-

мiрних субрiманових многовидiв, що були описанi у [58] як субрiмановi

простори сталої кривини (просторовi форми) M(κ) для κ = −1, 0, 1. Ра-

нiше вони виникали, зокрема, у [15] як тривимiрнi субрiмановi однорiднi

простори, тобто такi, на яких група iзометрiй дiє транзитивно, з макси-

мальною вимiрнiстю 4 такої групи. З топологiчної точки зору вони є унi-

35



версальними накриттями над розшаруваннями одиничних дотичних векто-

рiв двовимiрних просторiв сталої кривини κ, а субрiмановi структури на

них будуються у [58] за допомогою сасакiєвих структур на розшаруваннях.

А саме, M(0) = Nil – це група Гейзенберга з описаною вище структурою,

M(1) = S3 – тривимiрна сфера зi стандартною метрикою сталої кривини,

субрiманова структура на якiй визначена цiєю метрикою i горизонтальним

розподiлом, що ортогональний до поля Хопфа

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
− w

∂

∂z
+ z

∂

∂w

(у координатах простору R4 ⊃ S3), а M(−1) = ˜SL(2,R) – унiверсальне

накриття групи SL(2,R) дiйсних матриць порядку 2 з визначником 1, що

буде детально описана далi у роздiлi 4.4. Усi цi простори є групами Лi

з лiвоiнварiантними субрiмановими структурами (зокрема, на S3 = SU(2)

розглядається стандартна структура, що визначена множенням одиничних

кватернiонiв або унiтарних матриць порядку 2 з визначником 1), але серед

них лише Nil може бути групою Карно, бо iншi двi групи Лi є простими.

Iншими прикладами тривимiрних груп Лi, на яких природним чином

виникають лiвоiнварiантнi субрiмановi структури, є група власних рухiв

евклiдової площини E(2) та її унiверсальний накриваючий простiр Ẽ(2)

(див. її детальний опис далi у роздiлi 2.1), а також група Sol (роздiл 4.3).

Цi групи розв’язнi, але не нiльпотентнi (це випливатиме з формул (2.2)

i (4.15) вiдповiдно), тому не можуть мати структури груп Карно. Зауважи-

мо також, що перелiченi тут тривимiрнi групи Лi є унiмодулярними ([48]),

а рiмановi метрики на них, що задають стандартнi субрiмановi структури,

усi включаються до списку тривимiрних геометрiй Терстона.
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1.2 Стiйкiсть мiнiмальних гiперповерхонь

у рiмановiй геометрiї

Надамо необхiднi вiдомостi, що стосуються мiнiмальних гiперповерхонь у

рiманових многовидах та їхньої стiйкостi. Доведення наведених тут фактiв

та iншi деталi можна знайти у [12, 60].

Нехай Σ – гладка занурена n-вимiрна гiперповерхня у рiмановому мно-

говидi M (тут i далi пiд гладкiстю гiперповерхонь, зокрема поверхонь, розу-

мiємо C2-гладкiсть, якщо не вказане iнше), N – її одиничне нормальне поле.

Це поле може бути глобально коректно визначене i є тодi гладким, зокрема,

у випадку орiєнтовної гiперповерхнi у орiєнтовному многовидi. У загально-

му випадку воно визначене принаймнi локально в околi кожної точки. Тут

i далi позначатимемо через ⟨·, ·⟩ рiманову метрику M , через ∇ – рiманову

зв’язнiсть (Левi-Чiвiта) цiєї метрики, через B – оператор Вейнгартена гi-

перповерхнi Σ вiдносно N . Таким чином, B(X) = −∇XN для будь-якого

дотичного векторного поля X на Σ, а значення другої фундаментальної

форми Σ вiд дотичних полiв X та Y дорiвнює ⟨∇XY,N⟩ = ⟨B(X), Y ⟩.

Функцiя середньої кривини Σ визначається рiвнiстю

H =
1

n
TrB =

1

n

n∑
i=1

⟨B(Ei), Ei⟩ = −1

n

n∑
i=1

⟨∇Ei
N,Ei⟩ = −1

n
divΣN, (1.1)

де {E1, . . . , En} – (локальний) ортонормований репер векторних полiв iнду-

кованої метрики (першої фундаментальної форми) Σ, а divΣ – функцiонал

дивергенцiї цiєї метрики. У наступному означеннi вважаємо, що N визна-

чене принаймнi на носiї функцiї u.

Означення 1.5. Нормальною варiацiєю гiперповерхнi Σ, що задана глад-

кою функцiєю u, будемо називати вiдображення φ : Σ × I → M , що ви-

значене умовою

φs(p) = expp(s u(p)N(p)),

де I – деякий вiдкритий окiл нуля в R, а expp – рiманове експоненцiйне
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вiдображення.

Iншими словами, ми будуємо варiацiю, випускаючи геодезичнi з точки

p у нормальному напрямку u(p)N(p). З властивостей експоненцiйного вiд-

ображення (див, наприклад, [29]) випливає, що для s iз достатньо малого

iнтервалу I вiдображення φs є дифеоморфiзмами мiж Σ та гiперповерхня-

ми варiацiї Σs = φs(Σ). Тут i в подальшому ми будемо розглядати лише

нормальнi варiацiї з компактним носiєм, вважаючи замикання носiя фун-

кцiї u в означеннi 1.5 компактним. Iншими словами, ми вважаємо, що u

дорiвнює нулю на межi деякої компактної областi та за її межами.

Позначимо через V (s) = V (Σs) рiмановий об’єм гiперповерхнi варiацiї

Σs, що вiдповiдає параметру s. Тодi V ′(0) зветься першою (нормальною)

варiацiєю об’єму гiперповерхнi, що вiдповiдає φ, а V ′′(0) – другою. Заува-

жимо, що для обчислення першої та другої варiацiй достатньо знайти об’єм

образу носiя u, замикання якого є компактним. Гiперповерхня Σ зветься

мiнiмальною, якщо V ′(0) = 0 для будь-яких нормальних варiацiй з компа-

ктним носiєм, зокрема, коли носiї вiдповiдних функцiй u в Σ мають най-

меншi об’єми серед гiперповерхонь варiацiї. Таким чином, мiнiмальними

називають стацiонарнi точки функцiонала рiманового об’єму для описаної

вище варiацiйної задачi. Вiдповiдне рiвняння Ейлера – Лагранжа можна

записати з використанням формули першої варiацiї гiперповерхнi

V ′(0) = −n

∫
Σ

Hu dΣ, (1.2)

де dΣ – рiманова форма об’єму iндукованої метрики Σ. Звiдси випливає,

що Σ мiнiмальна тодi й тiльки тодi, коли середня кривина H = 0. Друга

варiацiя об’єму мiнiмальної гiперповерхнi, що вiдповiдає φ з означення 1.5,

обчислюється за допомогою рiманової формули другої варiацiї

V ′′(0) =

∫
Σ

|∇Σu|2 −
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ, (1.3)

де Ric (N,N) – значення тензора Рiччi многовиду M у напрямку нормаль-
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ного поля N , |∇Σu|2 – квадрат довжини рiманового градiєнта u (у iндуко-

ванiй метрицi Σ), |B|2 – квадрат норми другої квадратичної форми гiпер-

поверхнi. Вони можуть бути знайденi за формулами

|∇Σu|2 =
n∑

i=1

Ei(u)
2, |B|2 =

n∑
i,j=1

⟨B(Ei), Ej⟩2,

у позначеннях як вище. Мiнiмальна гiперповерхня Σ зветься стiйкою, якщо

V ′′(0) ⩾ 0 для будь-яких функцiй u з компактним носiєм на M . Стiйкiсть

таким чином еквiвалентна тому, що Σ мiнiмiзує об’єми компактних обла-

стей серед гiперповерхонь варiацiї. Формулу другої варiацiї також можна

переписати у виглядi

V ′′(0) = −
∫
Σ

uL(u) dΣ,

де L – оператор Якобi гiперповерхнi. Це лiнiйний оператор на просторi

гладких функцiй на Σ, що визначений формулою

L(u) = ∆Σu+
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u. (1.4)

Тут ∆Σ – лапласiан (оператор Лапласа – Бельтрамi) iндукованої метрики

Σ. Якщо L(u) = 0 для u з компактним носiєм, поле uN зветься (нормаль-

ним) полем Якобi на Σ. Iснування такого ненульового поля є достатньою

умовою нестiйкостi гiперповерхнi. З iншого боку, оператор Якобi може бути

використаний для доведення стiйкостi за допомогою наступної теореми.

Теорема 1.2 (Д. Фiшер-Колбрi, Р. Шоен, [16]). Нехай Σ – повна неком-

пактна мiнiмальна гiперповерхня у рiмановому многовидi, для якої ви-

значене гладке одиничне нормальне векторне поле N . Ця гiперповерхня є

стiйкою тодi й тiльки тодi, коли на нiй iснує гладка додатна функцiя u,

що задовольняє рiвнянню L(u) = 0.

Класична теорема С.H. Бернштейна стверджує, що мiнiмальна явно за-

дана поверхня z = f(x, y) у тривимiрному евклiдовому просторi E3, що

визначена на усiй координатнiй площинi (x, y), є площиною, тобто фун-

кцiя f є лiнiйною. Зауважимо, що явно заданi мiнiмальнi поверхнi мiнiмi-
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зують площу, отже, є стiйкими. Тому узагальненням теореми Бернштейна

є наступний результат, що був отриманий незалежно О.В. Погорєловим,

М. до Кармо i К.К. Пенгом ([6]) та Д. Фiшер-Колбрi i Р. Шоеном ([16]). В

останньому з цих доведень було використано теорему 1.2.

Теорема 1.3. Повна зв’язна орiєнтовна мiнiмальна поверхня Σ у E3 є

стiйкою тодi й тiльки тодi, коли є площиною.

Пiзнiше у [57] було показано, що повних зв’язних неорiєнтовних стiйких

мiнiмальних поверхонь у E3 не iснує. Узагальнення теореми 1.3 для гiпер-

поверхонь у E4 було нещодавно отримане у [10], також опублiкованi пре-

принти з узагальненнями для гiперповерхонь у E5 ([11]) i E6 ([43]). Вiдомий

результат [4] свiдчить про те, що узагальнення теореми Бернштейна, а отже

й теореми 1.3, не виконується для гiперповерхонь у евклiдових просторах

вимiрностi бiльшої за 7. Для гiперповерхонь у просторах сталої ненульової

кривини iснують й iншi узагальнення теореми Бернштейна. Так, О.В. По-

горєлов показав, що, якщо дотичнi гiперплощини компактної мiнiмальної

гiперповерхнi у сферi не мiстять якусь точку або якщо ця гiперповерхня

однозв’язна та її дотичнi гiперплощини не мiстять якусь геодезичну, то це

цiлком геодезична гiперсфера.

Аналогiчно до мiнiмальних, n-вимiрнi гiперповерхнi з ненульовою ста-

лою середньою кривиною можуть бути охарактеризованi як стацiонарнi

точки функцiонала n-вимiрного рiманового об’єму вiдносно варiацiй, що

зберiгають (n + 1)-вимiрний рiмановий об’єм, який обмежує гiперповерх-

ня. Стiйкiсть для таких гiперповерхонь визначається теж вiдносно такого

роду варiацiй. Вiдомо, що повна зв’язна орiєнтовна поверхня у E3 з нену-

льовою сталою середньою кривиною є стiйкою тодi й тiльки тодi, коли це

сфера ([41]), а для довiльної вимiрностi компактна зв’язна орiєнтовна гi-

перповерхня з ненульовою сталою середньою кривиною у просторi сталої

кривини є стiйкою тодi й тiльки тодi, коли це геодезична гiперсфера ([1, 2]).
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1.3 Мiнiмальнi поверхнi у субрiмановiй геометрiї

та їхня стiйкiсть

Тут i далi нехай Σ – (C2-гладка занурена) поверхня у тривимiрному субрi-

мановому многовидi (M,H, ⟨·, ·⟩H), субрiманова метрика ⟨·, ·⟩H якого буду-

ється як обмеження на горизонтальний розподiл H деякої рiманової метри-

ки ⟨·, ·⟩ на M . Використаємо для Σ тi ж позначення, що у попередньому

роздiлi, зокрема її одиничне нормальне поле (у рiмановому сенсi) познача-

тимемо через N . Сингулярна множина Σ0 цiєї поверхнi складається з тих

її точок p, для яких дотична площина TpΣ збiгається з Hp (сингулярних ).

Позначимо через Nh ортогональну проєкцiю поля N на H (субрiманове

нормальне поле). Тодi можна описати сингулярну множину Σ як

Σ0 = {p ∈ Σ | Nh(p) = 0}.

Решту точок поверхнi будемо називати регулярними. Тут, як i у побудовi

субрiманової внутрiшньої вiдстанi, суттєвою є повна неiнтегровнiсть роз-

подiлу H, бо з неї випливає, що Σ0 має нульову рiманову площу: майже усi

точки поверхнi є регулярними.

Означення 1.6. Субрiманова площа областi D ⊂ Σ визначається як

A(D) =

∫
D

|Nh| dΣ,

де довжина |Nh| субрiманового нормального поля обчислюється вiдповiд-

но до субрiманової метрики, а dΣ – рiманова форма площi iндукованої

метрики (першої фундаментальної форми) Σ.

Зауважимо, що хоча одиничне нормальне поле N , взагалi кажучи, не є

коректно глобально визначеним у загальному випадку, довжина його про-

єкцiї |Nh| визначена однозначно, тому попереднi означення мають сенс.

Тим не менш, починаючи з цього мiсця, ми вважатимемо усi поверхнi Σ

та многовиди M орiєнтовними, а поле N – глобально заданим. Визначимо
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нормальну варiацiю поверхнi Σ, що задана гладкою функцiєю u, так само,

як у рiмановому випадку, за означенням 1.5:

φ : Σ× I → M : φs(p) = expp(su(p)N(p)) (1.5)

Тут знову розглядаємо лише варiацiї з компактними носiями. Крiм того,

вважаємо, що носiї варiацiй мiстяться у множинi регулярних точок Σ \Σ0.

Позначимо через A(s) = A(Σs) субрiманову площу поверхнi варiацiї Σs =

φs(Σ), що вiдповiдає параметру s:

A(s) = A(Σs) =

∫
Σs

|Nh
s | dΣs, (1.6)

де Nh
s – субрiманове нормальне поле Σs, а dΣs – рiманова форма площi її iн-

дукованої метрики. Наступнi означення повторюють їхнi рiмановi аналоги

з попереднього роздiлу.

Означення 1.7. A′(0) зветься першою (нормальною) варiацiєю субрiма-

нової площi поверхнi Σ, що вiдповiдає φ, а A′′(0) – другою.

Знову ж, для обчислення першої та другої варiацiй достатньо знаходити

площi образiв носiя u, що має компактне замикання.

Означення 1.8. Поверхня Σ зветься мiнiмальною, якщо A′(0) = 0 для

будь-яких нормальних варiацiй з компактним носiєм у Σ\Σ0. Мiнiмальна

поверхня Σ зветься стiйкою, якщо A′′(0) ⩾ 0 для будь-яких нормальних

варiацiй з компактним носiєм у Σ \ Σ0.

Таким чином, як i у рiмановому випадку, мiнiмальними поверхнями ми

називаємо стацiонарнi точки субрiманового функцiонала площi, а стiйки-

ми – мiнiмальнi поверхнi, що мiнiмiзують площi компактних областей серед

поверхонь варiацiї.

Поняття субрiманової площi поверхнi у субрiмановому многовидi та мi-

нiмальностi такої поверхнi було вперше запропоноване у [20]. У подальшому

такi поверхнi дослiджувалися в рiзних субрiманових геометрiях. Особливо
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ретельно вивченим є випадок субрiманової тривимiрної групi Гейзенберга

Nil (див. опис її та iнших субрiманових многовидiв, що згадуватимуться

далi, вище у роздiлi 1.1; тут ми позначаємо глобальнi координати на Nil

через (x, y, z)). Мiнiмальним поверхням у цiй субрiмановiй геометрiї бу-

ли присвяченi, промiж iнших, роботи [8, 9, 52, 54] (див. також короткий

огляд у [55]). Зокрема, у [8] було дано опис сингулярних множин таких

поверхонь, а у [54] було отримано формулу першої варiацiї для цього ви-

падку i показано, що поверхня Σ у Nil є мiнiмальною тодi й тiльки тодi,

коли її субрiманова середня кривина нульова в регулярних точках, а Σ є

об’єднанням характеристичних кривих, що перетинають сингулярну мно-

жину ортогонально (див. пояснення цих понять далi у роздiлi 2.1). Дослi-

дження стiйкостi мiнiмальних поверхонь у Nil було проведене Д. Данiеллi,

Н. Гарофало, Д.М. Ньо i С.Д. Паулсом у [14] для випадку вкладених по-

верхонь та А. Хуртадо, М. Рiторе i С. Росалесом у [33] для занурених (див.

також [13]), де були отриманi формули другої варiацiї та наступний аналог

теореми Бернштейна.

Теорема 1.4. Повна зв’язна орiєнтовна мiнiмальна поверхня у Nil з по-

рожньою сингулярною множиною є стiйкою тодi й тiльки тодi, коли є

вертикальною (тобто паралельною до осi z) евклiдовою площиною.

Тут i далi поверхня зветься повною, якщо вона повна вiдносно iндукова-

ної рiманової метрики. У [33] попереднiй результат було далi використано

для доведення наступної бiльш загальної теореми типу Бернштейна, що є

аналогом теореми 1.3.

Теорема 1.5. Повна зв’язна орiєнтовна мiнiмальна поверхня у Nil є

стiйкою тодi й тiльки тодi, коли це евклiдова площина або поверхня,

що iзометрична до гiперболiчного параболоїда z = 1
2 xy.

Iншi постановки задачi Бернштейна для поверхонь у групi Гейзенбер-

га, зокрема поверхнi меншої гладкостi, нiж C2, дослiджувалися, зокрема,

43



у [47, 56, 19, 50, 24, 64], див. також монографiю [7]. Окремi результати, що

стосуються задач Бернштейна для мiнiмальних гiперповерхонь у групах

Гейзенберга Nil2m+1 вищих вимiрностей було отримано у [3, 23, 53]. Нещо-

давно у [21, 22] задача Бернштейна була розглянута також для поверхонь у

тривимiрнiй групi Гейзенберга з субфiнслеровою структурою, що узагаль-

нює субрiманову, при цьому було отримано аналог теореми 1.5. Див. також

досить повний огляд лiтератури з гiперповерхонь у групах Гейзенберга та

задач Бернштейна для них у нещодавньому препринтi [23].

У циклi робiт А. Хуртадо i С. Росалеса [32, 58, 34, 35, 36, 37] наведенi

вище результати було узагальнено на бiльш загальний випадок поверхонь

у тривимiрних субрiманових просторах сталої кривини M(κ), що є стацiо-

нарними точками функцiонала субрiманової площi вiдносно варiацiй, якi

зберiгають обмежений поверхнею тривимiрний рiмановий об’єм, i є таким

чином аналогом поверхонь сталої середньої кривини для цих просторiв.

Стiйкiсть таких поверхонь теж визначається аналогiчно до рiманового ви-

падку. У [58] було показано, що цi поверхнi дiйсно мають сталу субрiма-

нову середню кривину за межами сингулярної множини (нульову, якщо не

враховувати умову збереження об’єму, тобто для мiнiмальних поверхонь)

i що, якщо повна поверхня сталої субрiманової середньої кривини H стiй-

ка, то H2 + κ ⩽ 0, причому рiвнiсть досягається лише для вертикальних

поверхонь, тобто таких, дотичнi площини яких перпендикулярнi до гори-

зонтального розподiлу (див. далi роздiл 3). Звiдси при κ = 0, тобто для

групи Гейзенберга, випливає узагальнення теореми 1.4 на поверхнi сталої

середньої кривини, при κ = 1, тобто для субрiманової сфери, – неiсну-

вання повних стiйких поверхонь сталої середньої кривини з порожньою

сингулярною множиною i при κ = −1, тобто для ˜SL(2,R), – обмеження

H2 ⩽ 1 на середню кривину таких поверхонь. У [32, 34] для κ = −1, 0, 1 i

довiльного H такого, що H2+ κ > 0, були побудованi поверхнi в M(κ) ста-

лої середньої кривини H з непорожнiми сингулярними множинами – т. зв.
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сфери Пансю – i доведено їхню стiйкiсть, а у [37] – показано, що, бiльш

того, у субрiмановiй сферi цi поверхнi мiнiмiзують площу. Сфери Пансю

будуються як об’єднання субрiманових геодезичних, що поєднують певнi

пари точок простору. У [36] було отримано аналог теореми 1.5 для повних

зв’язних вкладених поверхонь сталої середньої кривини в M(κ) при κ ⩾ 0.

А саме, було показано, що в групi Гейзенберга такi поверхнi вичерпуються

поверхнями, що перелiченi у теоремi 1.5, та сферами Пансю, а у субрiма-

новiй сферi – лише сферами Пансю. У [35] дослiджувалися iншi приклади

поверхонь сталої середньої кривини у M(κ) та їхня стiйкiсть, при цьому

було знайдено стiйкi поверхнi у ˜SL(2,R) з H2 < 1 (зокрема мiнiмальнi) та

порожньою сингулярною множиною, що не є вертикальними.

Формули другої варiацiї у рiзних формах було також отримано у [8, 17]

для поверхонь у тривимiрних псевдоермiтових многовидах, у [18] для по-

верхонь у групi Sol, у [44, 45] для гiперповерхонь у групах Карно, i у [31]

для гiперповерхонь у т. зв. вертикально жорстких субрiманових многови-

дах, що узагальнюють групи Карно. Зауважимо, що у [45] для дослiджен-

ня стiйкостi було отримано аналог теореми 1.2 (точнiше, достатньої умови

стiйкостi у нiй) для мiнiмальної гiперповерхнi у групi Карно, а у [35] – для

мiнiмальної поверхнi у тривимiрному субрiмановому просторi сталої кри-

вини. Мiнiмальнi поверхнi в групi Ẽ(2) дослiджувалися, зокрема, у [30], де

також обговорювалося застосування таких поверхонь до задач математи-

чного моделювання в нейробiологiї, але питання стiйкостi не розглядалися,

i у [17], де було отримано аналоги теореми Бернштейна (див. детальнiше

про це у роздiлi 4.1).

Таким чином, опис мiнiмальних поверхонь та їхньої стiйкостi у субрiма-

новiй геометрiї здiйснено лише для обмеженого списку стандартних стру-

ктур, а їхнє дослiдження у загальному випадку далеке вiд завершення.

Одна зi складностей, якi тут виникають, полягає в тому, що друга i навiть

перша варiацiї субрiманової площi поверхнi iстотно залежать вiд субрiмано-
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вої структури, тобто не iснує загальних формул цих варiацiй, на вiдмiну вiд

рiманового випадку (формули (1.2) i (1.3) вiдповiдно): їх необхiдно виводи-

ти для кожного субрiманового многовиду. Крiм того, цi формули можуть

бути досить складними навiть для простих структур. Прикладом цього є

формули другої варiацiї для поверхонь у групi Гейзенберга ([33]) i групi

Ẽ(2) (теорема 2.2 далi). Тому доцiльно розглядати спецiальнi класи мiнi-

мальних поверхонь, для яких варiацiї можуть бути обчисленi в загальному

випадку. У роздiлах 3 i 4 ми дослiджуємо один такий клас: вертикальнi

поверхнi.
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2 Мiнiмальнi поверхнi

у субрiмановому многовидi Ẽ(2)

У даному роздiлi роботи розглядаються мiнiмальнi поверхнi у групi Лi

Ẽ(2), що є унiверсальним накриваючим простором групи E(2) власних ру-

хiв евклiдової площини, з лiвоiнварiантною субрiмановою структурою, їхнi

формули варiацiї субрiманової площi, приклади мiнiмальних i зокрема стiй-

ких поверхонь.

2.1 Формула першої варiацiї та мiнiмальнi поверхнi

Оскiльки група Ẽ(2) однозв’язна i розв’язна (це випливає з (2.2) нижче), її

можна описати як простiр R3 з координатами (x, y, z). Тут (x, y) вiдповiдає

вектору паралельного перенесення, а z – куту обертання руху площини.

Тодi груповий добуток визначається множенням рухiв

(x, y, z)(x′, y′, z′) = (x+ x′ cos z − y′ sin z, y + x′ sin z + y′ cos z, z + z′),

звiдки випливає, що лiвоiнварiантнi векторнi поля

X1 = cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y
, X2 =

∂

∂z
, X3 = sin z

∂

∂x
− cos z

∂

∂y
(2.1)

утворюють базис алгебри Лi. Ненульовими дужками Лi цих полiв є

[X1, X2] = −[X2, X1] = X3, [X2, X3] = −[X3, X2] = X1. (2.2)

Визначимо на Ẽ(2) лiвоiнварiантну рiманову метрику ⟨·, ·⟩ ортонормованим

базисом векторних полiв {X1, X2, X3}. Помiтимо, що вона евклiдова. У лi-

тературi, зокрема у [30, 17], зазвичай розглядається субрiманова структура,

для якої горизонтальним є лiвоiнварiантний розподiл H, що породжений

базисом {X1, X2}. Дiйсно, вiн цiлком неiнтегровний в силу (2.2). У якостi

субрiманової метрики на цьому розподiлi розглянемо обмеження евклiдової

метрики на H.

Нехай ∇ – рiманова зв’язнiсть метрики ⟨·, ·⟩. Тодi з формули Кошуля
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та (2.2) (або просто з (2.1) i того, що ∇ пласка) отримуємо

∇X1
X1 = ∇X1

X2 = ∇X1
X3 = ∇X2

X2 = ∇X3
X1 =

= ∇X3
X2 = ∇X3

X3 = 0, ∇X2
X1 = −X3, ∇X2

X3 = X1.
(2.3)

Також, оскiльки ⟨·, ·⟩ евклiдова, її оператор кривини нульовий.

Тут i далi у роботi ми будемо використовувати наступнi позначення, що

стосуються орiєнтовної поверхнi Σ у орiєнтовному тривимiрному субрiма-

новому многовидi з двовимiрним горизонтальним розподiлом H, зокрема у

Ẽ(2). У такої поверхнi коректно визначенi гладкi глобальне одиничне нор-

мальне поле N та субрiманове нормальне поле Nh = N −⟨N,X3⟩X3, тобто

ортогональна проєкцiя N на H. На регулярнiй частинi Σ \Σ0 поверхнi ви-

значимо тодi горизонтальне гаусове вiдображення νh = Nh

|Nh| та характе-

ристичне векторне поле Z, яке у кожнiй регулярнiй точцi p поверхнi Σ

утворюється з νh(p) обертанням на прямий кут у площинi Hp (в орiєнтацiї,

що визначена вектором нормалi X3(p) цiєї площини). Це поле є дотичним

до Σ за побудовою. Його iнтегральнi траєкторiї звуться характеристични-

ми кривими поверхнi. Позначимо через S = ⟨N,X3⟩νh − |Nh|X3 векторне

поле, що доповнює Z у кожнiй регулярнiй точцi поверхнi до ортонормова-

ного базису її дотичної площини. Через B : X 7→ −∇XN , як ранiше, позна-

чатимемо оператор Вейнгартена Σ, за допомогою якого будемо виражати

її другу фундаментальну форму ⟨B(·), ·⟩. У обчисленнi першої та другої

варiацiй тут ми застосовуватимемо технiку, що подiбна до використаної у

роботi [33].

Теорема 2.1 (Формула першої варiацiї поверхнi у Ẽ(2)). Нехай Σ – по-

верхня у Ẽ(2). Тодi перша нормальна варiацiя її субрiманової площi, що

задана функцiєю u з компактним носiєм, має наступний вигляд:

A′(0) =

∫
Σ\Σ0

|Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u dΣ. (2.4)

Доведення. Отже, розглянемо нормальну варiацiю φ, що визначена u за

правилом (1.5). Позначимо через Ns рiманове одиничне нормальне поле
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поверхнi варiацiї Σs = φs(Σ). Таким чином, Nh
s = Ns − ⟨Ns, X3⟩X3 є орто-

гональною проєкцiєю Ns на H. Тодi горизонтальне гаусове вiдображення

νhs = Nh
s

|Nh
s |

поверхнi варiацiї Σs визначене на її регулярнiй множинi Σs\(Σs)0,

де (Σs)0 = {p ∈ Σ | Nh
s (p) = 0} – сингулярна множина поверхнi Σs. Її хара-

ктеристичне векторне поле Zs визначене на Σs \ (Σs)0 обертанням νhs у H

на прямий кут, як описано вище, а поле Ss = −⟨Ns, X3⟩νhs + |Nh
s |X3 разом

iз Zs утворюють рухомий ортонормований базис (репер) дотичного розша-

рування поверхнi Σs на Σs \ (Σs)0. Коли s = 0, тобто для вихiдної поверхнi

Σ, ми маємо N0 = N , Nh
0 = Nh, νh0 = νh, S0 = S та Z0 = Z.

Згiдно з (1.6), субрiманова площа Σs дорiвнює

A(s) =

∫
Σs

|Nh
s | dΣs =

∫
Σ

|Nh
s ◦ φs| |Jφs| dΣ,

де Jφs – якобiан дифеоморфiзму φs : Σ → Σs, аналогiчно до виведення

рiманової формули першої варiацiї, наприклад, у [12, Ch. 1, § 1]. Згадаймо,

що тут ми iнтегруємо по компактному носiю функцiї u. Тодi

A′(s) =

∫
Σ

|Nh
s |′s |Jφs|+ |Nh

s ◦ φs| |Jφs|′s dΣ, (2.5)

де через |Nh
s |′s ми насправдi позначаємо похiдну функцiї |Nh

s ◦φs| на Σ× I

за s. Таким чином,

A′(0) =

∫
Σ

|Nh
s |′s=0 + |Jφs|′s=0 dΣ, (2.6)

бо |Jφ0| = |Nh
0 | = 1.

Зробимо деякi допомiжнi обчислення. Продиференцiюємо рiвнiсть Nh
s =

Ns − ⟨Ns, X3⟩X3 у напрямку довiльного вектора v тривимiрного простору:

∇vN
h
s = ∇vNs − ⟨∇vNs, X3⟩X3 − ⟨Ns,∇vX3⟩X3 − ⟨Ns, X3⟩∇vX3 =

= (∇vNs)
h − ⟨Ns,∇vX3⟩X3 − ⟨Ns, X3⟩∇vX3.

(2.7)

Оскiльки поля νhs , Zs та X3 утворюють ортонормований репер на Σs\(Σs)0,

i ⟨∇vν
h
s , ν

h
s ⟩ = 0,

∇vν
h
s = ⟨∇vν

h
s , Zs⟩Zs + ⟨∇vν

h
s , X3⟩X3,
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де, оскiльки νhs = |Nh
s |−1Nh

s i Zs ортогональне до Nh
s ,

⟨∇vν
h
s , Zs⟩ = |Nh

s |−1⟨∇vN
h
s , Zs⟩ =

= |Nh
s |−1 (⟨∇vNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X3⟩⟨∇vX3, Zs⟩)

за (2.7). Тому

∇vν
h
s = |Nh

s |−1 (⟨∇vNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X3⟩⟨∇vX3, Zs⟩)Zs−⟨νhs ,∇vX3⟩X3, (2.8)

де ми також використали ⟨νhs , X3⟩ = 0. Оскiльки |Nh
s | = ⟨Nh

s , ν
h
s ⟩ у регу-

лярних точках Σs, похiдна цiєї функцiї в напрямку v дорiвнює

v(|Nh
s |) = ⟨∇vN

h
s , ν

h
s ⟩+ ⟨Nh

s ,∇vν
h
s ⟩ = ⟨∇vN

h
s , ν

h
s ⟩.

Таким чином, з (2.7) випливає, що

v(|Nh
s |) = ⟨∇vNs, ν

h
s ⟩ − ⟨Ns, X3⟩⟨∇vX3, ν

h
s ⟩. (2.9)

За побудовою нормальної варiацiї φ у евклiдовому просторi поле U =

dφ
(

∂
∂s

)
дорiвнює uN0 = uN , де пiд N у даному випадку розумiємо пара-

лельно перенесене уздовж нормалей до поверхнi Σ ї ї одиничне нормальне

поле. Звiдси i з (2.9) випливає, що

|Nh
s |′s = U(|Nh

s |) = ⟨∇UNs, ν
h
s ⟩ − ⟨Ns, X3⟩⟨∇UX3, ν

h
s ⟩. (2.10)

Поля Ss, Zs i Ns також утворюють ортонормований репер у регулярних

точках Σs, i ⟨∇UNs, Ns⟩ = 0, тому

∇UNs = ⟨∇UNs, Ss⟩Ss + ⟨∇UNs, Zs⟩Zs =

= −⟨Ns,∇USs⟩Ss − ⟨Ns,∇UZs⟩Zs = −⟨Ns,∇Ss
U⟩Ss − ⟨Ns,∇Zs

U⟩Zs,

де остання рiвнiсть випливає з того, що [U, Ss] = [U,Zs] = 0 (знову ж, як у

доведеннi рiманової формули першої варiацiї). Зокрема, при s = 0

(∇UNs)s=0 = −⟨N,∇S(uN)⟩S − ⟨N,∇Z(uN)⟩Z =

= −S(u)S − Z(u)Z,
(2.11)

бо N одиничне, тому (2.10) приймає вигляд

|Nh
s |′s=0 = ⟨−Z(u)Z − S(u)S, νh⟩ − ⟨N,X3⟩⟨∇NX3, ν

h⟩u =

= −⟨N,X3⟩S(u)− |Nh|⟨N,X3⟩⟨∇νhX3, ν
h⟩u

(2.12)

в силу рiвностей S = ⟨N,X3⟩νh − |Nh|X3, N = |Nh|νh + ⟨N,X3⟩X3 i (2.3).
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Як показано, наприклад, у [12, Ch. 1, § 1], перша похiдна модуля якобiана

φs в нулi дорiвнює дивергенцiї поля варiацiї U = uN :

|Jφs|′s=0 = divΣ(uN) = ⟨∇Z(uN), Z⟩+ ⟨∇S(uN), S⟩ =

= (⟨∇ZN,Z⟩+ ⟨∇SN,S⟩)u = − (⟨B(Z), Z⟩+ ⟨B(S), S⟩)u.
(2.13)

Таким чином, вираз пiд iнтегралом у (2.6) має вигляд

|Nh
s |′s=0 + |Jφs|′s=0 = −⟨N,X3⟩S(u)− |Nh|⟨N,X3⟩⟨∇νhX3, ν

h⟩u−

−|Nh| (⟨B(Z), Z⟩+ ⟨B(S), S⟩)u.
(2.14)

Проведемо ще кiлька допомiжних обчислень. Оскiльки νh = ⟨νh, X1⟩X1+

⟨νh, X2⟩X2, з (2.3) випливає ∇νhX3 = ⟨νh, X2⟩X1. За побудовою тодi Z =

−⟨νh, X2⟩X1 + ⟨νh, X1⟩X2, тому ∇ZX3 = ⟨νh, X1⟩X1 в силу (2.3), i, таким

чином,

⟨∇νhX3, ν
h⟩ = ⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩ = −⟨∇ZX3, Z⟩. (2.15)

Звiдси ж маємо

⟨∇νhX3, Z⟩ = −⟨νh, X2⟩2, ⟨∇ZX3, ν
h⟩ = ⟨νh, X1⟩2. (2.16)

Зокрема, оскiльки νh одиничний, ⟨∇ZX3, ν
h⟩ − ⟨∇νhX3, Z⟩ = 1.

Зауважимо тепер, що, оскiльки Z i S = ⟨N,X3⟩νh− |Nh|X3 одиничнi, а

поля νh, Z та X3 утворюють ортонормований репер в регулярних точках,

divΣS = ⟨∇ZS,Z⟩+ ⟨∇SS, S⟩ = −⟨S,∇ZZ⟩ =

= −⟨S, νh⟩⟨∇ZZ, ν
h⟩ − ⟨S,X3⟩⟨∇ZZ,X3⟩ =

= ⟨N,X3⟩⟨Z,∇Zν
h⟩ − |Nh|⟨Z,∇ZX3⟩.

Оскiльки

∇Zν
h = |Nh|−1 (⟨∇ZN,Z⟩ − ⟨N,X3⟩⟨∇ZX3, Z⟩)Z − ⟨∇ZX3, ν

h⟩X3

в силу (2.8), враховуючи (2.15), (2.16) та означення оператора Вейнгарте-

на B, маємо

∇Zν
h = −|Nh|−1

(
⟨B(Z), Z⟩ − ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
Z−

−⟨νh, X1⟩2X3,
(2.17)
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звiдси випливає з урахуванням (2.15)

divΣS = −⟨N,X3⟩|Nh|−1
(
⟨B(Z), Z⟩ − ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
+

+|Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩.

Оскiльки поле N одиничне, |Nh|2 + ⟨N,X3⟩2 = 1, тому остаточно маємо

divΣS = −|Nh|−1
(
⟨N,X3⟩⟨B(Z), Z⟩ − ⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
. (2.18)

За властивостями дивергенцiї тодi

divΣ(⟨N,X3⟩uS) = S(⟨N,X3⟩u) + ⟨N,X3⟩u divΣS =

= ⟨∇SN,X3⟩u+ ⟨N,∇SX3⟩u+ ⟨N,X3⟩S(u)−

−⟨N,X3⟩|Nh|−1
(
⟨N,X3⟩⟨B(Z), Z⟩ − ⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u =

= −⟨B(S), X3⟩u+ ⟨N,X3⟩⟨∇νhX3, N⟩u+ ⟨N,X3⟩S(u)−

−|Nh|−1⟨B(Z), Z⟩u+ |Nh|⟨B(Z), Z⟩u+ |Nh|−1⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩u,

де у останнiй рiвностi знову використали |Nh|2 + ⟨N,X3⟩2 = 1. Оскiльки

поле B(S) є дотичним до поверхнi Σ,

⟨B(S), X3⟩ = ⟨B(S), S⟩⟨S,X3⟩+ ⟨B(S), Z⟩⟨Z,X3⟩ = −|Nh|⟨B(S), S⟩.

Враховуючи також, що ∇νhX3 ортогональне до X3, отримуємо

divΣ(⟨N,X3⟩uS) = |Nh|
(
⟨B(Z), Z⟩+ ⟨B(S), S⟩+ ⟨N,X3⟩⟨∇νhX3, ν

h⟩
)
u+

+⟨N,X3⟩S(u) + |Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u.

Таким чином, рiвнiсть (2.14) набуває вигляду

|Nh
s |′s=0 + |Jφs|′s=0 = −divΣ(⟨N,X3⟩uS)+

+|Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩⟨⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
u.

Пiдставляючи це у (2.6) i враховуючи, що
∫

Σ\Σ0

divΣ(⟨N,X3⟩uS) dΣ = 0 в

силу теореми Стокса, оскiльки це iнтеграл вiд дивергенцiї гладкого поля,

що дорiвнює нулю за межами компактної пiдмножини Σ \ Σ0, отримуємо

потрiбну формулу першої варiацiї (2.4).

Наслiдок 2.1 (Критерiй мiнiмальностi). Поверхня Σ у Ẽ(2) мiнiмальна

тодi й тiльки тодi, коли у всiх її регулярних точках

⟨B(Z), Z⟩ = ⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩. (2.19)
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Аналогiчно до формули (1.1) для рiманової середньої кривини, субрiма-

новою середньою кривиною поверхнi Σ називають H = −1
2divΣν

h. Зокрема,

у [54] було показано, що поверхня Σ у групi Гейзенберга є мiнiмальною тодi

й тiльки тодi, коли H = 0 в регулярних точках, а Σ є об’єднанням хара-

ктеристичних кривих, що перетинають сингулярну множину (яка склада-

ється з кривих та iзольованих точок) ортогонально. Схожi результати ма-

ють мiсце, зокрема, для поверхонь у iнших субрiманових просторах сталої

кривини ([58]) та гiперповерхонь у групах Карно ([44, 45]). Обчислимо цю

функцiю для нашого випадку. З (2.8) випливає, що

∇Sν
h = |Nh|−1 (⟨∇SN,Z⟩ − ⟨N,X3⟩⟨∇SX3, Z⟩)Z − ⟨∇SX3, ν

h⟩X3 =

= −|Nh|−1
(
⟨B(S), Z⟩+ ⟨N,X3⟩2⟨∇νhX3, Z⟩

)
Z − ⟨N,X3⟩⟨∇νhX3, ν

h⟩X3.

Враховуючи (2.15), (2.16) i самоспряженiсть оператора Вейнгартена, отри-

муємо

∇Sν
h = −|Nh|−1

(
⟨B(Z), S⟩ − ⟨N,X3⟩2⟨νh, X2⟩2

)
Z−

−⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩X3.
(2.20)

Звiдси i з (2.17) маємо

−2H = divΣν
h = ⟨∇Zν

h, Z⟩+ ⟨∇Sν
h, S⟩ =

= |Nh|−1
(
−⟨B(Z), Z⟩+ ⟨N,X3⟩(1 + |Nh|2)⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩

)
.

Порiвнюючи цей вираз з (2.19), бачимо, що для поверхонь у Ẽ(2) мiнi-

мальнiсть, взагалi кажучи, не рiвносильна рiвностi субрiманової середньої

кривини нулю. Застосуємо тепер отриманий критерiй мiнiмальностi до най-

простiшого класу поверхонь – евклiдових площин.

Твердження 2.1. Евклiдова площина у Ẽ(2) є мiнiмальною тодi й тiль-

ки тодi, коли це горизонтальна (тобто перпендикулярна до осi z) або

вертикальна (тобто паралельна до осi z) площина.

Доведення. Оскiльки для площини B = 0, (2.19) набуває вигляду

⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩ = 0,
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тобто

⟨N,X1⟩⟨N,X2⟩⟨N,X3⟩ = 0.

Одиничний нормальний вектор N = a ∂
∂x + b ∂

∂y + c ∂
∂z тут сталий, i, в си-

лу (2.1), умовою мiнiмальностi таким чином є

(a cos z + b sin z) c (a sin z − b cos z) = 0.

Зокрема, регулярними є точки, для яких (a cos z + b sin z)2 + c2 > 0. Для

вертикальної площини c = 0, а для горизонтальної a = b = 0, тому вони

мiнiмальнi. З iншого боку, якщо площина похила, тобто c ̸= 0 i a2 + b2 >

0, а z приймає усi дiйснi значення, попередня умова не виконується для

усiх z, бо функцiї a cos z + b sin z i a sin z − b cos z приймають значення 0

лише у злiченних множинах точок. Таким чином, похилi площини не є

мiнiмальними.

Зауважимо, що вживання слова «вертикальний» тут неузгоджене з його

використанням у подальших роздiлах. Для кращого розумiння класу мiнi-

мальних поверхонь даної геометрiї запишемо також рiвняння мiнiмальностi

для одного з типiв явно заданих поверхонь.

Твердження 2.2 (Критерiй мiнiмальностi для явно заданих поверхонь).

Нехай поверхня у Ẽ(2) задана рiвнянням y = f(x, z). Вона буде мiнiмаль-

ною тодi й тiльки тодi, коли

− cos2 z f 2
z fxx + (2 cos2 z fxfz − sin 2zfz)fxz+

+(− cos2 z f 2
x + sin 2z fx − sin2 z)fzz−

−1

2
sin 2z f 2

xfz − cos 2z fxfz +
1

2
sin 2z fz = 0

(2.21)

для усiх (x, z) таких, що (fx cos z − sin z)2 + f 2
z > 0.

Доведення. Для даної поверхнi

N =
1

δ

(
fx

∂

∂x
− ∂

∂y
+ fz

∂

∂z

)
=

=
1

δ
((fx cos z − sin z)X1 + fzX2 + (fx sin z + cos z)X3)
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в силу (2.1), де позначили δ =
√
1 + f 2

x + f 2
z . Тому

Nh =
1

δ
((fx cos z − sin z)X1 + fzX2) , ⟨N,X3⟩ =

1

δ
(fx sin z + cos z) .

Якщо позначити ∆ =
√
(fx cos z − sin z)2 + f 2

z , то |Nh| = ∆
δ , умовою регу-

лярностi буде ∆ ̸= 0, i в регулярних точках

νh =
1

∆
((fx cos z − sin z)X1 + fzX2) ,

тому за побудовою

Z =
1

∆
(−fzX1 + (fx cos z − sin z)X2) =

= − 1

∆
fz cos z

(
∂

∂x
+ fx

∂

∂y

)
+

1

∆
(fx cos z − sin z)

(
∂

∂z
+ fz

∂

∂y

)
.

Позначимо через Z1 i Z2 коефiцiєнти бiля базисних векторних полiв по-

верхнi ∂
∂x + fx

∂
∂y i ∂

∂z + fz
∂
∂y вiдповiдно у попередньому виразi. Оскiльки в

координатах (x, z) коефiцiєнти другої фундаментальної форми явно зада-

ної поверхнi мають вигляд

b11 = −fxx
δ
, b12 = −fxz

δ
, b22 = −fzz

δ
,

маємо пiсля розкриття дужок

⟨B(Z), Z⟩ =
n∑

i,j=1

bijZ
iZj =

1

δ∆2

(
− cos2 z f 2

z fxx+

+(2 cos2 z fxfz − sin 2zfz)fxz + (− cos2 z f 2
x + sin 2z fx − sin2 z)fzz

)
.

Тодi, в силу (2.19), прирiвнюючи цей вираз до

⟨N,X3⟩⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩ =
1

δ∆2
(fx sin z + cos z)(fx cos z − sin z)fz,

отримаємо умову мiнiмальностi, що має вигляд (2.21).

Крiм ортогональних до осi z площин y = a x+b, прикладами розв’язкiв

рiвняння (2.21) є наведенi у [17] поверхнi y = a cos z+ b та y = x+a(sin z+

cos z)+b, де a i b сталi. Аналогiчнi рiвняння можна виписати для поверхонь

вигляду x = f(y, z) i z = f(x, y). Цi приклади демонструють, зокрема, що

з мiнiмальностi поверхнi у евклiдовому сенсi не випливає її субрiманова

мiнiмальнiсть або навпаки.
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2.2 Формула другої варiацiї

Тепер перейдемо до питання про стiйкiсть поверхонь у Ẽ(2), обчисливши

другу варiацiю субрiманової площi.

Теорема 2.2 (Формула другої варiацiї поверхнi у Ẽ(2)). Нехай Σ – мi-

нiмальна поверхня у Ẽ(2). Тодi друга нормальна варiацiя її субрiманової

площi, що задана функцiєю u з компактним носiєм, має вигляд:

A′′(0) =

∫
Σ\Σ0

(
|Nh|−1

(
Z(u)− ⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X2⟩2u

)2−
−2|Nh|⟨B(Z), S⟩2u2 − 2⟨N,X3⟩⟨B(Z), S⟩Z(u)u+

+4⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩⟨B(S), S⟩u2+

+2
(
1− 2|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u+

+ |Nh|
(
2− 3|Nh|2

)
⟨νh, X1⟩2⟨νh, X2⟩2u2

)
dΣ.

(2.22)

Доведення. Продовжимо мiркування з доведення теореми 2.1, використо-

вуючи тi ж позначення. З (2.5) та рiвностi |Jφ0| = 1 випливає

A′′(0) =

∫
Σ

|Nh
s |′′s=0 + 2|Nh

s |′s=0 |Jφs|′s=0 + |Nh
0 ◦ φ0| |Jφs|′′s=0 dΣ (2.23)

Перш за все, перепишемо формулу (2.10) у бiльш зручному для подаль-

шого диференцiювання виглядi. В силу (2.3),

∇UX3 = ⟨U,X2⟩X1 = u⟨N,X2⟩X1,

∇UX1 = −⟨U,X2⟩X3 = −u⟨N,X2⟩X3,
(2.24)

отже, (2.10) приймає вигляд

|Nh
s |′s = ⟨∇UNs, ν

h
s ⟩ − ⟨Ns, X3⟩u⟨N,X2⟩⟨νhs , X1⟩.

Тут u та ⟨N,X2⟩ не залежать вiд s, тому, диференцiюючи, отримуємо

|Nh
s |′′s = U(|Nh

s |′s) = ⟨∇U∇UNs, ν
h
s ⟩+ ⟨∇UNs,∇Uν

h
s ⟩−

− (⟨∇UNs, X3⟩+ ⟨Ns,∇UX3⟩) ⟨N,X2⟩⟨νhs , X1⟩u−

−⟨Ns, X3⟩⟨N,X2⟩
(
⟨∇Uν

h
s , X1⟩+ ⟨νhs ,∇UX1⟩

)
u.

(2.25)
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Також з (2.8), (2.24) та рiвностi ⟨Zs, X1⟩ = −⟨νhs , X2⟩ випливає, що

∇Uν
h
s = |Nh

s |−1 (⟨∇UNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X3⟩⟨∇UX3, Zs⟩)Zs−

−⟨∇UX3, ν
h
s ⟩X3 = |Nh

s |−1 (⟨∇UNs, Zs⟩+

+⟨Ns, X3⟩⟨N,X2⟩⟨νhs , X2⟩u
)
Zs − ⟨N,X2⟩⟨νhs , X1⟩uX3.

(2.26)

Пiдрахуємо значення доданкiв виразу (2.25) при s = 0. Оскiльки поля

Zs, Ss та Ns утворюють ортонормованi репери на регулярних множинах

поверхонь варiацiї, а νhs ортогональне до Zs,

⟨∇U∇UNs, ν
h
s ⟩ = ⟨∇U∇UNs, Ss⟩⟨Ss, ν

h
s ⟩+ ⟨∇U∇UNs, Ns⟩⟨Ns, ν

h
s ⟩ =

= −⟨Ns, X3⟩ (2⟨∇UNs,∇USs⟩+ ⟨Ns,∇U∇USs⟩)− |Nh
s |⟨∇UNs,∇UNs⟩ =

= −⟨Ns, X3⟩ (2⟨∇UNs,∇Ss
U⟩+ ⟨Ns,∇U∇Ss

U⟩)− |Nh
s |⟨∇UNs,∇UNs⟩,

де друга рiвнiсть випливає з того, що другi похiднi виразiв ⟨Ns, Ss⟩ = 0 та

⟨Ns, Ns⟩ = 1 у напрямку U дорiвнюють нулю, а третя – з [Ss, U ] = 0. Тут

∇U∇Ss
U дорiвнює оператору кривини евклiдової метрики R(U, Ss)U = 0,

бо ∇UU = [U, Ss] = 0. З (2.11), означення оператора Вейнгартена i того,

що Z та S у регулярних точках утворюють ортонормованi базиси дотичних

площин, випливає, що

⟨∇UNs,∇Ss
U⟩s=0 = −⟨Z(u)Z + S(u)S,∇SN⟩u =

= (⟨B(S), Z⟩Z(u) + ⟨B(S), S⟩S(u))u = B(S)(u)u

Таким чином,

⟨∇U∇UNs, ν
h
s ⟩s=0 = −2⟨N,X3⟩B(S)(u)u− |Nh|(Z(u)2 + S(u)2). (2.27)

При s = 0 рiвняння (2.26) приймає вигляд

(∇Uν
h
s )s=0 = |Nh|−1

(
−Z(u) + ⟨N,X3⟩⟨N,X2⟩⟨νh, X2⟩u

)
Z−

−⟨N,X2⟩⟨νh, X1⟩uX3 = −|Nh|−1Z(u)Z + ⟨N,X3⟩⟨νh, X2⟩2uZ−

−|Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩uX3.

(2.28)

Звiдси маємо з урахуванням формули S = ⟨N,X3⟩νh − |Nh|X3

⟨∇UNs,∇Uν
h
s ⟩s=0 = |Nh|−1Z(u)2 − ⟨N,X3⟩⟨νh, X2⟩2Z(u)u−

−|Nh|2⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u,

⟨∇UNs, X3⟩s=0 = |Nh|S(u).

(2.29)
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З (2.24) випливає, що

⟨Ns,∇UX3⟩s=0 = ⟨N,X2⟩⟨N,X1⟩u = |Nh|2⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩u. (2.30)

З (2.28) та рiвностi ⟨Z,X1⟩ = −⟨νh, X2⟩ отримуємо

⟨∇Uν
h
s , X1⟩s=0 = |Nh|−1⟨νh, X2⟩Z(u)− ⟨N,X3⟩⟨νh, X2⟩3u. (2.31)

Нарештi, з (2.24) також маємо

⟨νhs ,∇UX1⟩s=0 = 0, (2.32)

бо νh ортогональне до X3. Пiдставимо (2.27) i (2.29)–(2.32) у (2.25), приве-

демо подiбнi та спростимо:

|Nh
s |′′s=0 = −2⟨N,X3⟩B(S)(u)u− |Nh|(Z(u)2 + S(u)2)+

+|Nh|−1
(
Z(u)− ⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X2⟩2u

)2−
−2|Nh|2⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u− |Nh|3⟨νh, X1⟩2⟨νh, X2⟩2u2.

(2.33)

Як показано, наприклад, у [60, с. 50-51], для евклiдової метрики

|Jφs|′′s=0 = (divΣU)2 + ⟨∇ZU,N⟩2 + ⟨∇SU,N⟩2−

−⟨∇ZU,Z⟩2 − 2⟨∇ZU, S⟩⟨∇SU,Z⟩ − ⟨∇SU, S⟩2 =

= ⟨∇ZU,N⟩2 + ⟨∇SU,N⟩2 + 2 (⟨∇ZU,Z⟩⟨∇SU, S⟩ − ⟨∇ZU, S⟩⟨∇SU,Z⟩) .
Перепишемо цю рiвнiсть у термiнах оператора Вейнгартена з урахуванням

його самоспряженостi:

|Jφs|′′s=0 = Z(u)2 + S(u)2 + 2
(
⟨B(Z), Z⟩⟨B(S), S⟩ − ⟨B(Z), S⟩2

)
u2. (2.34)

Залишилося пiдставити (2.12) (врахувавши (2.15)), (2.13), (2.33) i (2.34) у

вираз пiд iнтегралом формули (2.23):

|Nh
s |′′s=0 + 2|Nh

s |′s=0 |Jφs|′s=0 + |Nh
0 ◦ φ0| |Jφs|′′s=0 =

= −2⟨N,X3⟩⟨B(S), Z⟩Z(u)u− 2⟨N,X3⟩⟨B(S), S⟩S(u)u+

+|Nh|−1
(
Z(u)− ⟨N,X3⟩|Nh|⟨νh, X2⟩2u

)2−
−2|Nh|2⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩S(u)u− |Nh|3⟨νh, X1⟩2⟨νh, X2⟩2u2+

+2⟨N,X3⟩
(
S(u) + |Nh|⟨νh, X1⟩⟨νh, X2⟩u

)
(⟨B(Z), Z⟩+ ⟨B(S), S⟩)u+

+2|Nh|
(
⟨B(Z), Z⟩⟨B(S), S⟩ − ⟨B(Z), S⟩2

)
u2.

Пiсля пiдстановки умови мiнiмальностi поверхнi (2.19) та деяких спрощень
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звiдси отримуємо потрiбну формулу (2.22).

Твердження 2.3. Усi мiнiмальнi евклiдовi площини у Ẽ(2) є стiйкими.

Доведення. В силу твердження 2.1, мiнiмальна площина є або вертикаль-

ною, i тодi ⟨νh, X2⟩ = 0, або горизонтальною, i тодi ⟨N,X3⟩ = ⟨νh, X1⟩ = 0.

Оскiльки, крiм того, B = 0, формула (2.22) набуває вигляду

A′′(0) =

∫
Σ\Σ0

|Nh|−1Z(u)2 dΣ ⩾ 0,

що й означає стiйкiсть.

Формули першої та другої варiацiї для поверхонь у псевдоермiтових

тривимiрних рiманових многовидах, що включають, зокрема, Ẽ(2), у iншiй

формi було отриманi М. Галлi у [17], звiдки було отримано аналог теореми

Бернштейна для Ẽ(2) (див. далi роздiл 4.1).

2.3 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено дослiдженню поверхонь у тривимiрному многовидi Ẽ(2),

тобто унiверсальному накриттi групи власних рухiв евклiдової площини,

що має лiвоiнварiантну субрiманову структуру. Як результат, ми

• обчислили формулу першої варiацiї субрiманової площi поверхнi, з

якої вивели критерiй мiнiмальностi, та встановили, що мiнiмальнiсть

не є еквiвалентною до рiвностi нулю субрiманової середньої кривини

поверхнi;

• показали, що евклiдова площина є мiнiмальною тодi й тiльки тодi,

коли вона паралельна або ортогональна до осi z, де координата z

вiдповiдає куту обертання власного руху;

• обчислили формулу другої варiацiї субрiманової площi та за її допо-

могою встановили, що мiнiмальнi евклiдовi площини є стiйкими.

Результати роздiлу опублiковано у статтi [66].
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3 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi

у тривимiрних субрiманових многовидах

Роздiл присвячено отриманню загальних формул першої та другої варiацiї,

а також дослiдженню аналога оператора Якобi вертикальних мiнiмальних

поверхонь у довiльному тривимiрному субрiмановому многовидi.

3.1 Вертикальнi поверхнi

та формула першої варiацiї для них

Наступне поняття є стандартним для лiтератури з субрiманової геометрiї.

Означення 3.1. Поверхня Σ у тривимiрному субрiмановому многови-

дi (M,H, ⟨·, ·⟩H) з двовимiрним горизонтальним розподiлом H зветься

вертикальною, якщо її дотична площина TpΣ перпендикулярна до гори-

зонтальної площини субрiманової структури Hp (тобто їхнi вектори

нормалi ортогональнi) у кожнiй точцi p поверхнi.

У позначеннях попереднiх роздiлiв вертикальнi поверхнi характеризу-

ються еквiвалентними умовами ⟨N,X⟩ = 0, де X – нормальне поле H,

|Nh| = 1 або N = Nh = νh. Зокрема, такi поверхнi не мiстять сингулярних

точок. Також їх можна визначити як iнварiантнi вiдносно потоку вектор-

ного поля X, що визначає горизонтальний розподiл. Вертикальнi поверхнi

у субрiманових просторах сталої кривини (з їхнiми стандартними структу-

рами) ранiше описувалися у [32, 54, 58], але їхнє систематичне дослiдження

у довiльних тривимiрних субрiманових многовидах, наскiльки нам вiдомо,

не здiйснювалося. Наступна теорема демонструє, що формула першої варi-

ацiї для таких поверхонь має той же вигляд, що й рiманова формула (1.2).

Теорема 3.1 (Формула першої варiацiї вертикальної поверхнi). Нехай Σ –

вертикальна поверхня у тривимiрному субрiмановому многовидi M з дво-
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вимiрним горизонтальним розподiлом H. Тодi перша нормальна варiацiя

її субрiманової площi, що задана функцiєю u з компактним носiєм, має

наступний вигляд:

A′(0) = −2

∫
Σ

Hu dΣ, (3.1)

де H – рiманова середня кривина Σ.

Доведення. Початок доведення i позначення будуть тими ж, що у дове-

деннi теореми 2.1. Зауважимо, що поверхнi варiацiї Σs = φs(Σ) тут не

обов’язково є вертикальними. Позначимо через X одиничне нормальне по-

ле горизонтального розподiлу H. Як ранiше, через Ns позначається одини-

чне нормальне поле Σs, а Nh
s = Ns−⟨Ns, X⟩X є ортогональною проєкцiєю

Ns на H. Горизонтальне гаусове вiдображення νhs = Nh
s

|Nh
s |

поверхнi Σs визна-

чене на її регулярнiй множинi Σs \ (Σs)0, де (Σs)0 = {p ∈ Σ | Nh
s (p) = 0} –

сингулярна множина. Характеристичне векторне поле Zs на Σs \ (Σs)0

утворене з νhs обертанням у H на прямий кут i утворює разом з полем

Ss = −⟨Ns, X⟩νhs + |Nh
s |X рухомий ортонормований репер на Σs \ (Σs)0.

Згiдно з (1.6), субрiманова площа Σs дорiвнює

A(s) =

∫
Σs

|Nh
s | dΣs =

∫
Σ

|Nh
s ◦ φs| |Jφs| dΣ,

тому

A′(s) =

∫
Σ

|Nh
s |′s |Jφs|+ |Nh

s ◦ φs| |Jφs|′s dΣ (3.2)

i, отже,

A′(0) =

∫
Σ

|Nh
s |′s=0 + |Jφs|′s=0 dΣ, (3.3)

Диференцiюючи рiвнiсть Nh
s = Ns − ⟨Ns, X⟩X у напрямку дотичного ве-

ктора v до M у точцi Σs, отримаємо

∇vN
h
s = ∇vNs − ⟨∇vNs, X⟩X − ⟨Ns,∇vX⟩X − ⟨Ns, X⟩∇vX. (3.4)
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Використаємо ортонормований репер {νhs , Zs, X} на Σs \ (Σs)0:

∇vν
h
s = ⟨∇vν

h
s , Zs⟩Zs + ⟨∇vν

h
s , X⟩X,

де з (3.4), рiвностей νhs = |Nh
s |−1Nh

s i ⟨Zs, N
h
s ⟩ = 0 маємо

⟨∇vν
h
s , Zs⟩ = |Nh

s |−1⟨∇vN
h
s , Zs⟩ =

= |Nh
s |−1 (⟨∇vNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X⟩⟨∇vX,Zs⟩) .

Звiдси та з рiвностi ⟨νhs , X⟩ = 0 маємо

∇vν
h
s = |Nh

s |−1 (⟨∇vNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X⟩⟨∇vX,Zs⟩)Zs − ⟨νhs ,∇vX⟩X, (3.5)

Оскiльки |Nh
s | = ⟨Nh

s , ν
h
s ⟩ у регулярних точках Σs, похiдна цiєї функцiї в

напрямку v дорiвнює

v(|Nh
s |) = ⟨∇vN

h
s , ν

h
s ⟩+ ⟨Nh

s ,∇vν
h
s ⟩ = ⟨∇vN

h
s , ν

h
s ⟩.

Отже, з (3.4) випливає, що

v(|Nh
s |) = ⟨∇vNs, ν

h
s ⟩ − ⟨Ns, X⟩⟨∇vX, νhs ⟩. (3.6)

За побудовою нормальної варiацiї φ у означеннi 1.5, поле U = dφ
(

∂
∂s

)
є

дотичним до геодезичних s 7→ exp(suN) = exp(suN0). З (3.6) тодi маємо

|Nh
s |′s = U(|Nh

s |) = ⟨∇UNs, ν
h
s ⟩ − ⟨Ns, X⟩⟨∇UX, νhs ⟩. (3.7)

Значення полiв Ss, Zs i Ns також утворюють ортонормованi базиси у регу-

лярних точках Σs, i ⟨∇UNs, Ns⟩ = 0, тому

∇UNs = ⟨∇UNs, Ss⟩Ss + ⟨∇UNs, Zs⟩Zs =

= −⟨Ns,∇USs⟩Ss − ⟨Ns,∇UZs⟩Zs = −⟨Ns,∇Ss
U⟩Ss − ⟨Ns,∇Zs

U⟩Zs,

де використали [U, Ss] = [U,Zs] = 0. Зокрема, для s = 0 маємо

(∇UNs)s=0 = −⟨N,∇X(uN)⟩X − ⟨N,∇Z(uN)⟩Z =

= −X(u)X − Z(u)Z,
(3.8)

оскiльки |N | = 1, отже з (3.7) випливає, що

|Nh
s |′s=0 = ⟨−X(u)X − Z(u)Z,N⟩ − ⟨N,X⟩⟨∇uNX,N⟩ = 0, (3.9)

оскiльки Σ є вертикальною. Як показано в [12, Ch. 1, § 1], перша похiдна
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|Jφs| в нулi дорiвнює дивергенцiї поля варiацiї uN :

|Jφs|′s=0 = divΣ(uN) = ⟨∇X(uN), X⟩+ ⟨∇Z(uN), Z⟩ =

= (⟨∇XN,X⟩+ ⟨∇ZN,Z⟩)u = − (⟨B(X), X⟩+ ⟨B(Z), Z⟩)u = −2Hu

за означенням (1.1) середньої кривини H. З (3.3), (3.9) та попередньої рiв-

ностi отримуємо потрiбну формулу (3.1).

Наслiдок 3.1. Вертикальна поверхня є мiнiмальною в субрiмановому

сенсi тодi й тiльки тодi, коли вона є мiнiмальною в рiмановому сенсi,

тобто H = 0.

Також для вертикальних поверхонь субрiманова середня кривина

−1

2
divΣν

h = −1

2
divΣN = H

збiгається з рiмановою середньою кривиною, тому вертикальна поверхня

є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли її субрiманова середня кривина

дорiвнює нулю.

Зауважимо, що для вертикальних поверхонь повна неiнтегровнiсть го-

ризонтального розподiлу вже не виглядає настiльки ж суттєвою, як для

довiльних, де з неї випливає, що сингулярна множина має мiру нуль. Адже

тепер ми з самого початку будуємо поверхню перпендикулярною до роз-

подiлу i з гарантовано порожньою сингулярною множиною. Щоправда, як

зазначалося у попередньому доведеннi, поверхнi варiацiї вже, взагалi кажу-

чи, не є вертикальними, але з мiркувань неперервностi для малих значень

параметра варiацiї їхнi сингулярнi множини можна вважати все ще поро-

жнiми. Тому аналог вертикальних поверхонь можна будувати також для

структур з iнтегровними двовимiрними горизонтальними розподiлами, що

задають шарування многовиду M : у цьому випадку вони будуть перпенди-

кулярними до таких шарувань. Функцiонал площi при цьому можна визна-

чити аналогiчним чином. Ми можемо припустити, що основнi результати

цього роздiлу залишаться справедливими й у цьому випадку.
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3.2 Формула другої варiацiї

для вертикальних поверхонь

Тепер знайдемо другу варiацiю у вертикальному випадку.

Теорема 3.2 (Формула другої варiацiї вертикальної поверхнi). Нехай Σ –

вертикальна мiнiмальна поверхня у тривимiрному субрiмановому много-

видi M з двовимiрним горизонтальним розподiлом H. Тодi друга нормаль-

на варiацiя її субрiманової площi, що задана функцiєю u з компактним

носiєм, має вигляд:

A′′(0) =

∫
Σ

− (X(u)− ⟨∇NX,N⟩u)2 + |∇Σu|2−

−
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ,

(3.10)

де ∇ i Ric – рiманова зв’язнiсть та тензор Рiччi M вiдповiдно, X –

одиничне нормальне поле H, що є дотичним до Σ в силу вертикальностi,

∇Σ i |B| – рiмановий градiєнт i норма другої фундаментальної форми Σ

вiдповiдно.

Доведення. Продовжимо доведення теореми 3.1, використовуючи тi ж по-

значення (пор. також iз доведенням теореми 2.2). З (3.2) та (3.9) випливає,

що

A′′(0) =

∫
Σ

|Nh
s |′′s=0 |Jφ0|+ 2|Nh

s |′s=0 |Jφs|′s=0+

+|Nh
0 ◦ φ0| |Jφs|′′s=0 dΣ =

∫
Σ

|Nh
s |′′s=0 + |Jφs|′′s=0 dΣ.

(3.11)

Диференцiюючи (3.7) у напрямку U , отримуємо

|Nh
s |′′s = U(|Nh

s |′s) = ⟨∇U∇UNs, ν
h
s ⟩+ ⟨∇UNs,∇Uν

h
s ⟩−

− (⟨∇UNs, X⟩+ ⟨Ns,∇UX⟩) ⟨∇UX, νhs ⟩−

−⟨Ns, X⟩
(
⟨∇U∇UX, νhs ⟩+ ⟨∇UX,∇Uν

h
s ⟩
)
.

(3.12)

За формулою (3.5),

∇Uν
h
s = |Nh

s |−1 (⟨∇UNs, Zs⟩ − ⟨Ns, X⟩⟨∇UX,Zs⟩)Zs − ⟨νhs ,∇UX⟩X,
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тож з (3.8) i вертикальностi Σ маємо

(∇Uν
h
s )s=0 = −Z(u)Z − u⟨∇NX,N⟩X. (3.13)

Розглядаючи другу похiдну рiвностi ⟨Ns, Ns⟩ = 1 у напрямку U , отримуємо

2⟨∇U∇UNs, Ns⟩+ 2⟨∇UNs,∇UNs⟩ = 0,

отже, при s = 0 з (3.8) випливає, що

⟨(∇U∇UNs)s=0, N⟩ = −X(u)2 − Z(u)2.

Разом з (3.13) це означає, що при s = 0 рiвняння (3.12) набуває вигляду

|Nh
s |′′s=0 = −X(u)2 − Z(u)2+

+⟨−X(u)X − Z(u)Z,−Z(u)Z − u⟨∇NX,N⟩X⟩−

− (⟨−X(u)X − Z(u)Z,X⟩+ u⟨∇NX,N⟩)u⟨∇NX,N⟩ =

= − (X(u)− u⟨∇NX,N⟩)2 ,

(3.14)

де ми знову використали (3.13) i вертикальнiсть Σ.

З виведення рiманової формули другої варiацiї ([12, Ch. 1, § 8]) випли-

ває, що

|Jφs|′′s=0 = X(u)2 + Z(u)2 − Ric (N,N)u2−

−
(
⟨B(X), X⟩2 + 2⟨B(X), Z⟩2 + ⟨B(Z), Z⟩2

)
u2 =

= |∇Σu|2 −
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2,

тому (3.10) випливає з (3.11), (3.14) i звiдси.

Наслiдок 3.2. Якщо вертикальна мiнiмальна поверхня є стiйкою в су-

брiмановому сенсi, вона також є стiйкою в рiмановому сенсi.

Доведення. З (3.10) випливає, що

A′′(0) ⩽
∫
Σ

|∇Σu|2 −
(
Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ,

де права частина згiдно з (1.3) є рiмановою другою варiацiєю поверхнi

Σ. Таким чином, з умови стiйкостi A′′(0) ⩾ 0 для нормальних варiацiй з

компактним носiєм випливає стiйкiсть у рiмановому сенсi.

Наприклад, субрiманова тривимiрна сфера (див. роздiл 1.1) – це стан-
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дартна тривимiрна сфера S3, що вкладена в евклiдовий простiр E4 з коорди-

натами (x, y, z, w) разом з горизонтальним розподiлом, що ортогональний

до поля Хопфа

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
− w

∂

∂z
+ z

∂

∂w

i є таким чином цiлком неiнтегровним та лiвоiнварiантним вiдносно стру-

ктури групи Лi S3, а субрiманова метрика є обмеженням стандартної рi-

манової метрики сфери сталої кривини. У [32] було показано, що повнi

зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi у цiй субрiмановiй геометрiї є то-

рами Клiффорда. Добре вiдомо (див., наприклад, [12, Ch. 1, § 8]), що вони

не є стiйкими в рiмановому сенсi, а отже, i в субрiмановому сенсi. Пiзнiше

у [58] було показано, що у цьому просторi не iснує стiйких у субрiманово-

му сенсi поверхонь з порожньою сингулярною множиною (що включають

вертикальнi).

Також у [66] ми отримали формулу другої варiацiї для вертикальних

мiнiмальних поверхонь у групi Ẽ(2), що є окремим випадком теореми 3.2.

3.3 Оператор Якобi для вертикальних поверхонь

Перепишемо формулу (3.10) другої варiацiї вертикальної мiнiмальної по-

верхнi Σ, врахувавши рiвнiсть |∇Σu|2 = X(u)2 + Z(u)2:

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 + 2⟨∇NX,N⟩uX(u)−

−
(
⟨∇NX,N⟩2 +Ric (N,N) + |B|2

)
u2 dΣ,

(3.15)

Знову скористаємось тим, що iнтеграл по Σ вiд дивергенцiї гладкого поля

⟨∇NX,N⟩u2X дорiвнює нулю за теоремою Стокса, оскiльки u має компа-

ктний носiй. З iншого боку, ця дивергенцiя дорiвнює

divΣ
(
⟨∇NX,N⟩u2X

)
= 2⟨∇NX,N⟩uX(u)+

+ (X (⟨∇NX,N⟩) + ⟨∇NX,N⟩ divΣX)u2,
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де divΣX = ⟨∇XX,X⟩ + ⟨∇ZX,Z⟩ = ⟨∇ZX,Z⟩ через ортонормованiсть

{X,Z}. Це означає, що (3.15) можна переписати як

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − f u2 dΣ (3.16)

для деякої функцiї f . Сформулюємо наступнi твердження i теорему для

усiх поверхонь, формула другої варiацiї яких має такий вигляд (зокрема

вертикальних). Зауважимо, що для їхнiх доведень вже не буде суттєвим, що

X – нормальне поле горизонтального розподiлу, тому ми можемо вважати

{X,Z} довiльним ортонормованим репером на поверхнi.

Твердження 3.1. Нехай Σ – мiнiмальна поверхня з порожньою сингу-

лярною множиною в тривимiрному субрiмановому многовидi, друга варi-

ацiя субрiманової площi якої має вигляд (3.16) для ортонормованого ре-

пера {X,Z} на Σ. Тодi її можна переписати у виглядi

A′′(0) = −
∫
Σ

uL(u) dΣ (3.17)

де L – оператор Якобi на просторi гладких функцiй на Σ:

L(u) = Z(Z(u)) + ⟨∇XZ,X⟩Z(u) + f u. (3.18)

Доведення. Зауважимо, що, аналогiчно до divΣX вище, divΣZ = ⟨∇XZ,X⟩+

⟨∇ZZ,Z⟩ = ⟨∇XZ,X⟩, тому в (3.18)

L(u) = Z(Z(u)) + Z(u) divΣZ + f u = divΣ(Z(u)Z) + f u.

Звiдси, оскiльки u має компактний носiй,

0 =

∫
Σ

divΣ(uZ(u)Z) dΣ =

∫
Σ

Z(u)2 + u divΣ(Z(u)Z) dΣ =

=

∫
Σ

Z(u)2 + u(L(u)− f u) dΣ,

звiдки й випливає (3.17).

Оператор Якобi L, що виникає у попередньому твердженнi, є аналогом

рiманового оператора Якобi, що визначається формулою (1.4). Зокрема, вiн
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теж є лiнiйним оператором на C∞(Σ), як i у рiмановому випадку. Покаже-

мо тепер, що аналог достатньої умови стiйкостi з теореми 1.2 може бути

сформульований у субрiмановому випадку за допомогою цього оператора.

Теорема 3.3 (Достатня умова стiйкостi). Нехай Σ – мiнiмальна поверхня

в тривимiрному субрiмановому многовидi з порожньою сингулярною мно-

жиною, другою варiацiєю субрiманової площi, що має вигляд (3.16), та

оператором Якобi L, що визначений формулою (3.18). Якщо iснує гладка

додатна функцiя u на Σ така, що L(u) ⩽ 0, то Σ є стiйкою.

Доведення. Оскiльки u > 0, ми можемо визначити v = lnu на Σ. Похiднi

цiєї функцiї мають вигляд

Z(v) =
Z(u)

u
, Z(Z(v)) =

Z(Z(u))

u
− Z(u)2

u2
.

Звiдси, з (3.18) i з L(u) ⩽ 0 випливає, що

divΣ(Z(v)Z) = Z(Z(v)) + ⟨∇XZ,X⟩Z(v) ⩽ −Z(v)2 − f. (3.19)

Для будь-якої гладкої функцiї w на Σ з компактним носiєм виконується

divΣ
(
w2Z(v)Z

)
= divΣ(Z(v)Z)w

2 + 2Z(v)Z(w)w.

Iнтеграл вiд цiєї дивергенцiї по Σ дорiвнює нулю, тому з (3.19) та нерiвностi

Кошi – Буняковського – Шварца маємо∫
Σ

(
f + Z(v)2

)
w2 dΣ ⩽ −

∫
Σ

divΣ(Z(v)Z)w
2 dΣ =

=

∫
Σ

2Z(v)Z(w)w dΣ ⩽
∫
Σ

Z(v)2w2 + Z(w)2 dΣ,

отже, для варiацiї, що визначена функцiєю w, друга варiацiя (3.16) є не-

вiд’ємною:

A′′(0) =

∫
Σ

Z(w)2 − f w2 dΣ ⩾ 0,

що й означає стiйкiсть Σ.

Iншi субрiмановi аналоги достатньої умови стiйкостi в теоремi 1.2 були

отриманi в [35, 45]. Вiдкритим залишається питання, чи є аналог необхiдної
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умови теореми 1.2, що є складнiшою для доведення, також справедливим,

тобто чи випливає зi стiйкостi повної некомпактної поверхнi Σ iснування

такої функцiї u > 0, що L(u) = 0.

3.4 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено дослiдженню вертикальних мiнiмальних поверхонь у

тривимiрних субрiманових многовидах та їхньої стiйкостi. Як результат,

ми у даному роздiлi

• обчислили формулу першої варiацiї субрiманової площi вертикальної

поверхнi в тривимiрному субрiмановому многовидi з двовимiрним го-

ризонтальним розподiлом i вивели з неї, що вертикальна поверхня

мiнiмальна в субрiмановому сенсi тодi й тiльки тодi, коли вона мiнi-

мальна в рiмановому сенсi;

• обчислили формулу другої варiацiї субрiманової площi вертикальної

мiнiмальної поверхнi в тривимiрному субрiмановому многовидi з дво-

вимiрним горизонтальним розподiлом i вивели з неї, що зi стiйкостi

поверхнi в субрiмановому сенсi випливає стiйкiсть у рiмановому сенсi;

• запропонували субрiмановий аналог оператора Якобi для вертикаль-

них поверхонь i довели достатню умову стiйкостi вертикальних мi-

нiмальних поверхонь, що аналогiчна до теореми Д. Фiшер-Колбрi та

Р. Шоена: якщо поверхня допускає додатну функцiю з недодатним

оператором Якобi, то вона є стiйкою.

Результати роздiлу опублiкованi в статтях [27] i [28].
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4 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi

у тривимiрних групах Лi та їхня стiйкiсть

У цьому роздiлi ми знаходимо вертикальнi мiнiмальнi поверхнi та дослi-

джуємо їхню стiйкiсть у тривимiрних групах Лi Ẽ(2), Nil, Sol та ˜SL(2,R)

iз лiвоiнварiантними субрiмановими структурами. Бiльш детально, для ко-

жної з цих груп ми фiксуватимемо лiвоiнварiантну рiманову метрику та

розглядатимемо рiзноманiтнi лiвоiнварiантнi двовимiрнi цiлком неiнтегров-

нi розподiли, що будуть визначати субрiмановi структури в якостi горизон-

тальних розподiлiв. У ˜SL(2,R) ми розглянемо, крiм того, сiмейство нелiво-

iнварiантних розподiлiв. Зауважимо, що цi чотири групи Лi разом з R3 i S3

вичерпують усi тривимiрнi однозв’язнi унiмодулярнi групи Лi з точнiстю до

iзоморфiзму (див. [48]), але на абелевiй групi R3 не iснує лiвоiнварiантних

двовимiрних цiлком неiнтегровних розподiлiв, а на групi S3 зi стандартною

метрикою сталої кривини усi такi розподiли iзометричнi, тому всi субрiма-

новi структури описаного вище вигляду iзометричнi стандартнiй, що була

дослiджена у [32].

4.1 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi Ẽ(2)

Групу Ẽ(2) було описано на початку роздiлу 2.1. Тут так само розгляда-

тимемо на нiй лiвоiнварiантну евклiдову метрику, але крiм стандартної су-

брiманової структури, горизонтальний розподiл якої породжено полями X1

та X2 лiвоiнварiантного базису (2.1), введемо у розгляд лiвоiнварiантний

горизонтальний розподiл загального вигляду.

Твердження 4.1. Лiвоiнварiантний розподiл H = X⊥, що ортогональ-

ний до одиничного лiвоiнварiантного поля

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3) (4.1)
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на групi Ẽ(2), цiлком неiнтегровний тодi й тiльки тодi, коли λ2+ν2 > 0.

Доведення. Дiйсно, при λ = ν = 0 розподiл, що ортогональний до X = X2,

iнтегровний, бо [X1, X3] = 0 згiдно з (2.2). Нехай тепер λ2 + ν2 > 0 i

µ ̸= 0. Тодi поля −µX1 + λX2, −νX2 + µX3 утворюють базис H = X⊥, i, в

силу (2.2), їхньою дужкою Лi буде µ(λX1 + νX3), що разом з цими двома

полями утворює базис дотичного простору у кожнiй точцi Ẽ(2). Те ж саме

буде справедливим при λ2+ν2 > 0, µ = 0 для базису H з полiв −νX1+λX3,

X2 та їхньої дужки Лi −λX1 − νX3.

У якостi субрiманової метрики ⟨·, ·⟩H тут i далi будемо брати обмеження

лiвоiнварiантної рiманової метрики ⟨·, ·⟩ на групi (у нашому випадку евклi-

дової) на H. Зауважимо, що випадок λ = µ = 0 вiдповiдає стандартнiй

субрiмановiй структурi на Ẽ(2).

Теорема 4.1. Нехай субрiманова структура на Ẽ(2) визначена двовимiр-

ним лiвоiнварiантним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

i λ2 + ν2 > 0. Вона допускає вертикальнi мiнiмальнi поверхнi тодi й

тiльки тодi, коли µ = 0.

При µ = 0 зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна поверхня

у Ẽ(2) є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли це область у евклiдовiй

площинi z = z0 або паралельно перенесеному стандартному гелiкоїдi

(x− x0) cos(z + α) + (y − y0) sin(z + α) = 0,

де sinα = λ√
λ2+ν2

, cosα = ν√
λ2+ν2

(вiдповiдно, коли вона є однiєю з цих

поверхонь). При цьому площини є стiйкими, а гелiкоїди – нестiйкими.

Доведення. Помiтимо, що в силу (2.1)

λX1+µX2+νX3 =
√

λ2 + ν2
(
sin(z + α)

∂

∂x
− cos(z + α)

∂

∂y

)
+µ

∂

∂z
(4.2)

для α з формулювання теореми.
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Згадаємо, що за наслiдком 3.1 вертикальнi поверхнi є мiнiмальними то-

дi й тiльки тодi, коли вони мiнiмальнi у евклiдовому сенсi. В силу того,

що поле X є дотичним до вертикальної поверхнi Σ у будь-якiй її точцi,

ця поверхня складається з промiжкiв iнтегральних траєкторiй X, або, що

те ж саме, iнтегральних траєкторiй
√
λ2 + µ2 + ν2X = λX1 + µX2 + νX3

з (4.2) (повних траєкторiй у повному випадку). При µ ̸= 0 такими траєкто-

рiями є гвинтовi лiнiї. Оскiльки для рiзних значень α вони вiдрiзняються

лише паралельним перенесенням уздовж осi z, що є евклiдовою iзометрi-

єю, далi можемо без обмеження загальностi вважати, що α = 0, тобто

λ = 0, ν = 1. Тодi iнтегральнi траєкторiї можна параметризувати у ви-

глядi s 7→
(
x0 − 1

µ cos s, y0 −
1
µ sin s, s

)
. Оскiльки вони трансверсальнi до

площини (x, y), поверхня Σ параметризується як поверхня перенесення

r(s, t) = (x(t), y(t), 0) +

(
−1

µ
cos s,−1

µ
sin s, s

)
.

Тут можна вважати параметр t напрямної кривої натуральним (у евклiдо-

вому сенсi, тобто так, що x′2+y′2 = 1). Знайдемо першу i другу фундамен-

тальну форму поверхнi, обчисливши першi та другi похiднi:

rs =
1

µ
sin s

∂

∂x
− 1

µ
cos s

∂

∂y
+

∂

∂z
=

√
µ2 + 1

µ
X, rt = x′

∂

∂x
+ y′

∂

∂y
,

rss =
1

µ
cos s

∂

∂x
+

1

µ
sin s

∂

∂y
, rst = 0, rtt = x′′

∂

∂x
+ y′′

∂

∂y
.

Тому одиничне нормальне поле має вигляд N = 1
δ

(
−y′ ∂∂x + x′ ∂∂y + σ ∂

∂z

)
,

де позначаємо σ = 1
µ (y

′ sin s+ x′ cos s) i δ =
√
1 + σ2. Таким чином, коефi-

цiєнти фундаментальних форм дорiвнюють

g11 = ⟨rs, rs⟩ =
µ2 + 1

µ2
, g12 = ⟨rs, rt⟩ =

1

µ
(x′ sin s− y′ cos s) ,

g22 = ⟨rt, rt⟩ = 1, b11 = ⟨rss, N⟩ = 1

µδ
(x′ sin s− y′ cos s) , b12 = ⟨rst, N⟩ = 0,

b22 = ⟨rtt, N⟩ = 1

δ
(−x′′y′ + y′′x′) = −K

δ
,

де K – кривина напрямної кривої у евклiдовiй площинi (x, y). Умова H = 0

мiнiмальностi поверхнi Σ, що еквiвалентна до рiвностi b11g22 − 2b12g12 +
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b22g11 = 0, тодi зводиться до

µ (x′ sin s− y′ cos s)− (µ2 + 1)K = 0.

Це може виконуватися для усiх (s, t) лише при x′ = y′ = 0, що призводить

до протирiччя.

При µ = 0 iнтегральними траєкторiями поля X згiдно з (4.2) є горизон-

тальнi евклiдовi прямi з напрямними векторами (sin(z+α),− cos(z+α), 0).

Отже, поверхня Σ мiститься у лiнiйчатiй та має параметризацiю

r(s, t) = (x(t), y(t), z(t)) + s (sin(z(t) + α),− cos(z(t) + α), 0), (4.3)

де (x, y, z) – натурально параметризована (знову в евклiдовому сенсi, тобто

x′2+ y′2+ z′2 = 1) iнтегральна траєкторiя характеристичного поля Z, тому

виконується умова

x′ sin(z + α)− y′ cos(z + α) = 0 (4.4)

ортогональностi Z i S = −X3. Зокрема, для площин можна покласти x =

t cos(z0+α) i y = t sin(z0+α) при сталiй z = z0, а для гелiкоїдiв – взяти сталi

x = x0 та y = y0 i z = t. Аналогiчно, до попередньої частини доведення,

далi, не обмежуючи загальнiсть, можемо вважати, що α = 0. Для такої

поверхнi базис дотичних площин утворюють поля

rs = sin z
∂

∂x
−cos z

∂

∂y
= X3, rt = (x′+sz′ cos z)

∂

∂x
+(y′+sz′ sin z)

∂

∂y
+z′

∂

∂z
,

тому N = 1
δ

(
z′ cos z ∂

∂x + z′ sin z ∂
∂y − σ ∂

∂z

)
, де σ = x′ cos z + y′ sin z + sz′ i

δ =
√

(z′)2 + σ2. Обчислюючи також другi похiднi, знаходимо з урахуван-

ням (4.4) коефiцiєнти другої фундаментальної форми поверхнi Σ:

b11 = 0, b12 =
(z′)2

δ
, b22 =

1

δ
((x′′z′ − x′z′′) cos z + (y′′z′ − y′z′′) sin z) .

Оскiльки коефiцiєнти першої фундаментальної форми дорiвнюють, зокре-

ма, g11 = 1 i g12 = 0 в силу (4.4), умова мiнiмальностi поверхнi H = 0 тут

еквiвалентна до b22 = 0, тобто

(x′′z′ − x′z′′) cos z + (y′′z′ − y′z′′) sin z = 0.
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З умови (4.4) випливає, що (x′, y′) = λ(cos z, sin z) для деякої функцiї λ,

тому попереднє рiвняння набуває вигляду

λ′z′ − z′′λ = 0, (4.5)

а умова натуральностi параметра t дає λ2+(z′)2 = 1. Тому на промiжках, де

λ = 0, маємо z′ = ±1, x′ = y′ = 0, тобто поверхня (4.3) є стандартним гелi-

коїдом, що паралельно перенесений уздовж площини (x, y). На промiжках,

де λ ̸= 0, умова (4.5) означає, що
(
z′

λ

)′
= 0, тобто z′ = λc для деякого ста-

лого c. З умови натуральностi параметра тодi отримуємо, що λ = ± 1√
1+c2

i

z′ = a = ± c√
1+c2

сталi, отже, z = z0+at i (x′, y′) = λ(cos(z0+at), sin(z0+at)).

Тодi при a = 0 рiвняння (4.3) задає площину z = z0, а при a ̸= 0 – знову

паралельно перенесений стандартний гелiкоїд.

Згадаємо, що евклiдовi площини є стiйкими (в субрiмановому сенсi) за

твердженням 2.3. Стандартнi гелiкоїди ж нестiйкi у субрiмановому сенсi в

силу наслiдку 3.2, оскiльки добре вiдомо, що вони нестiйкi в рiмановому

сенсi як поверхнi у евклiдовому просторi. Це випливає з теореми 1.3 або

перевiряється безпосередньо.

Таким чином, попередня теорема дає приклади субрiманових структур,

для яких не iснує вертикальних мiнiмальних поверхонь. З неї також випли-

ває наступний частковий результат типу Бернштейна.

Наслiдок 4.1. У групi Ẽ(2) з евклiдовою метрикою i лiвоiнварiантною

субрiмановою структурою, що визначена горизонтальним розподiлом H =

X⊥, де X має вигляд (4.1), вертикальнi стiйкi мiнiмальнi поверхнi iсну-

ють лише при µ = 0, i кожна така повна зв’язна поверхня є евклiдовою

площиною z = z0.

Бiльш того, у [17] було показано, що при µ = 0 евклiдовi площини

z = z0 вичерпують повнi зв’язнi вертикальнi стiйкi мiнiмальнi поверхнi з

порожнiми сингулярними множинами. Можна припустити, що при µ ̸= 0

таких поверхонь не iснує.
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Зазначимо, що сама група Лi E(2) власних рухiв евклiдової площини

дифеоморфна цилiндру R2×S1, причому базис (2.1) переводиться диферен-

цiалами накриваючого вiдображення (x, y, z) 7→ (x, y, ezi) у коректно визна-

чений базис лiвоiнварiантних полiв на E(2) з тими ж дужками Лi. Тому ми

можемо так само визначити лiвоiнварiантну (в даному випадку локально

евклiдову) метрику на E(2), для якої цей базис ортонормований, та лiвоiн-

варiантнi субрiмановi структури, що визначенi такими ж розподiлами, як

у твердженнi 4.1. Таким чином, накриваюче вiдображення перетворюється

на локальну iзометрiю, що зберiгає субрiманову структуру, зокрема, пе-

реводить вертикальнi мiнiмальнi поверхнi у вертикальнi мiнiмальнi, отже,

твердження теореми 4.1 залишається справедливим для поверхонь, що є

образами перелiчених там пiд дiєю накриваючого вiдображення (при цьо-

му властивостi стiйкостi теж зберiгаються).

4.2 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi Nil

Нагадаємо, що тривимiрна група Гейзенберга Nil – це простiр R3 з коор-

динатами (x, y, z), на якому структура групи Лi задається множенням

(x, y, z)(x′, y′, z′) =

(
x+ x′, y + y′, z + z′ +

1

2
(xy′ − yx′)

)
(4.6)

i визначає наступний базис лiвоiнварiантних векторних полiв:

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
, X3 =

∂

∂z
. (4.7)

Єдиними ненульовими дужками Лi цих полiв є

[X1, X2] = −[X2, X1] = X3. (4.8)

Розглянемо на групi Nil лiвоiнварiантну рiманову метрику ⟨·, ·⟩ таку, що

{X1, X2, X3} є ортонормованим базисом у кожнiй точцi. Вона таким чином

має вигляд

(ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 = dx2 + dy2 +
(
dz +

y

2
dx− x

2
dy
)2

. (4.9)
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Тут i далi через {ω1, ω2, ω3} позначатимемо базис лiвоiнварiантних 1-форм,

що дуальний до {X1, X2, X3}. З вигляду дужок Лi (4.8) отримаємо, що, згi-

дно з формулою Кошуля, рiманова зв’язнiсть ∇ метрики ⟨·, ·⟩ визначається

рiвностями

∇X1
X2 = −∇X2

X1 =
X3

2
, ∇X2

X3 = ∇X3
X2 =

X1

2
,

∇X3
X1 = ∇X1

X3 = −X2

2
, ∇X1

X1 = ∇X2
X2 = ∇X3

X3 = 0
(4.10)

i що її тензор Рiччi дорiвнює (див., наприклад, [48])

Ric = −1
2(ω

1)2 − 1
2(ω

2)2 + 1
2(ω

3)2. (4.11)

Згадаємо, що при побудовi стандартної субрiманової структури на Nil

(див. посилання у роздiлi 1.3) у якостi горизонтального розподiлу H бе-

руть розподiл, що породжений базисом {X1, X2}. З (4.8) випливає, що цей

лiвоiнварiантний розподiл дiйсно є цiлком неiнтегровним. Аналогiчно до

попереднього роздiлу, узагальнимо цю структуру, розглянувши довiльний

лiвоiнварiантний горизонтальний розподiл.

Твердження 4.2. Двовимiрний лiвоiнварiантний розподiл H на групi

Nil є цiлком неiнтегровним тодi й тiльки тодi, коли вiн трансверсаль-

ний до поля X3, тобто ортогональний до одиничного лiвоiнварiантного

поля

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λX1 + µX2 +X3) (4.12)

для деяких λ i µ.

Доведення. Якщо H = X⊥ для поля X вигляду (4.12), то його базис мо-

жна побудувати з полiв X1 − λX3 i X2 − µX3, якi разом з дужкою Лi

[X1 − λX3, X2 − µX3] = X3 утворюють базис на Nil. З iншого боку, якщо

H мiстить X3, то вiн є iнтегровним, оскiльки [X3, Y ] = 0 для будь-якого

лiвоiнварiантного поля Y .

Слова «вертикальна площина» у наступнiй теоремi використовуються

у стандартному значеннi «паралельна до осi z».
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Теорема 4.2. Нехай субрiманова структура на Nil визначається лiвоiн-

варiантним двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λX1 + µX2 +X3).

Зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна поверхня в цьому су-

брiмановому многовидi є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є

областю у вертикальнiй евклiдовiй площинi над довiльною прямою в пло-

щинi (x, y) при λ = µ = 0, i над прямою з напрямним вектором (λ, µ) в

iншому випадку (вiдповiдно, є такою площиною).

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже й у рiмано-

вому сенсi.

Доведення. Як i у доведеннi теореми 4.1, щоб побудувати вертикальну по-

верхню Σ, будемо проводити iнтегральнi траєкторiї поля

X =
1√

λ2 + µ2 + 1

(
λ
∂

∂x
+ µ

∂

∂y
+

(
1− 1

2
λy +

1

2
µx

)
∂

∂z

)
через точки напрямної кривої t 7→ (x(t), y(t), z(t)). Цi траєкторiї є евклiдо-

вими прямими, й ми отримаємо наступну параметризацiю Σ:

r(s, t) = (x(t), y(t), z(t)) +
1√

λ2 + µ2 + 1

(
λs, µs, s+

−λs y(t) + µs x(t)

2

)
.

Таким чином, похiднi

rs = X, rt = x′
∂

∂x
+y′

∂

∂y
+

(
z′ +

−λs y′ + µs x′

2
√

λ2 + µ2 + 1

)
∂

∂z
= x′X1+y′X2+δ X3,

де δ = z′ + 1
2(x

′y − xy′) + −λs y′+µs x′√
λ2+µ2+1

, утворюють базис дотичного розшару-

вання Σ. Звiдси та з (4.10) отримуємо коварiантнi похiднi

∇rsrs =
1√

λ2 + µ2 + 1
(µX1 − λX2) ,

∇rtrs =
1

2
√

λ2 + µ2 + 1
((µδ + y′)X1 − (λδ + x′)X2 + (−λy′ + µx′)X3) ,

∇rtrt = (x′′ + y′′δ)X1 + (y′ − x′δ)X2 + δ′tX3.

Одиничне нормальне поле поверхнi Σ має вигляд

N =
1

∆
√

λ2 + µ2 + 1
((µδ − y′)X1 − (λδ − x′)X2 + (λy′ − µx′)X3) ,
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де ∆ =

√
(µδ−y′)2+(λδ−x′)2+(λy′−µx′)2√

λ2+µ2+1
. Отже, коефiцiєнти другої фундаменталь-

ної форми Σ мають вигляд

b11 = ⟨∇rsrs, N⟩ = (λ2 + µ2)δ − λx′ − µy′

∆(λ2 + µ2 + 1)
3
2

,

b12 = ⟨∇rtrs, N⟩ = (λ2 + µ2)δ2 − x′2 − y′2 − (λy′ − µx′)2

2∆(λ2 + µ2 + 1)
,

b22 = ⟨∇rtrt, N⟩ = 1

∆
√

λ2 + µ2 + 1
(x′y′′ − x′′y′−

−(λy′′ − µx′′ + x′2 + y′2)δ + (λx′ + µy′)δ2 + (λy′ − µx′)δ′t
)
.

Враховуючи, що коефiцiєнти першої фундаментальної форми поверхнi Σ

дорiвнюють

g11 = 1, g12 =
λx′ + µy′ + δ√
λ2 + µ2 + 1

, g22 = x′2 + y′2 + δ2,

запишемо умову мiнiмальностi H = 0, яка еквiвалентна до рiвностi b11g22−

2b12g12+ b22g11 = 0. Вона має вигляд f(t)s+g(t) = 0 для деяких функцiй f

i g й тому еквiвалентна системi f = g = 0. Тут f = (µx′−λy′)3

∆(λ2+µ2+1)2 . Отже, або

λ = µ = 0, або (x, y) є евклiдовою прямою з напрямним вектором (λ, µ).

У першому випадку iнтегральнi траєкторiї X є вертикальними прямими,

тому можна покласти z = 0. Умова g = 0 тодi еквiвалентна рiвностi x′y′′−

x′′y′ = 0, таким чином, Σ є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли (x, y) є

довiльною прямою, а r(s, t) = (x(t), y(t), s) визначає вертикальну евклiдову

площину над цiєю прямою. У другому випадку, змiнюючи параметр t за

необхiдностi, ми можемо припустити, що x = x0+λt, y = y0+µt. Цi функцiї

задовольняють умовi g = 0, тому така поверхня Σ є мiнiмальною. Оскiльки

в цьому випадку iнтегральнi кривi X є прямими, проєкцiї яких на площину

(x, y) також мають напрямний вектор (λ, µ), Σ знову є (у повному випадку)

вертикальною евклiдовою площиною.

Вiдомо (див. [33] або подальше доведення), що у випадку λ = µ =

0 всi вертикальнi евклiдовi площини є стiйкими в субрiмановому сенсi.

Звiдси випливає, зокрема, що вони є стiйкими в рiмановому сенсi. Для

другого з випадкiв, що розглянутi у попередньому абзацi, маємо N =

78



1√
λ2+µ2

(µX1 − λX2), i коефiцiєнтами другої фундаментальної форми є

b11 =

√
λ2 + µ2

λ2 + µ2 + 1
, b12 =

√
λ2 + µ2(δ + 1)

2
√

λ2 + µ2 + 1
, b22 =

√
λ2 + µ2δ.

Нагадаємо, що характеристичне поле Z обирається так, що {rs = X,Z} є

ортонормованим репером на дотичному розшаруваннi Σ. Тодi

Z =
1√

λ2 + µ2
√

λ2 + µ2 + 1

(
−λX1 − µX2 + (λ2 + µ2)X3

)
=

=
1√

λ2 + µ2(δ − 1)

(
−(λ2 + µ2 + δ) rs +

√
λ2 + µ2 + 1 rt

)
(тут δ ̸= 1, оскiльки параметризацiя Σ є регулярною), отже,

⟨B(X), Z⟩ = −(λ2 + µ2 + δ) b11 +
√
λ2 + µ2 + 1 b12√

λ2 + µ2(δ − 1)
=

λ2 + µ2 − 1

2(λ2 + µ2 + 1)
.

З умови мiнiмальностi маємо

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = −b11 = −
√

λ2 + µ2

λ2 + µ2 + 1
,

отже,

|B|2 = 2⟨B(X), X⟩2 + 2⟨B(X), Z⟩2 = 1

2
.

Зауважимо, що |B|2 має те ж саме значення також для λ = µ = 0 i будь-якої

вертикальної евклiдової площини. З (4.11) випливає, що Ric (N,N) = −1
2 .

Зокрема, стiйкiсть Σ у рiмановому сенсi випливає з рiвностi Ric (N,N) +

|B|2 = 0 згiдно з формулою (1.3).

Для будь-якої вертикальної евклiдової площини Σ нормальне поле N є

лiнiйною комбiнацiєю X1 i X2. Тому, якщо λ = µ = 0, тобто X = X3, то

з (4.10) випливає, що ∇NX ортогональне до N . В iншому випадку N =

1√
λ2+µ2

(µX1 − λX2), тому ∇NX = 1
2Z. У будь-якому разi, ⟨∇NX,N⟩ = 0,

отже, формула другої варiацiї (3.15) має вигляд

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 dΣ ⩾ 0

що й означає стiйкiсть Σ.

Рiзнi теореми типу Бернштейна для Nil обговорювалися у роздiлi 1.3.

Усi вони стосуються стандартної субрiманової структури на цiй групi. Зокре-
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ма, згiдно з теоремою 1.4, повнi зв’язнi стiйкi мiнiмальнi поверхнi з непо-

рожнiми сингулярними множинами вичерпуються вертикальними евклi-

довими площинами, що в силу теореми 4.2 також є в точностi повними

зв’язними стiйкими мiнiмальними вертикальними поверхнями у цiй геоме-

трiї. Вiдкритим є питання, чи буде аналогiчне твердження справедливим i

для iнших структур та класiв поверхонь, що розглядаються у теоремi 4.2.

Як уже згадувалося, група Nil з метрикою (4.9) є однiєю з триви-

мiрних геометрiй Терстона ([59, 62]). Це означає iснування у неї дискре-

тних пiдгруп групи рiманових iзометрiй, факторпростори за дiями яких

(т. зв. нiльмноговиди) компактнi. У якостi прикладу такої пiдгрупи мо-

жна розглянути множину точок групи Nil з парними цiлими координатами

(x, y, z). Дiйсно, це пiдгрупа в силу (4.6), й вона дiє на Nil дискретно лiвими

зсувами, що є iзометрiями, оскiльки метрика лiвоiнварiантна. Як показано

у [59], вiдповiдний нiльмноговид має топологiчну структуру розшарування

над тором T 2, шарами якого є кола S1. В силу лiвоiнварiантностi, на нього

можна перенести описанi у цьому роздiлi метрику та субрiмановi структури

за допомогою канонiчної проєкцiї аналогiчно до конструкцiї для E(2) на-

прикiнцi попереднього роздiлу. З вигляду множення (4.6) випливає, що при

факторизацiї вертикальнi евклiдовi площини над прямими в площинi (x, y)

з рацiональними кутовими коефiцiєнтами (зокрема, x = x0 та y = y0) пе-

рейдуть у компактнi поверхнi в цьому нiльмноговидi. В силу локальностi

мiркувань у доведеннi теореми 4.2, описанi там площини тодi перейдуть

у стiйкi (в субрiмановому та рiмановому сенсах) вертикальнi мiнiмальнi

компактнi поверхнi у ньому. Можна припустити, що аналогiчнi приклади

можна побудувати й для iнших нiльмноговидiв.
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4.3 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi Sol

Тривимiрну групу Лi Sol можна описати як матричну, що складається з

дiйсних матриць вигляду 
e−z 0 x

0 ez y

0 0 1

 .

Таким чином, вона ототожнюється з простором R3 з координатами (x, y, z)

i має добуток

(x, y, z)(x′, y′, z′) =
(
x+ e−zx′, y + ezy′, z + z′

)
(4.13)

Звiдси випливає, що

X1 = e−z ∂

∂x
, X2 = ez

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
. (4.14)

є базисом лiвоiнварiантних векторних полiв. Ненульовими дужками Лi цих

полiв є

[X1, X3] = −[X3, X1] = X1, [X2, X3] = −[X3, X2] = −X2, (4.15)

звiдки, зокрема, випливає, що ця група розв’язна, але не нiльпотентна.

Якщо ввести лiвоiнварiантну метрику ⟨·, ·⟩, для якої базис (4.14) є орто-

нормованим, отримаємо тривимiрну терстонiвську геометрiю Sol ([59, 62]).

Отже, ця метрика дорiвнює

(ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2. (4.16)

З (4.15) маємо за формулою Кошуля для рiманової зв’язностi ∇ метри-

ки ⟨·, ·⟩

∇X1
X1 = −∇X2

X2 = −X3, ∇X1
X3 = X1, ∇X2

X3 = −X2,

∇X1
X2 = ∇X2

X1 = ∇X3
X1 = ∇X3

X2 = ∇X3
X3 = 0.

(4.17)

Також iз результатiв [48] випливає, що тензор Рiччi даної метрики визна-

чається рiвнiстю

Ric = −2(ω3)2. (4.18)

Як i у попереднiх двох випадках, спочатку знайдемо всi лiвоiнварiантнi

81



субрiмановi структури на Sol, якi визначаються фiксованою лiвоiнварiан-

тною метрикою ⟨·, ·⟩, що описана вище, та довiльним розподiлом.

Твердження 4.3. Лiвоiнварiантний розподiл H = X⊥, що ортогональ-

ний до одиничного лiвоiнварiантного поля

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3) (4.19)

на групi Sol, є цiлком неiнтегровним тодi й тiльки тодi, коли λµ ̸= 0.

Доведення. Дiйсно, якщо λ ̸= 0, то базис H утворюють поля −µX1 + λX2

i −νX1 + λX3. Разом зi своєю дужкою Лi [−µX1 + λX2,−νX1 + λX3] =

λ(−µX1−λX2) вони утворюють також базис на Sol, тобто H є цiлком неiн-

тегровним, тодi й тiльки тодi, коли µ ̸= 0. Якщо λ = 0, то H є iнтегровним,

оскiльки вiн натягнутий на X1 i −νX2 + µX3, де [X1,−νX2 + µX3] = µX1.

Звiдси й випливає потрiбне твердження.

Зокрема, у роботi [18] було розглянуто лiвоiнварiантну субрiманову стру-

ктуру на Sol, що вiдповiдає λ = µ = 1√
2
, ν = 0 у (4.19), дослiджено окремi

властивостi мiнiмальних поверхонь i знайдено їхнi приклади. Знайденi там

поверхнi мають непорожнi сингулярнi множини, тому не належать до кла-

сiв, що описанi нами у наступнiй теоремi.

Теорема 4.3. Нехай субрiманова структура на Sol визначається лiвоiн-

варiантним двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3)

i λµ ̸= 0.

Якщо ν ̸= 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна по-

верхня в цьому субрiмановому многовидi є мiнiмальною тодi й тiльки

тодi, коли вона є областю у цилiндрi, що параметризований або як

r(s, t) =

(
x0 −

λ

ν
e−s, t, s

)
, (4.20)
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або як

r(s, t) =

(
t, y0 +

µ

ν
es, s

)
(4.21)

(вiдповiдно, є таким цилiндром).

Якщо ν = 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна по-

верхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є областю у гори-

зонтальнiй евклiдовiй площинi z = z0 або λ = ±µ, а поверхня є областю

в «гiперболiчному гелiкоїдi» (див. рис. 4.1) з параметризацiєю

r(s, t) =

(
x0 +

1√
2
e−ts, y0 ±

1√
2
ets, t

)
(4.22)

(вiдповiдно, є однiєю з цих поверхонь).

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже й у рiмано-

вому сенсi.

Рис. 4.1: Поверхня з параметризацiєю r(s, t) =
(

1√
2
e−ts, 1√

2
ets, t

)
(«гiперболiчний гелiкоїд»)
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Доведення. Знову ж, вертикальна поверхня Σ складається з (промiжкiв)

iнтегральних траєкторiй поля

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2

(
λe−z ∂

∂x
+ µez

∂

∂y
+ ν

∂

∂z

)
.

Зауважимо, що вигляд цих кривих залежить вiд коефiцiєнта ν. Для ν ̸= 0,

подiливши на нього i позначивши λ
ν та µ

ν знову через λ та µ вiдповiдно,

ми можемо покласти ν = 1 у подальших мiркуваннях. У цьому випадку

iнтегральнi траєкторiї є «гiперболiчними гвинтовими лiнiями», якi можна

параметризувати у виглядi s 7→ (x0 − λe−s, y0 + µes, s). Тому ми можемо

будувати поверхню Σ, проводячи цi лiнiї через точки горизонтальної на-

прямної кривої t 7→ (x(t), y(t), 0), що дає параметризацiю

r(s, t) = (x(t)− λe−s, y(t) + µes, s). (4.23)

Дотичнi векторнi поля тодi мають вигляд

rs = λe−s ∂

∂x
+ µes

∂

∂y
+

∂

∂z
=
√

λ2 + µ2 + 1X,

rt = x′
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
= x′esX1 + y′e−sX2,

тож коефiцiєнтами першої фундаментальної форми є

g11 = λ2 + µ2 + 1, g12 = λx′es + µy′e−s, g22 = x′2e2s + y′2e−2s,

а з (4.17) маємо коварiантнi похiднi

∇rsrs = λX1 − µX2 + (−λ2 + µ2)X3,

∇rtrs = x′esX1 − y′e−sX2 + (−λx′es + µy′e−s)X3,

∇rtrt = x′′esX1 + y′′e−sX2 + (−x′2e2s + y′2e−2s)X3.

Оскiльки одиничним нормальним полем поверхнi Σ є

N =
1

∆

(
−y′e−sX1 + x′esX2 + (λy′e−s − µx′es)X3

)
,

де ∆ =
√

y′2e−2s + x′2e2s + (λy′e−s − µx′es)2, друга фундаментальна форма

поверхнi визначається коефiцiєнтами

b11 =
1

∆

(
−λy′e−s − µx′es − λ3y′e−s − µ3x′es + λµ(λx′es + µy′e−s)

)
,

b12 =
1

∆

(
−(2 + λ2 + µ2)x′y′ + λµ(x′2e2s + y′2e−2s)

)
,
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b22 =
1

∆

(
−x′y′′ + x′y′ − (λx′es + µy′e−s)x′y′′ + µx′3e3s + λy′3e−3s

)
.

Звiдси випливає, що умова мiнiмальностi b11g22 − 2b12g12 + b22g11 = 0 еквi-

валентна рiвностi

(λx′es + µy′e−s)x′y′ + (λ2 + µ2 + 1)(−x′′y′ + x′y′′) = 0.

Звiдси i з умови λµ ̸= 0 випливає, що Σ є мiнiмальною тодi й тiльки тодi,

коли або x′ = 0, або y′ = 0. Пiсля можливої замiни параметра t ми можемо

вважати, що або x(t) = x0, y(t) = t, або x(t) = t, y(t) = y0. Пiдставляю-

чи це в (4.23), знову замiнюючи параметр t i повертаючись до довiльного

ν ̸= 0, отримуємо цилiндричнi поверхнi з параметризацiями (4.20) i (4.21)

вiдповiдно.

Доведемо стiйкiсть для другого випадку, тобто для x(t) = t, y(t) = y0

в (4.23). Доведення для першого випадку є аналогiчним. Отже, маємо N =

1√
µ2+1

(X2 − µX3) i

b11 =
−µ(1− λ2 + µ2)√

µ2 + 1
, b12 =

λµes√
µ2 + 1

, b22 =
µe2s√
µ2 + 1

.

Поле X = 1√
λ2+µ2+1

rs утворює ортонормований репер на дотичному роз-

шаруваннi Σ разом з характеристичним полем

Z =
1√

λ2 + µ2 + 1
√
µ2 + 1

(
(µ2 + 1)X1 − λµX2 − λX3

)
=

=
−λ√

λ2 + µ2 + 1
√

µ2 + 1
rs +

√
λ2 + µ2 + 1√
µ2 + 1 es

rt.

Отже,

⟨B(X), Z⟩ = −λ

(λ2 + µ2 + 1)
√
µ2 + 1

b11 +
1√

µ2 + 1 es
b12 =

2λµ

λ2 + µ2 + 1

i, оскiльки

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = − b11
λ2 + µ2 + 1

= − −µ(1− λ2 + µ2)

(λ2 + µ2 + 1)
√

µ2 + 1
,

за умовою мiнiмальностi, маємо

|B|2 = 2⟨B(X), X⟩2 + 2⟨B(X), Z⟩2 = 2µ2

µ2 + 1
.

Звiдси та з (4.18) отримуємо, що Ric (N,N) + |B|2 = 0. З (4.17) випливає,

85



що

∇NX =
1√

λ2 + µ2 + 1
√
µ2 + 1

(−X2 + µX3) ,

тож ⟨∇NX,N⟩ = − 1√
λ2+µ2+1

, i з (3.15) отримуємо другу варiацiю

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − 2√
λ2 + µ2 + 1

uX(u) +
1

λ2 + µ2 + 1
u2 dΣ. (4.24)

Щоб спростити цей вираз, використаємо метод, що було описано на початку

роздiлу 3.3. З (4.17) випливає, що

∇ZX =
1

(λ2 + µ2 + 1)
√

µ2 + 1

(
(µ2 + 1)X1 + λµX2 − λ(2µ2 + 1)X3

)
.

Використовуючи цю рiвнiсть обчислимо дивергенцiю поля X за допомогою

ортонормованого репера {X,Z}:

divΣX = ⟨∇XX,X⟩+ ⟨∇ZX,Z⟩ = ⟨∇ZX,Z⟩ = 1√
λ2 + µ2 + 1

,

отже,

divΣ
(
u2X

)
= 2uX(u) +

1√
λ2 + µ2 + 1

u2.

Поле u2X має компактний носiй, тому iнтеграл його дивергенцiї по Σ до-

рiвнює нулю, тож (4.24) набуває вигляду

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 dΣ ⩾ 0

що й означає стiйкiсть Σ.

Для випадку ν = 0 можна вважати, що λ2 + µ2 = 1, знову перепозна-

чивши λ i µ за необхiдностi. Iнтегральнi траєкторiї X є тодi евклiдовими

прямими s 7→ (x0 + λe−z0s, y0 + µez0s, z0), тому, проводячи їх через точки

напрямної кривої t 7→ (x(t), y(t), z(t)), отримуємо наступну параметриза-

цiю поверхнi Σ:

r(s, t) =
(
x(t) + λe−z(t)s, y(t) + µez(t)s, z(t)

)
. (4.25)

У цьому випадку

rs = λX1 + µX2 = X, rt =
(
x′ − λz′e−zs

) ∂

∂x
+ (y′ + µz′ezs)

∂

∂y
+ z′

∂

∂z
=

= (x′ez − λz′s)X1 +
(
y′e−z + µz′s

)
X2 + z′X3,

86



отже,

g11 = 1, g12 = λx′ez + µy′e−z +
(
−λ2 + µ2

)
z′s,

g22 = (x′ez − λz′s)
2
+
(
y′e−z + µz′s

)2
+ z′2

та

∇rsrs =
(
−λ2 + µ2

)
X3, ∇rtrs =

(
−λx′ez + µy′e−z + z′s

)
X3,

∇rtrt =
(
x′′ez + 2x′z′ez − λz′′s− λz′2s

)
X1+

+
(
y′′e−z − 2y′z′e−z + µz′′s− µz′2s

)
X2+

+
(
z′′ − (x′ez − λz′s)

2
+
(
y′e−z + µz′s

)2)
X3

з (4.17). Це разом з виглядом одиничного нормального поля

N =
1

∆

(
µz′X1 − λz′X2 +

(
λy′e−z − µx′ez + 2λµz′s

)
X3

)
,

де ∆ =
√
z′2 + (λy′e−z − µx′ez + 2λµz′s)2, дозволяє обчислити коефiцiєнти

другої фундаментальної форми:

b11 =
1

∆

(
−λ2 + µ2

) (
λy′e−z − µx′ez + 2λµz′s

)
,

b12 =
1

∆

(
−λx′ez + µy′e−z + z′s

) (
λy′e−z − µx′ez + 2λµz′s

)
,

b22 =
1

∆

(
µx′′z′ez + 2µx′z′2ez − λy′′z′e−z + 2λy′z′2e−z − 2λµz′z′′s

)
+

+
1

∆

(
z′′ − (x′ez − λz′s)

2
+
(
y′e−z + µz′s

)2) (
λy′e−z − µx′ez + 2λµz′s

)
.

Умова мiнiмальностi тодi може бути записана у виглядi

0 = b11g22 − 2b12g12 + b22g11 = f(t)s+ g(t)

i тому еквiвалентна системi f = g = 0. Тут f =
2λµ(−λ2+µ2)z′3

∆ , отже, якщо

Σ є мiнiмальною, то z′ = 0 або λ = ±µ = 1√
2

(нагадаємо, що λµ ̸= 0).

Розглянемо випадок z′ = 0, коли повна поверхня Σ є горизонтальною

евклiдовою площиною z = z0. Тодi умова g = 0 також виконується, отже,

Σ є мiнiмальною. Ми можемо покласти x(t) = t i y(t) = 0 у її параметри-

зацiї (4.25) (зауважимо, що iнтегральнi траєкторiї X є трансверсальними

до цiєї прямої, оскiльки λµ ̸= 0). У цьому випадку N = −X3 i, отже,

Z = µX1 − λX2 = −λ
µ rs +

1
µez0 rt. Звiдси та з

b11 = λ2 − µ2, b12 = λez0, b22 = e2z0
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отримуємо, як вище,

|B|2 = 2⟨B(X), X⟩2 + 2⟨B(X), Z⟩2 = 2b211 + 2

(
−λ

µ
b11 +

1

µez0
b12

)2

= 2.

Оскiльки Ric (N,N) = −2 за (4.18) i ∇NX = 0 за (4.17), з (3.15) отримуємо

A′′(0) ⩾ 0, як вище, а отже й стiйкiсть Σ.

Нехай тепер λ = µ = 1√
2

(випадок λ = −µ розглядається аналогi-

чно) i z′ ̸= 0. Це означає, що, замiнюючи параметр t за необхiдностi,

ми можемо покласти z(t) = t. Також ми можемо, як вище, вважати, що

y(t) = 0, оскiльки λµ ̸= 0 i тому iнтегральнi траєкторiї X трансверсальнi

до площини y = 0. Тодi умова g = 0 еквiвалентна x′′ + 2x′ = 0, тобто

x(t) = C1 + C2e
−2t для деяких дiйсних C1 i C2. Пiдставляючи це в (4.25),

отримуємо

r(s, t) =

(
C1 +

1√
2
e−t
(√

2C2e
−t + s

)
,
1√
2
ets, t

)
.

Замiнивши параметр s на
√
2C2e

−t + s, отримуємо параметризацiю (4.22)

для повної поверхнi Σ, що зображена на рис. 4.1. Доведемо стiйкiсть Σ за

допомогою такої параметризацiї, тобто для x(t) = x0, y(t) = y0 i z(t) = t

у (4.25). Таким чином,

N =
1√

1 + s2

(
1√
2
X1 −

1√
2
X2 + sX3

)
i, отже,

Z =
1√

1 + s2

(
− s√

2
X1 +

s√
2
X2 +X3

)
=

1√
1 + s2

rt.

Оскiльки ⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = −b11 = 0 в силу мiнiмальностi Σ, а

b12 =
s2√
1+s2

,

|B|2 = 2⟨B(X), Z⟩2 = 2b212
1 + s2

=
2s4

(1 + s2)2
.

Разом з рiвностями Ric (N,N) = − 2s2

1+s2 за (4.18) та ∇NX = − 1√
1+s2

X3

за (4.17) це призводить до наступного вигляду формули другої варiацiї (3.15):

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − 2s

1 + s2
uX(u) +

s2

(1 + s2)2
u2 dΣ. (4.26)

Щоб переписати цей вираз, ми знову використаємо дивергенцiю X: ∇ZX =
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s√
1+s2

X3 з (4.17), отже,

divΣX = ⟨∇ZX,Z⟩ = s

1 + s2
,

та

divΣ

(
s

1 + s2
u2X

)
=

2s

1 + s2
uX(u) +

1

(1 + s2)2
u2.

Iнтеграл цiєї дивергенцiї по Σ так само дорiвнює нулю, тому (4.26) прийме

вигляд

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 +
1

1 + s2
u2 dΣ ⩾ 0,

звiдки випливає стiйкiсть Σ.

Поверхнi z = z0 i (4.22) були ранiше знайденi Л. Масальцевим, який

у [42] дослiджував мiнiмальнi поверхнi в Sol, що утворюються iнтеграль-

ними траєкторiями X для «стандартної» структури, визначеної умовами

λ = µ = 1√
2
, ν = 0 у (4.19), (цi траєкторiї є геодезичними даного рiманового

многовиду). Ця стаття мiстить помилку в обчисленнi формули для H, яка,

однак, не впливає на правильнiсть її результатiв.

Наскiльки нам вiдомо, аналоги теореми Бернштейна для Sol не дово-

дилися навiть у випадку стандартної структури.

Аналогiчно до Nil (див. мiркування наприкiнцi попереднього роздiлу),

терстонiвська геометрiя Sol з метрикою (4.16) теж має дискретнi групи

рiманових iзометрiй, факторпростори за дiями яких, що звуться солвмно-

говидами, компактнi. Зокрема, для дискретних пiдгруп (решiток) у Sol, що

дiють лiвими зсувами, ми так само можемо переносити на солвмноговиди

описанi у даному роздiлi лiвоiнварiантнi субрiмановi структури. У [59] по-

казано, що евклiдовi площини z = z0, що утворюють iнварiантне вiдносно

лiвих зсувiв шарування в силу (4.13), факторизуються в поверхнi, що мо-

жуть бути дифеоморфнi R2, S1 × R, листу Мебiуса, тору T 2 або пляшцi

Клейна. Оскiльки доведення теореми 4.3 має локальний характер, такi по-

верхнi є прикладами стiйких (в субрiмановому та рiмановому сенсах) вер-
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тикальних мiнiмальних поверхонь у солвмноговидах, зокрема компактних.

Залишається вiдкритим питання, чи мають iншi поверхнi, що перелiченi у

теоремi, компактнi факторизацiї.

4.4 Вертикальнi мiнiмальнi поверхнi в групi ˜SL(2,R)

Через ˜SL(2,R) ми позначаємо унiверсальне накриття спецiальної лiнiйної

групи SL(2,R) (що також збiгається з унiверсальним накриттям ˜PSL(2,R)

проєктивної спецiальної лiнiйної групи). Як було показано, зокрема, у [59],

цей многовид також можна описати як унiверсальне накриття одинично-

го дотичного розшарування гiперболiчної площини H2 з метрикою Саса-

кi. Таким чином, використовуючи модель H2 на пiвплощинi, ми можемо

представити ˜SL(2,R) як пiвпростiр {(x, y, z) ∈ R3 | y > 0}. Накриваюче

вiдображення ˜SL(2,R) → SL(2,R) у цих координатах має вигляд (див. [29,

Ch. 2] або [39])

(x, y, z) 7→

 1 x

0 1

 √
y 0

0 1√
y

 cos z
2 sin z

2

− sin z
2 cos z

2

 , (4.27)

а групова структура iндукована матричним множенням у SL(2,R). Звiдси

можна вивести, що лiвоiнварiантнi векторнi поля

X1 = y cos z
∂

∂x
+ y sin z

∂

∂y
− cos z

∂

∂z
,

X2 = −y sin z
∂

∂x
+ y cos z

∂

∂y
+ sin z

∂

∂z
,X3 =

∂

∂z

(4.28)

утворюють базис алгебри Лi даної групи з ненульовими дужками Лi

[X1, X2] = −[X2, X1] = −X3, [X2, X3] = −[X3, X2] = X1,

[X3, X1] = −[X1, X3] = X2.
(4.29)

Звiдси, зокрема, випливає, що група ˜SL(2,R) проста. Оберемо на нiй лiво-

iнварiантну метрику ⟨·, ·⟩ так, що базис (4.28) ортонормований. Оскiльки

дуальний базис у даному випадку складається з форм

ω1 =
cos z dx+ sin z dy

y
, ω2 =

− sin z dx+ cos z dy

y
, ω3 =

dx+ y dz

y
,
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метрика має вигляд

(ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 =
dx2 + dy2 + (dx+ y dz)2

y2
(4.30)

i є згаданою вище метрикою Сасакi, а ˜SL(2,R) з нею утворює ще одну

тривимiрну терстонiвську геометрiю ([59, 62]). При цьому евклiдова орто-

гональна проєкцiя (x, y, z) 7→ (x, y) є рiмановою субмерсiю на гiперболiчну

площину. Використовуючи формулу Кошуля, виведемо з дужок (4.29), що

рiманова зв’язнiсть ∇ метрики ⟨·, ·⟩ визначається рiвностями

∇X1
X2 = −∇X2

X1 = −X3

2
, ∇X2

X3 = −X1

2
, ∇X3

X2 = −3X1

2
,

∇X3
X1 =

3X2

2
, ∇X1

X3 =
X2

2
, ∇X1

X1 = ∇X2
X2 = ∇X3

X3 = 0.
(4.31)

З [48] також випливає, що тензор Рiччi цiєї метрики має вигляд

Ric = −3

2
(ω1)2 − 3

2
(ω2)2 +

1

2
(ω3)2. (4.32)

Як у попереднiх роздiлах, з (4.29) випливає наступна характеризацiя

цiлком неiнтегровних лiвоiнварiантних розподiлiв.

Твердження 4.4. Лiвоiнварiантний розподiл H = X⊥, що ортогональ-

ний до одиничного лiвоiнварiантного поля

X =
1√

λ2 + µ2 + ν2
(λX1 + µX2 + νX3) (4.33)

на групi ˜SL(2,R), є цiлком неiнтегровним тодi й тiльки тодi, коли λ2 +

µ2 ̸= ν2.

Доведення. Як у доведеннi твердження 4.3, при λ ̸= 0 базис H складають

поля −µX1 + λX2 i −νX1 + λX3, дужка Лi яких дорiвнює

[−µX1 + λX2,−νX1 + λX3] = λ(λX1 + µX2 − νX3)

i утворює разом з ними базис на групi тодi й тiльки тодi, коли λ2+µ2−ν2 ̸=

0. Якщо ж λ = 0, то H натягнутий на X1 i −νX2 + µX3, де [X1,−νX2 +

µX3] = −µX2 + νX3, i у цьому випадку необхiдною i достатньою умовою

цiлком неiнтегровностi є µ2 − ν2 ̸= 0.

Зокрема, поклавши λ = µ = 0 у (4.33), отримаємо лiвоiнварiантний
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розподiл H, що ортогональний до X3. Субрiманову структуру на ˜SL(2,R),

що визначена метрикою ⟨·, ·⟩ i горизонтальним розподiлом H, будемо на-

зивати стандартною. Вона дослiджувалася ранiше, зокрема, у [58, 34, 35].

Для цiєї структури вертикальнi поверхнi складаються з (промiжкiв) iнте-

гральних кривих X3 =
∂
∂z , тобто вертикальних евклiдових прямих, i, отже,

у зв’язному випадку є областями у вертикальних цилiндрах, якi можна

параметризувати як r(s, t) = (x(t), y(t), s). Як було показано, наприклад,

у [39] або у [63], рiманова (а отже й субрiманова) середня кривина такої

поверхнi дорiвнює геодезичнiй кривинi напрямної кривої t 7→ (x(t), y(t))

вiдносно стандартної метрики dx2+dy2

y2 моделi H2 на пiвплощинi. Таким чи-

ном, вертикальна поверхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли напрямна

крива є геодезичною. Iншими словами, повнi зв’язнi вертикальнi мiнiмаль-

нi поверхнi мають вигляд π−1(γ), де π : ˜SL(2,R) → H2 : (x, y, z) 7→ (x, y) є

рiмановою субмерсiєю, а γ є повною геодезичною в H2. Субрiманова стiй-

кiсть таких поверхонь встановлювалася в [58], але ми перевiримо її також

у доведеннi теореми 4.5 для повноти викладення.

Дослiдження вертикальних мiнiмальних поверхонь для лiвоiнварiантної

субрiманової структури з горизонтальним розподiлом, що ортогональний

до поля (4.33), у загальному виглядi становить певнi обчислювальнi скла-

днощi через будову iнтегральних траєкторiй цього поля. Тому тут крiм

стандартної структури ми обмежимося лише випадком µ = ν = 0 у (4.33),

коли лiвоiнварiантний горизонтальний розподiл H ортогональний до X1.

Його вертикальнi мiнiмальнi поверхнi описанi у наступнiй теоремi.

Теорема 4.4. Зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна поверхня в
˜SL(2,R) з лiвоiнварiантною субрiмановою структурою, що визначається

горизонтальним розподiлом H = X⊥
1 , є мiнiмальною тодi й тiльки тодi,

коли вона є областю або у пiвплощинi z = π
2 +πk, k ∈ Z, або у гелiкоїдаль-
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нiй поверхнi з однiєю з наступних параметризацiй (див. рис. 4.2–4.4):

r(s, t) = (x0 − t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 ± t− t sin s, t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

r(s, t) = (x0 + y0 sh t− y0 ch t sin s, y0 ch t cos s, s), t ∈ R,

r(s, t) = (x0 ± y0 ch t− y0 sh t sin s, y0 sh t cos s, s), t ∈ (0,+∞),

s ∈
(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
, k ∈ Z

(4.34)

(вiдповiдно, є однiєю з перелiчених поверхонь). Усi цi поверхнi є стiйкими

в субрiмановому сенсi, а отже, i в рiмановому сенсi.

Доведення. Вертикальна поверхня Σ для цiєї структури утворена (промiж-

ками) iнтегральних траєкторiй поля

X = X1 = y cos z
∂

∂x
+ y sin z

∂

∂y
− cos z

∂

∂z
. (4.35)

Iнтегруючи, отримуємо для третьої координати z′ = − cos z, тобто або z =

π
2 + πk, k ∈ Z, або z(σ) = π

2 − 2 arctgCeσ + 2πk для C > 0 та k ∈ Z,

що строго спадає вiд значення π
2 + 2πk до −π

2 + 2πk, де σ – натуральний

параметр. Це означає, що в другому випадку ми можемо використовувати

z як параметр z = s ∈
(
−π

2 + 2πk, π2 + 2πk
)

цiєї кривої.

У першому випадку Σ мiститься у пiвплощинi z = z0 =
π
2 + πk, y > 0,

яку можна параметризувати як r(s, t) = (t, es, z0). Тодi

rs = es
∂

∂y
= ±X1, rt =

∂

∂x
=

1

es
(∓X2 +X3), N =

1√
2
(∓X2 −X3),

в силу (4.28). Тут i далi в дослiдженнi цiєї поверхнi верхнi знаки вiдповiда-

ють парним значенням k, а нижнi – непарним. Згiдно з (4.31), коварiантнi

похiднi цих полiв дорiвнюють

∇rsrs = 0, ∇rtrs =
1

2es
(±3X2 −X3), ∇rtrt = ± 2

e2s
X1,

отже, маємо коефiцiєнти фундаментальних форм

g11 = 1, g12 = 0, g22 =
2

e2s
, b11 = b22 = 0, b12 = − 1√

2 es
.

Звiдси вiдразу бачимо, що цi пiвплощини справдi мiнiмальнi, i що |B|2 =

2b212
g11g22

= 1
2 , оскiльки репер {rs, rt} ортогональний. Крiм того, Ric(N,N) =
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−1
2 за (4.32), отже, |B|2 + Ric(N,N) = 0. Також iз (4.31) випливає, що

∇NX = 1
2
√
2
(−3X2 ∓ X3), тому ⟨∇NX,N⟩ = ±1, i формула другої варiа-

цiї (3.15) набуває вигляду

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 ± 2uX(u)− u2 dΣ.

Зауважимо, що поле X = X1 має нульову дивергенцiю в ˜SL(2,R) згi-

дно з (4.31). З iншого боку, ми можемо обчислити цю дивергенцiю в то-

чках Σ, використовуючи ортонормований базис {X,Z,N} та враховуючи,

що ⟨∇XX,X⟩ = 0, оскiльки |X| = 1: 0 = ⟨∇ZX,Z⟩ + ⟨∇NX,N⟩. От-

же, divΣX = ⟨∇ZX,Z⟩ = −⟨∇NX,N⟩ = ∓1. З цього отримуємо, що

divΣ
(
u2X

)
= 2uX(u) ∓ u2. Iнтеграл вiд цiєї дивергенцiї по Σ дорiвнює

нулю для функцiй u з компактними носiями, звiдки випливає, що

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 dΣ ⩾ 0,

отже, Σ є стiйкою.

Таким чином, вiдтепер ми можемо розглядати поверхнi Σ, що утворенi

(промiжками) iнтегральних траєкторiй поля (4.35) з параметром z = s. Це

гвинтовi лiнiї, що трансверсальнi до пiвплощин z = z0, тому ми можемо

проводити їх через точки напрямної кривої вигляду t 7→ (x(t), y(t), 0), де

y(t) > 0. Iнтегруючи (4.35), отримаємо параметризацiю

r(s, t) = (x(t)− y(t) sin s, y(t) cos s, s) (4.36)

поверхнi Σ (зауважимо, що y в (4.35) вiдповiдає y(t) cos s тут). Тодi, згiдно

з (4.28),

rs = −y cos s
∂

∂x
− y sin s

∂

∂y
+

∂

∂z
= − 1

cos s
X1 = − 1

cos s
X,

rt = (x′ − y′ sin s)
∂

∂x
+ y′ cos s

∂

∂y
=

=
1

y cos s
(x′ cos sX1 + (y′ − x′ sin s)X2 + (x′ − y′ sin s)X3) ,

N =
1

∆
(−(x′ − y′ sin s)X2 + (y′ − x′ sin s)X3) ,

де позначили ∆ =
√
(x′ − y′ sin s)2 + (y′ − x′ sin s)2. З (4.31) отримуємо ко-
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варiантнi похiднi

∇rsrs = − sin s

cos2 s
X1,

∇rtrs = − 1

2y cos2 s
(3(x′ − y′ sin s)X2 + (y′ − x′ sin s)X3) ,

∇rtrt =
1

y2 cos2 s

(
((x′′y − x′y′) cos2 s− 2(y′ − x′ sin s)(x′ − y′ sin s))X1

((y′′ − x′′ sin s)y − (y′ − x′ sin s)y′ + 2x′(x′ − y′ sin s)) cos sX2

((x′′ − y′′ sin s)y − (x′ − y′ sin s)y′) cos sX3) ,

i, таким чином, коефiцiєнти другої фундаментальної форми поверхнi Σ

дорiвнюють

b11 = 0, b12 =
1

2∆y cos2 s

(
3(x′ − y′ sin s)2 − (y′ − x′ sin s)2

)
,

b22 =
1

∆y2 cos s

(
(x′′y′ − x′y′′)y cos2 s− 2x′(x′ − y′ sin s)2

)
.

Зокрема, для мiнiмальних поверхонь ⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = 0, отже,

|B|2 = 2 ⟨B(Z), X⟩2. Оскiльки коефiцiєнти першої фундаментальної форми

мають вигляд

g11 =
1

cos2 s
, g12 = − x′

y cos s
,

g22 =
1

y2 cos2 s

(
(x′)2 cos2 s+ (y′ − x′ sin s)2 + (x′ − y′ sin s)2

)
,

умова мiнiмальностi b11g22 − 2b12g12 + b22g11 = 0 еквiвалентна рiвнянню

(x′′y′ − x′y′′) y + x′
(
(x′)2 − (y′)2

)
= 0. (4.37)

Спочатку розглянемо розв’язок x = x0. Тодi ми можемо покласти y(t) = t

для t > 0 i отримати з (4.36) першу параметризацiю в (4.34), тобто область

у стандартному гелiкоїдi (див. лiву частину рис. 4.2). У цьому випадку

N = 1
∆ (sin sX2 +X3), де ∆ =

√
1 + sin2 s, та

b11 = b22 = 0, b12 =
3 sin2 s− 1

2∆t cos2 s
, Z =

1

∆
(X2 − sin sX3) =

t cos s

∆
rt,

|B|2 = 2 ⟨B(Z), X⟩2 = 2t2 cos4 s

∆2
b212 =

(3 sin2 s− 1)2

2∆4
.

Також маємо Ric(N,N) = −3 sin2 s+1
2∆2 за (4.32) та ∇NX = 1

2∆ (3X2 + sin sX3)

з (4.31), отже, ⟨∇NX,N⟩ = 2 sin s
∆2 . Таким чином, друга варiацiя поверхнi

95



дорiвнює

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 +
4 sin s

1 + sin2 s
uX(u)− 3 sin4 s+ 1

(1 + sin2 s)2
u2 dΣ.

в силу (3.15). Тут теж використаємо спосiб, що було описано на початку

роздiлу 3.3. Знову ж таки, divΣX = ⟨∇ZX,Z⟩ = −⟨∇NX,N⟩ = −2 sin s
∆2 .

Таким чином,

divΣ

(
sin s

1 + sin2 s
u2X

)
=

(
X

(
sin s

1 + sin2 s

)
+

sin s

1 + sin2 s
divΣX

)
u2+

+
2 sin s

1 + sin2 s
uX(u) = − sin4 s+ 1

(1 + sin2 s)2
u2 +

2 sin s

1 + sin2 s
uX(u).

Оскiльки iнтеграл вiд цього виразу дорiвнює нулю для u з компактним

носiєм,

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 +
cos2 s

1 + sin2 s
u2 dΣ ⩾ 0,

i тому Σ є стiйкою.

Рис. 4.2: Гелiкоїдальнi поверхнi з параметризацiями (для s ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
)

r(s, t) = (−t sin s, t cos s, s) (злiва), r(s, t) = (t− t sin s, t cos s, s)
i r(s, t) = (−t− t sin s, t cos s, s) (справа)

У випадку x′ ̸= 0 запишемо (4.37) як рiвняння для функцiї y = y(x) та

отримаємо yy′′ + (y′)2 = 1, тобто (y2)′′ = 2, отже, y2 = (x − x0)
2 + C. Для

C = 0 ми можемо покласти x(t) = x0 ⩽ t та y(t) = t > 0, отримавши таким

чином другу параметризацiю в (4.34) з (4.36). Для C > 0 ми отримуємо
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третю параметризацiю в (4.34) з x(t) = x0 + y0 sh t та y(t) = y0 ch t, де

y0 > 0, i тому C = y20 > 0. Нарештi, четверта параметризацiя вiдповiдає

x(t) = x0 ± y0 ch t та y(t) = y0 sh t для t > 0, таким чином, C = −y20 < 0.

Отже, в цих двох останнiх випадках кривi (x, y) є гiперболами в пiвплощинi

y > 0.

Для випадку x(t) = x0 ± t та y(t) = t (вiдповiднi поверхнi зображено

на рис. 4.2 справа) iз загальних формул отримуємо ∆ =
√
2(1 ∓ sin s),

N = 1√
2
(∓X2 +X3) та

b11 = 0, b12 =
1∓ sin s√
2 t cos2 s

, b22 =
∓2(1∓ sin s)√

2 t2 cos s
,

Z =
1√
2
(X2 ±X3) =

cos s (cos s rs + t rt)√
2(1∓ sin s)

,

|B|2 = 2 ⟨B(Z), X⟩2 = cos4 s (cos s b11 + t b12)
2

(1∓ sin s)2
=

1

2
.

Оскiльки поле N (з точнiстю до знака) таке ж саме, як у випадку z = π
2+πk

вище, тут також Ric(N,N) = −1
2 та ⟨∇NX,N⟩ = ±1. Решта доведення

стiйкостi для Σ також дослiвно та ж сама, як i у тому випадку.

Рис. 4.3: Гелiкоїдальна поверхня з параметризацiєю (для s ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
)

r(s, t) = (sh t− ch t sin s, ch t cos s, s)
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Для третьої параметризацiї в списку (4.34) (таку поверхню зображено

на рис. 4.3) маємо x(t) = x0 + y0 sh t, y(t) = y0 ch t, а для четвертої маємо

x(t) = x0 ± y0 ch t, y(t) = y0 sh t (двi поверхнi на рис. 4.4).

Рис. 4.4: Гелiкоїдальнi поверхнi з параметризацiями (для s ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
)

r(s, t) = (ch t− sh t sin s, sh t cos s, s)
i r(s, t) = (− ch t− sh t sin s, sh t cos s, s)

Позначимо α = x′ − y′ sin s, β = y′ − x′ sin s для всiх цих випадкiв. Тодi

rt =
1

y cos s
(x′ cos sX1 + βX2 + αX3) , N =

1

∆
(−αX2 + βX3) ,

де ∆ =
√
α2 + β2. Зауважимо, що α2 − β2 = y20 cos

2 s для третьої параме-

тризацiї в (4.34) та α2 − β2 = −y20 cos
2 s для четвертої.

Iз наведених вище загальних формул,

b11 = 0, b12 =
3α2 − β2

2y∆cos2 s
, b22 = −3α2 − β2

y∆cos s
.

Нагадаємо, що rs = − 1
cos sX1 = − 1

cos sX, тому для характеристичного поля

поверхнi маємо

Z =
1

∆
(βX2 + αX3) =

cos s (x′ cos s rs + y rt)

∆
,

|B|2 = 2 ⟨B(Z), X⟩2 = cos4 s (x′ cos s b11 + yb12)
2

∆2
=

(
3α2 − β2

)2
2∆4

.
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Оскiльки Ric(N,N) = −3α2+β2

2∆2 з (4.32) та ∇NX = 1
∆ (3βX2 − αX3) з (4.31),

звiдки випливає ⟨∇NX,N⟩ = −2αβ
∆2 , формула другої варiацiї (3.15) набуває

в даному випадку вигляду

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − 4αβ

∆2
uX(u)−

(
3α2 − β2

) (
α2 − β2

)
+ 4α2β2

∆4
u2 dΣ.

Ще раз використаємо дивергенцiю: divΣX = ⟨∇ZX,Z⟩ = −⟨∇NX,N⟩ =

2αβ
∆2 . Безпосереднiм обчисленням отримуємо, що X

(
αβ
∆2

)
= y40 cos

4 s
∆4 = (α2−β2)2

∆4 ,

отже,

divΣ

(
αβ

∆2
u2X

)
=

(α2 − β2)2 + 2α2β2

∆4
u2 +

2αβ

∆2
uX(u).

Iнтеграл вiд цiєї дивергенцiї дорiвнює нулю для u з компактним носiєм,

тому остаточно

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − α2 − β2

∆2
u2 dΣ.

Для четвертого випадку в (4.34) вираз пiд цим iнтегралом завжди не-

вiд’ємний, тому маємо стiйкiсть Σ. Нарештi, для доведення стiйкостi у

третьому випадку використаємо субрiмановий оператор Якобi поверхнi Σ,

що був описаний у роздiлi 3.3. Оскiльки ∇XZ = 1
2∆ (αX2 − βX3) з (4.31),

⟨∇XZ,X⟩ = 0. Згiдно з твердженням 3.1, оператор Якобi тодi має вигляд

L(u) = Z(Z(u)) +
y20 cos

2 s

∆2
u =

=
y0 ch t cos s

∆

(
cos s

∂

∂s
+

∂

∂t

)(
y0 ch t cos s

∆
(cos s us + ut)

)
+

+
y20 cos

2 s

∆2
u =

y20 cos
2 s

∆2

(
ch2 t cos2 s uss + 2 ch2 t cos s ust + ch2 t utt+

+cos s ch t(sh t− sin s ch t)us + ch t sh t ut + u)

Зокрема, для функцiй u = u(t), що не залежать вiд s, L(u) = 0 тодi й

тiльки тодi, коли

ch2 t utt + sh t ch t ut + u = 0.

Серед розв’язкiв u(t) = C1

ch t + C2 th t цього рiвняння Штурма – Лiувiлля є

додатний u(t) = 1
ch t > 0. Згiдно з теоремою 3.3, це означає, що поверхня Σ

є стiйкою.
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Зауважимо також, що подiбний опис з точнiстю до рiманової iзоме-

трiї матиме мiсце у загальному випадку при ν = 0 у (4.33), тобто для

будь-якої субрiманової структури з горизонтальним розподiлом вигляду

H = (λX1 + µX2)
⊥. Дiйсно, поле X для такого випадку можна отрима-

ти з X1 обертанням навколо осi з напрямним вектором X3 в алгебрi Лi,

що однозначно визначає iзометрiю ˜SL(2,R), яка зберiгає на мiсцi одиницю

(0, 1, 0) цiєї групи i диференцiалом якої в одиницi є дане обертання. Зокре-

ма, для цього бiльш загального випадку ми теж можемо стверджувати, що

усi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi є стiйкими.

Враховуючи запис (4.30) метрики ⟨·, ·⟩, ми можемо розглянути також

простiший ортонормований репер

Y1 = y
∂

∂x
− ∂

∂z
= cos z X1 − sin z X2,

Y2 = y
∂

∂y
= sin z X1 + cos z X2, Y3 =

∂

∂z
= X3,

(4.38)

що було запропоновано у [39] i де поля Y1 та Y2 не є лiвоiнварiантни-

ми. З (4.29) випливає, що єдиною ненульовою дужкою Лi полiв (4.38) є

[Y1, Y2] = −[Y2, Y1] = −Y1 − Y3. З (4.31) випливає, що

∇Y1
Y2 = −Y1 −

Y3

2
, ∇Y2

Y1 =
Y3

2
, ∇Y2

Y3 = ∇Y3
Y2 = −Y1

2
,

∇Y3
Y1 = ∇Y1

Y3 =
Y2

2
, ∇Y1

Y1 = Y2, ∇Y2
Y2 = ∇Y3

Y3 = 0.
(4.39)

а з (4.32) – що

Ric(Y1, Y1) = Ric(Y2, Y2) = −3

2
,

Ric(Y3, Y3) =
1

2
, Ric(Yi, Yj) = 0, i ̸= j.

(4.40)

Аналогiчно до твердження 4.4, розглянемо двовимiрний розподiл, що

ортогональний до довiльної лiнiйної комбiнацiї полiв (4.38) зi сталими кое-

фiцiєнтами. Тепер вiн вже не буде лiвоiнварiантним, за винятком розподiлу,

що ортогональний до Y3 = X3 (i вiдповiдає таким чином стандартнiй су-

брiмановiй структурi, що обговорювалася вище).

Твердження 4.5. Розподiл H = X⊥ на ˜SL(2,R), одиничне нормальне

поле якого X є лiнiйною комбiнацiєю полiв Y1, Y2, Y3 зi сталими коефi-
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цiєнтами, є цiлком неiнтегровним тодi й тiльки тодi, коли це поле має

вигляд

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λY1 + µY2 + Y3), (4.41)

де λ ̸= −1.

Доведення. Дiйсно, якщо одиничне X має вигляд 1√
λ2+µ2

(λY1 + µY2), то

Y3 належить до його ортогонального розподiлу H. Оскiльки [Y1, Y3] =

[Y2, Y3] = 0, цей розподiл є iнтегровним. Отже, коефiцiєнт при Y3 у X пови-

нен бути ненульовим, тобто, не зменшуючи загальностi, ми можемо вважа-

ти, що X = 1√
λ2+µ2+1

(λY1+µY2+Y3). У цьому випадку {Y1−λY3, Y2−µY3}

є базисом H. Дужка Лi −Y1 − Y3 цих полiв утворює з ними лiнiйно неза-

лежну трiйку, тобто H є цiлком неiнтегровним, тодi й тiльки тодi, коли

λ ̸= −1.

Як у всiх попереднiх випадках, введемо на ˜SL(2,R) субрiманову стру-

ктуру, що визначена фiксованою метрикою ⟨·, ·⟩ i горизонтальним розподi-

лом з попереднього твердження.

Теорема 4.5. Нехай субрiманова структура на ˜SL(2,R) визначається

двовимiрним горизонтальним розподiлом H = X⊥, де

X =
1√

λ2 + µ2 + 1
(λY1 + µY2 + Y3)

i λ ̸= −1. Ця субрiманова структура допускає вертикальнi мiнiмальнi

поверхнi лише при λ = 0 та λ = 1.

Якщо µ ̸= 0, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) вертикальна по-

верхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є областю у евклi-

довiй пiвплощинi x = x0 при λ = 0 або у евклiдовi пiвплощинi z = z0 при

λ = 1 (вiдповiдно, є такою площиною).

Якщо µ = 0 та λ = 1, то зв’язна (вiдповiдно, повна зв’язна) верти-

кальна поверхня є мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли вона є областю
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або у евклiдовiй пiвплощинi z = z0, або у цилiндрi з параметризацiєю

r(s, t) =
(
s, y0 cos t, z0 +

√
2 t
)
, s ∈ R, t ∈

(
−π

2
+ 2πk,

π

2
+ 2πk

)
, (4.42)

де k ∈ Z (вiдповiдно, є одною з таких поверхонь).

Якщо µ = λ = 0, то повна (вiдповiдно, повна зв’язна) поверхня є

мiнiмальною тодi й тiльки тодi, коли це область у цилiндрi (вiдповiдно,

цилiндр) над геодезичною у гiперболiчнiй площинi H2.

Усi цi поверхнi є стiйкими в субрiмановому сенсi, а отже, i в рiмано-

вому сенсi.

Доведення. Пiдставляючи (4.38) у(4.41), отримуємо

X =
1√

λ2 + µ2 + 1

(
λy

∂

∂x
+ µy

∂

∂y
+ (−λ+ 1)

∂

∂z

)
. (4.43)

У випадку µ ̸= 0 iнтегральнi траєкторiї цього поля трансверсальнi до ев-

клiдових площин y = y0 (нагадаємо, що y > 0), тому ми можемо побуду-

вати будь-яку повну зв’язну вертикальну поверхню Σ субрiманової стру-

ктури, провiвши цi траєкторiї через точки напрямної кривої t 7→ (x(t) +

λ/µ, 1, z(t)), та отримати наступну параметризацiю Σ:

r(s, t) =

(
x(t) +

λ

µ
eµs, eµs, z(t) + (−λ+ 1)s

)
. (4.44)

Диференцiюючи, отримуємо

rs =
√

λ2 + µ2 + 1X, rt = x′
∂

∂x
+ z′

∂

∂z
= x′e−µs Y1 + (x′e−µs + z′)Y3.

Звiдси та з (4.39), коварiантнi похiднi даних полiв мають вигляд

∇rsrs = (λ+ 1)(−µY1 + λY2),

∇rtrs = −µ

2
(3x′e−µs + z′)Y1 +

1

2
(3λx′e−µs + λz′ + x′e−µs)Y2 −

µ

2
x′e−µsY3,

∇rtrt = x′′e−µsY1 + (2(x′)2e−2µs + x′z′e−µs)Y2 + (x′′e−µs + z′′)Y3.

Одиничне нормальне поле поверхнi Σ дорiвнює

N =
1

∆

(
(µx′e−µs + µz′)Y1 − (λx′e−µs + λz′ − x′e−µs)Y2 − µx′e−µsY3

)
,

де позначаємо

∆ =
√
(µx′e−µs + µz′)2 + (λx′e−µs + λz′ − x′e−µs)2 + (µx′e−µs)2.
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Отже, коефiцiєнтами другої фундаментальної форми Σ є

b11 =
λ+ 1

∆

(
−(λ2 + µ2)(x′e−µs + z′) + λx′e−µs

)
,

b12 =
1

2∆

(
−(λ2 + µ2)(3x′e−µs + z′)(x′e−µs + z′)+

+(1 + 2λ+ µ2)(x′)2e−2µs
)
,

b22 =
1

∆

(
−x′(2x′e−µs + z′)((λ− 1)x′e−µs + λz′)e−µs+

+µ(x′′z′ − x′z′′)e−µs) .

Враховуючи коефiцiєнти першої фундаментальної форми цiєї поверхнi

g11 = λ2 + µ2 + 1, g12 = (λ+ 1)x′e−µs + z′, g22 = (x′)2e−2µs + (x′e−µs + z′)2,

можемо записати умову мiнiмальностi H = 0, тобто b11g22−2b12g12+b22g11 =

0, у виглядi

f3(t)e
−3µs + f2(t)e

−2µs + f1(t)e
−µs + f0(t) = 0, (4.45)

де f3 = (x′)3(λ− 1)((λ− 1)2 + µ2), тому має бути x = x0 або λ = 1.

Якщо x = x0, то з регулярностi Σ випливає z′ ̸= 0, тому можна покласти

z(t) = t, не втрачаючи загальнiсть. Тодi в (4.45) маємо f0 = λ(λ2+µ2) = 0,

отже, λ = 0. Таким чином, ∆ = |µ| i для N = Y1

b11 = −µ, b12 = −µ

2
, b22 = 0, g11 = µ2 + 1, g12 = g22 = 1,

що означає H = 0. У цьому випадку параметризацiя (4.44) набуває вигляду

r(s, t) = (x0, e
µs, t+ s) ,

тобто є параметризацiєю пiвплощини x = x0, y > 0. Характеристичне поле

Z має бути таким, щоб базис {X,Z,N} був ортонормованим. Тодi

Z =
1√

µ2 + 1
(−Y2 + µY3) = − 1

µ
√

µ2 + 1
rs +

√
µ2 + 1

µ
rt,

звiдки

⟨B(Z), X⟩ = − 1

µ(µ2 + 1)
b11 +

1

µ
b12 =

−µ2 + 1

2(µ2 + 1)

та, враховуючи рiвнiсть ⟨B(X), X⟩+ ⟨B(Z), Z⟩ = 2H = 0,

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = − 1

µ2 + 1
b11 =

µ

µ2 + 1
.

103



Отже,

|B|2 = ⟨B(X), X⟩2 + 2 ⟨B(X), Z⟩2 + ⟨B(Z), Z⟩2 = 1

2
.

З (4.40) маємо Ric(N,N) = −3
2 , а з (4.39) –

∇NX =
1√

µ2 + 1

(
−µY1 +

1

2
Y2 −

µ

2
Y3

)
,

тому ⟨∇NX,N⟩ = − µ√
µ2+1

. Отже, формула другої варiацiї (3.15) приймає

вигляд

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − 2µ√
µ2 + 1

uX(u) +
1

µ2 + 1
u2 dΣ.

Знову використовуємо дивергенцiю способом, що був описаний пiсля (3.15).

З (4.39), ∇ZX = −µ2+1
2(µ2+1)Y1, таким чином, divΣX = ⟨∇ZX,Z⟩ = 0, i тому

divΣ
(
u2X

)
= 2uX(u). Для функцiї u з компактним носiєм iнтеграл цього

виразу по Σ дорiвнює нулю, звiдки маємо

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 +
1

µ2 + 1
u2 dΣ ⩾ 0,

тобто Σ є стiйкою.

У випадку, коли λ = 1, маємо f0 = (z′)3(µ2 + 1) = 0 у рiвняннi (4.45),

таким чином, аналогiчно до попереднього випадку, z = z0, x(t) = t, i (4.44)

набуває вигляду

r(s, t) =

(
t+

1

µ
eµs, eµs, z0

)
.

Це означає, що Σ – це пiвплощина z = z0, y > 0. У доведеннi попередньої

теореми ми вже перевiряли мiнiмальнiсть такої поверхнi, використавши

дещо iншу параметризацiю. Тут же маємо ∆ =
√
2|µ|e−µs та

b11 = −
√
2µ, b12 = −µe−µs

√
2

, b22 = 0, g11 = µ2+2, g12 = 2e−µs, g22 = 2e−2µs.

для N = 1√
2
(Y1−Y3), звiдки знову ж випливає мiнiмальнiсть Σ. Її характе-

ристичним полем є

Z =
1

√
2
√
µ2 + 2

(µY1 − 2Y2 + µY3) = −
√
2

µ
√

µ2 + 2
rs +

eµs
√

µ2 + 2√
2µ

rt.
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Звiдси отримуємо

⟨B(Z), X⟩ = −
√
2

µ(µ2 + 2)
b11 +

eµs√
2µ

b12 =
−µ2 + 2

2(µ2 + 2)
,

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = − 1

µ2 + 2
b11 =

√
2µ

µ2 + 2
,

таким чином,

|B|2 = 2 ⟨B(X), X⟩2 + 2 ⟨B(X), Z⟩2 = 1

2
,

що ранiше iншим способом було отримано у доведеннi теореми 4.4. Згiдно

з (4.39),

∇NX =
1

√
2
√
µ2 + 2

(
−µ

2
Y1 + Y2 −

µ

2
Y3

)
,

тому ⟨∇NX,N⟩ = 0. Оскiльки Ric(N,N) = −1
2 з (4.40), друга варiа-

цiя (3.15) тепер набуває вигляду

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 dΣ ⩾ 0,

звiдки випливає стiйкiсть Σ.

Якщо µ = λ = 0, то, як було зазначено вище, поверхня Σ є мiнi-

мальною тодi й тiльки тодi, коли мiститься у цилiндрi над геодезичною

H2. Доведемо її субрiманову стiйкiсть. Використавши тут параметризацiю

r(s, t) = (x(t), y(t), s) для такої поверхнi, розглянемо дотичнi поля

rs = X = Y3, rt = x′
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
=

1

y
(x′ Y1 + y′ Y2 + x′ Y3) .

Припускаючи без втрати загальностi, що x′2 + y′2 = 1, отримуємо звiдси

одиничне нормальне поле N = −y′ Y1 + x′ Y2. З (4.39),

∇rsrs = 0, ∇rtrs =
1

2y
(−y′ Y1 + x′ Y2) ,

тому

b11 = 0, b12 =
1

2y
,

Оскiльки характеристичне поле Σ дорiвнює

Z = x′ Y1 + y′ Y2 = y rt − x′ rs,

використовуючи знайденi коефiцiєнти другої фундаментальної форми, отри-
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муємо, що ⟨B(X), Z⟩ = y b12 − x′ b11 =
1
2 . Оскiльки

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = −b11 = 0

в силу мiнiмальностi поверхнi Σ, |B|2 = 2⟨B(X), Z⟩2 = 1
2 . З (4.40) маємо

Ric (N,N) = −3
2 . Нормальне поле N є лiнiйною комбiнацiєю Y1 i Y2, тому

з (4.39) випливає рiвнiсть ⟨∇NX,N⟩ = 0. Отже, формула другої варiа-

цiї (3.15) у цьому випадку має вигляд

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 + u2 dΣ ⩾ 0.

Тому поверхня Σ дiйсно є стiйкою.

Таким чином, у подальшому доведеннi ми можемо вважати, що λ ̸= 0.

У цьому випадку iнтегральнi траєкторiї X – це евклiдовi прямi, що транс-

версальнi до пiвплощин x = x0 (див. (4.43)), тому ми можемо проводити їх

через точки кривої t 7→ (0, y(t), z(t)), щоб отримати параметризацiю

r(s, t) = (λy(t)s, y(t), z(t) + (−λ+ 1)s) (4.46)

поверхнi Σ. Тепер маємо

rs =
√
λ2 + 1X = λY1 + Y3,

rt = λy′s
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ z′

∂

∂z
=

1

y
(λy′s Y1 + y′ Y2 + (λy′s+ yz′)Y3) ,

g11 = λ2 + 1, g12 =
1

y
(λ(λ+ 1)y′s+ yz′) ,

g22 =
1

y2
(
(y′)2(2λ2s2 + 1) + 2λyy′z′s+ y2(z′)2

)
,

N =
1

∆
(−y′ Y1 − λ((λ− 1)y′s+ yz′)Y2 + λy′ Y3) ,

де ∆ =
√
(y′)2 + λ2((λ2((λ− 1)y′s+ yz′)2 + λ2(y′)2. З (4.39),

∇rsrs = λ(λ+ 1)Y2,

∇rtrs =
1

2y
(−y′Y1 + λ((3λ+ 1)y′s+ yz′)Y2 + λy′Y3) ,

∇rtrt =
1

y2
(
(λ(yy′′ − 3(y′)2)s− yy′z′)Y1 + (yy′′ − (y′)2+

+λy′(2λy′s+ yz′)s)Y2 + (λ(yy′′ − (y′)2)s+ y2z′′)Y3

)
,

i тому

b11 = −λ2(λ+ 1)

∆
((λ− 1)y′s+ yz′),
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b12 =
1

2∆y

(
(λ2 + 1)(y′)2 − λ2((3λ+ 1)y′s+ yz′)((λ− 1)y′s+ yz′)

)
,

b22 =
1

∆y2
(
−y′(λ(yy′′ − 3(y′)2)s− yy′z′)− λ((λ− 1)y′s+ yz′)·

·(yy′′ − (y′)2 + λy′(2λy′s+ yz′)s) + λy′(λ(yy′′ − (y′)2)s+ y2z′′)
)
.

У цьому випадку умову мiнiмальностi b11g22 − 2b12g12 + b22g11 = 0 можна

записати як

h3(t)s
3 + h2(t)s

2 + h1(t)s+ h0(t) = 0, (4.47)

де h3 = (y′λ(λ − 1))3, тому для мiнiмальної Σ має бути y = y0 або λ = 1.

Але для першого з цих випадкiв (якщо покласти z(t) = t та N = −Y2)

b11 = −λ(λ+ 1), b12 = −λ

2
, b22 = 0, g11 = λ2 + 1, g12 = g22 = 1,

i з H = 0 отримуємо λ = 0, що є суперечнiстю. Отже, λ = 1. Далi, пе-

ревiривши, що в цьому випадку h1 = h2 = 0 та обчисливши h0 в (4.47),

отримуємо наступну умову мiнiмальностi поверхнi Σ:

2(y′z′′ − y′′z′) = y(z′)3.

Ми вже знаємо, що пiвплощини z = z0 є мiнiмальними, i наведене ви-

ще доведення їхньої стiйкостi залишається правильним для µ = 0: |B|2 +

Ric(N,N) = 0 незалежно вiд субрiманової структури, а ⟨∇NX,N⟩ = 0 (де

N = 1√
2
(Y1 − Y3)) є справедливим для λ = 1 та будь-яких µ, тому друга

варiацiя залишається тiєю ж. Тому в рештi цього доведення ми можемо

вважати z′ ̸= 0 та переписати попереднє рiвняння у виглядi y′′ = −y
2 для

y = y(z). Отже, y = y0 cos
z−z0√

2
. Це означає, що ми можемо пiдставити

y = y0 cos t та z = z0 +
√
2 t у (4.46), де y0 > 0 та z0 позначають значення

вiдповiдних функцiй у точцi 0, а параметр t обирається так, що y > 0.

Зауважимо, що Σ мiститься у цилiндрi, параметризацiю якого можна пе-

реписати у виглядi (4.42), замiнивши параметр s, але тут ми продовжимо

використовувати параметризацiю (4.46):

r(s, t) =
(
sy0 cos t, y0 cos t, z = z0 +

√
2 t
)
.
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Тепер маємо ∆ =
√
2 y0, i, за попереднiми формулами,

N =
1√
2

(
sin t Y1 −

√
2 cos t Y2 − sin t Y3

)
,

b11 = −2 cos t, b12 =

√
2 s sin 2t− cos 2t√

2 cos t
,

Z =
1√
2

(
− cos t Y1 −

√
2 sin tY2 + cos t Y3

)
=

√
2 s sin t− cos t√

2
rs + cos t rt,

⟨B(Z), X⟩ =
√
2 s sin t− cos t

2
b11 +

cos t√
2
b12 =

1

2
,

⟨B(Z), Z⟩ = −⟨B(X), X⟩ = −1

2
b11 = cos t.

Таким чином, отримуємо |B|2 = 1+4 cos2 t
2 та Ric(N,N) = −1+2 cos2 t

2 з (4.40).

Нарештi, з (4.39) маємо

∇NX =
1

2
√
2

(
cos t Y1 +

√
2 sin t Y2 − cos t Y3

)
,

тому ⟨∇NX,N⟩ = 0. Отже, тут друга варiацiя має вигляд

A′′(0) =

∫
Σ

Z(u)2 − cos2 t u2 dΣ.

Для доведення стiйкостi знову застосуємо субрiмановий оператор Якобi

поверхнi Σ. Згiдно з (4.39),

∇XZ =
1

2
√
2

(
3 sin t Y1 −

√
2 cos t Y2 + sin t Y3

)
,

таким чином, ⟨∇XZ,X⟩ = sin t. За твердженням 3.1, оператор Якобi запи-

сується як

L(u) = Z(Z(u)) + sin t Z(u) + cos2 t u =
(
√
2 s sin t− cos t)2

2
uss + cos2 t utt+

+
2 cos t(

√
2 s sin t− cos t)√

2
ust +

√
2 s(1 + sin2 t)− sin t cos t√

2
us + cos2 t u.

Знову ж, обмежимо L на функцiї вигляду u = u(t):

L(u) = cos2 t(utt + u).

Таким чином, серед розв’язкiв u(t) = C1 cos t + C2 sin t рiвняння L(u) =

0 iснує додатний u(t) = cos t > 0. Отже, поверхня Σ є стiйкою в силу

теореми 3.3.

Зокрема, тут ми отримуємо подальшi, крiм тих, що були описанi у те-
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оремi 4.1 для Ẽ(2), приклади субрiманових структур, якi не допускають

вертикальних мiнiмальних поверхонь. Наголосимо ще раз, що субрiмано-

вi структури з попередньої теореми не є лiвоiнварiантними крiм випадку

λ = µ = 0, що вiдповiдає стандартнiй структурi.

У [35] для стандартної субрiманової структури на ˜SL(2,R) було отрима-

но приклади повних зв’язних стiйких мiнiмальних поверхонь з порожнiми

сингулярними множинами, що не є вертикальними. Таким чином, було по-

казано, що аналог теореми Бернштейна для мiнiмальних поверхонь тут не

має мiсця. Втiм, у [58] такий аналог було отримано для поверхонь у цiй

структурi сталої середньої кривини 1: повна зв’язна поверхня з порожньою

сингулярною множиною є стiйкою тодi й тiльки тодi, коли є вертикальною.

Як зазначалося вище, такi поверхнi є цилiндрами над орiколами у гiпербо-

лiчнiй площинi. Властивостi поверхонь сталої середньої кривини для бiльш

загальних структур, що вивчаються у даному роздiлi, наскiльки нам вiдо-

мо, у лiтературi ще не розглядалися.

Аналогiчно до зауваження наприкiнцi роздiлу 4.1, накриваюче вiдобра-

ження (4.27) дозволяє перенести побудованi у цьому роздiлi рiманову та

субрiмановi структури на саму матричну групу SL(2,R), що дифеоморфна

R2×S1, так, що це вiдображення є локальною iзометрiєю, а його диферен-

цiали зберiгають площини горизонтального розподiлу, тому вертикальнi

мiнiмальнi поверхнi переходять у вертикальнi мiнiмальнi. Тодi їх опис для

вiдповiдних структур локально виглядає так само, як у теоремах 4.4 i 4.5, цi

поверхнi є образами перелiчених там пiд дiєю накриваючого вiдображення

й так само є стiйкими.

Також, оскiльки ˜SL(2,R) з метрикою (4.30) є терстонiвською геометрi-

єю, вона має компактнi факторпростори за дiями дискретних груп iзоме-

трiй аналогiчно до Nil та Sol, тому можна також дослiджувати образи

поверхонь з теорем 4.4 i 4.5 пiд дiями вiдповiдних канонiчних проєкцiй.

У випадку, коли дискретна група iзометрiй дiє лiвими зсувами, вони бу-
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дуть являти собою приклади стiйких вертикальних мiнiмальних поверхонь

у компактних субрiманових фактормноговидах ˜SL(2,R).

4.5 Висновки до роздiлу

Роздiл присвячено опису вертикальних мiнiмальних поверхонь у тривимiр-

них групах Лi та вивченню їхньої стiйкостi. Як результат, ми

• описали зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для субрiманових

структур, що визначенi лiвоiнварiантними двовимiрними горизонталь-

ними розподiлами загального вигляду на групi Лi Ẽ(2) з евклiдовою

метрикою, знайшли структури, що не допускають таких поверхонь,

та видiлили поверхнi, що є стiйкими (тут i далi – в субрiмановому

сенсi, а отже, i в рiмановому);

• описали зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для субрiманових

структур, що визначенi лiвоiнварiантними двовимiрними горизонталь-

ними розподiлами загального вигляду на групах Лi Nil та Sol з їхнi-

ми стандартними лiвоiнварiантними метриками та довели, що всi такi

поверхнi є стiйкими;

• описали зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для нестандартної

лiвоiнварiантної субрiманової структури на групi Лi ˜SL(2,R) та до-

вели, що всi такi поверхнi є стiйкими;

• розглянули нове сiмейство нелiвоiнварiантних субрiманових структур,

що залежать вiд двох параметрiв, на групi Лi ˜SL(2,R), знайшли зна-

чення параметрiв, для яких iснують вертикальнi мiнiмальнi поверхнi,

описали такi зв’язнi поверхнi та довели, що всi вони є стiйкими.

Зауважимо також, що ортонормованi базиси лiвоiнварiантних полiв, якi

ми використовували для тривимiрних унiмодулярних груп Лi у цьому роз-

дiлi та позначали через {X1, X2, X3}, є тими самими, що було використано
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у [48] для дослiдження загальних лiвоiнварiантних метрик на таких гру-

пах i що позначалися там через {e1, e2, e3} (за виключенням групи Sol, де

простiший базис (4.14) утворюється зi стандартного обертанням в алгебрi

Лi). Тут ми використовуємо цi базиси з фiксованими значеннями стру-

ктурних констант (наприклад, λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1 у позначеннях [48] для

Nil), таким чином, розглядаючи одну стандартну лiвоiнварiантну рiмано-

ву метрику для кожної групи. Усi цi метрики вiдповiдають стандартним

тривимiрним терстоновським геометрiям ([59, 62]).

Як зазначалося наприкiнцi роздiлу 3.1, у розглянутих групах Лi можна

також аналогiчним чином будувати поверхнi, що перпендикулярнi до iн-

тегровних розподiлiв, тобто до деяких розшарувань, i дослiджувати їх на

мiнiмальнiсть та стiйкiсть, використовуючи аналог субрiманової площi. З

доведень тверджень 4.1, 4.2, 4.3 та 4.4 випливає, що лiвоiнварiантнi розпо-

дiли на цих групах є або цiлком неiнтегровними, або iнтегровними, причо-

му майже всi цiлком неiнтегровнi. Класифiкацiю мiнiмальних поверхонь,

що перпендикулярнi до лiвоiнварiантних розшарувань, та перевiрку їхньої

стiйкостi можна тодi провести аналогiчно до дослiдження вертикальних

мiнiмальних поверхонь у теоремах даного роздiлу.

Результати роздiлу опублiковано у статтях [66], [27] i [28].
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Висновки до дисертацiї

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню стiйкостi мiнiмальних по-

верхонь у субрiмановiй геометрiї, зокрема, отриманню класифiкацiйних

теорем для окремих класiв мiнiмальних поверхонь у тривимiрних субрi-

манових групах Лi та тверджень про їхню стiйкiсть.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячено базовим вiдомостям

про субрiманову геометрiю, прикладам субрiманових многовидiв, що вико-

ристовуються у роботi, поняттям мiнiмальностi та стiйкостi гiперповерхонь,

зокрема поверхонь, у рiмановiй та субрiмановiй геометрiї та огляду наяв-

ної лiтератури, що присвячена мiнiмальним пiдмноговидам у субрiманових

многовидах та їхнiй стiйкостi. Особливу увагу придiлено рiзним рiмановим

та субрiмановим узагальненням теореми С.Н. Бернштейна про явно заданi

мiнiмальнi поверхнi.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню повер-

хонь у тривимiрному многовидi Ẽ(2), тобто унiверсальному накриттi гру-

пи власних рухiв евклiдової площини, що має лiвоiнварiантну субрiманову

структуру. В результатi вiдповiдно до мети i поставлених завдань дослi-

дження було

• обчислено формулу першої варiацiї субрiманової площi поверхнi, з

якої виведено критерiй мiнiмальностi, та встановлено, що мiнiмаль-

нiсть не є еквiвалентною до рiвностi нулю субрiманової середньої кри-

вини поверхнi;

• показано, що евклiдова площина є мiнiмальною тодi й тiльки тодi,

коли вона паралельна або ортогональна до осi z, де координата z

вiдповiдає куту обертання власного руху;

• обчислено формулу другої варiацiї субрiманової площi та за її допо-

могою встановлено, що мiнiмальнi евклiдовi площини є стiйкими.
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Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню вертикаль-

них мiнiмальних поверхонь у тривимiрних субрiманових многовидах та

їхньої стiйкостi. В результатi вiдповiдно до мети i поставлених завдань

дослiдження було

• обчислено формулу першої варiацiї субрiманової площi вертикальної

поверхнi в тривимiрному субрiмановому многовидi з двовимiрним го-

ризонтальним розподiлом i виведено з неї, що вертикальна поверхня

мiнiмальна в субрiмановому сенсi тодi й тiльки тодi, коли вона мiнi-

мальна в рiмановому сенсi;

• обчислено формулу другої варiацiї субрiманової площi вертикальної

мiнiмальної поверхнi в тривимiрному субрiмановому многовидi з дво-

вимiрним горизонтальним розподiлом i виведено з неї, що зi стiйкостi

поверхнi в субрiмановому сенсi випливає стiйкiсть у рiмановому сенсi;

• запропоновано субрiмановий аналог оператора Якобi для вертикаль-

них поверхонь i доведено достатню умову стiйкостi вертикальних мi-

нiмальних поверхонь, що аналогiчна до теореми Д. Фiшер-Колбрi та

Р. Шоена: якщо поверхня допускає додатну функцiю з недодатним

оператором Якобi, то вона є стiйкою.

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено опису вертикальних

мiнiмальних поверхонь у тривимiрних групах Лi та вивченню їхньої стiй-

костi. В результатi вiдповiдно до мети i поставлених завдань дослiдження

було

• описано зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для субрiманових

структур, що визначенi лiвоiнварiантними двовимiрними горизонталь-

ними розподiлами загального вигляду на групi Лi Ẽ(2) з евклiдовою

метрикою, знайдено структури, що не допускають таких поверхонь,
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та видiлено поверхнi, що є стiйкими (тут i далi – в субрiмановому

сенсi, а отже, i в рiмановому);

• описано зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для субрiманових

структур, що визначенi лiвоiнварiантними двовимiрними горизонталь-

ними розподiлами загального вигляду на групах Лi Nil та Sol з їхнiми

стандартними лiвоiнварiантними метриками та доведено, що всi такi

поверхнi є стiйкими;

• описано зв’язнi вертикальнi мiнiмальнi поверхнi для нестандартної

лiвоiнварiантної субрiманової структури на групi Лi ˜SL(2,R) та до-

ведено, що всi такi поверхнi є стiйкими;

• розглянуто нове сiмейство нелiвоiнварiантних субрiманових структур,

що залежать вiд двох параметрiв, на групi Лi ˜SL(2,R), знайдено зна-

чення параметрiв, для яких iснують вертикальнi мiнiмальнi поверхнi,

описано такi зв’язнi поверхнi та доведено, що вони є стiйкими.

Усi перелiченi результати дисертацiйної роботи є новими та наведенi з

повними i строгими математичними доведеннями. Результати мають теоре-

тичний характер i розширюють нашi знання про субрiмановi геометричнi

структури, мiнiмальнi поверхнi у них та стiйкiсть таких поверхонь. Вони

можуть бути застосованi у подальших дослiдженнях з цiєї тематики.

Зокрема, до кола питань можливих майбутнiх дослiджень стiйкостi мi-

нiмальних пiдмноговидiв у субрiмановiй геометрiї, що пов’язанi з резуль-

татами дисертацiйної роботи та продовжують їх, входять:

• знаходження прикладiв вертикальних мiнiмальних поверхонь, що стiй-

кi у рiмановому сенсi, але не в субрiмановому;

• отримання загальних формул першої та другої варiацiї для класiв по-

верхонь у тривимiрних субрiманових многовидах, що ширшi за вер-

тикальнi;
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• узагальнення результатiв дисертацiйної роботи на iншi класи варiацiй

крiм нормальних;

• отримання класифiкацiйних теорем про вертикальнi мiнiмальнi по-

верхнi в неунiмодулярних тривимiрних субрiманових групах Лi та

встановлення їхньої стiйкостi;

• отримання класифiкацiйних теорем про вертикальнi мiнiмальнi по-

верхнi для субрiманових структур на групах Лi, що визначенi до-

вiльними лiвоiнварiантними метрикою i розподiлом, та встановлення

їхньої стiйкостi;

• дослiдження властивостей вертикальних мiнiмальних поверхонь у ком-

пактних факторпросторах тривимiрних груп Лi (терстоновських гео-

метрiй) за дiями дискретних груп iзометрiй та знаходження нових

прикладiв стiйких поверхонь.

• отримання класифiкацiйних теорем для мiнiмальних поверхонь, що

перпендикулярнi до iнтегровних розподiлiв, тобто до шарувань, зокре-

ма, лiвоiнварiантних на тривимiрних групах Лi, та встановлення їхньої

стiйкостi;

• узагальнення результатiв дисертацiйної роботи на неiнтегровнi розпо-

дiли, що ортогональнi до заданого розподiлу, для яких теж iснують

аналоги другої фундаментальної форми та мiнiмальностi;

• узагальнення результатiв дисертацiйної роботи на гiперповерхнi в су-

брiманових многовидах довiльної вимiрностi, зокрема, на аналоги вер-

тикальних поверхонь;

• узагальнення вiдомих теорем типу Бернштейна на класи субрiмано-

вих структур, що були дослiдженi у дисертацiйнiй роботi, та хара-
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ктеризацiя вертикальних мiнiмальних поверхонь за допомогою таких

теорем;

• узагальнення вiдомих теорем типу Бернштейна на новi класи субрi-

манових структур.
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субрiмановому многовидi Ẽ(2). Вiсник Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В.Н. Каразiна, Серiя ”Математика, прикладна

математика i механiка”. 2023. Т. 98. C. 50-67.

DOI: 10.26565/2221-5646-2023-98-04

Ключовi слова: субрiмановий многовид, лiвоiнварiантна метрика,

мiнiмальна поверхня, стiйкiсть.

(Особистий внесок здобувача: обчислення формули першої варiацiї

субрiманової площi поверхнi у групi Лi Ẽ(2), виведення критерiю
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