
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна

Мiнiстерство освiти i науки України

Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису

Андреєва Дар’я Миколаївна

УДК 517.977

ДИСЕРТАЦIЯ

ПОБУДОВА ТА АНАЛIЗ ОДНОРIДНИХ АПРОКСИМАЦIЙ

НЕЛIНIЙНИХ КЕРОВАНИХ СИСТЕМ

Спецiальнiсть 113 Прикладна математика

(Галузь знань 11 Математика та статистика)

Подається на здобуття ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне

джерело.

Д. М. Андреєва

Науковий керiвник: Iгнатович Свiтлана Юрiївна,

доктор фiзико-математичних наук, доцент.

Харкiв - 2025



2

АНОТАЦIЯ

Андреєва Д.М. Побудова та аналiз однорiдних апроксимацiй нелiнiйних

керованих систем. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спе-

цiальнiстю 113 Прикладна математика (Галузь знань 11 Математика та

статистика). – Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна

Мiнiстерства освiти i науки України, Харкiв, 2025.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню нелiнiйних систем, що

є лiнiйними за керуванням, з одновимiрним i багатовимiрним виходом та

їхнiх однорiдних апроксимацiй.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений огляду вiдомих ре-

зультатiв з теорiї нелiнiйних керованих систем, якi є основою для подаль-

ших дослiджень. Роздiл починається з розгляду систем, лiнiйних за керу-

ванням, вигляду

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

де векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є аналiтичними в деякому околi деякої

фiксованої точки. Вводиться поняття ряду iтерованих iнтегралiв, який є

важливим iнструментом для аналiзу таких систем: зокрема, траєкторiя

системи 𝑥(𝑡;𝑢), що вiдповiдає заданому керуванню 𝑢 = 𝑢(𝑡), може бути

розкладена в ряд iтерованих iнтегралiв

𝑥(𝑡;𝑢) = 𝑥0 +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

коефiцiєнти якого визначаються як

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1𝐸(𝑥
0) ∈ R𝑛.

Розглядаються вiльнi градуйованi асоцiативнi алгебри, зокрема, абстра-

ктна вiльна асоцiативна алгебра ℱ , та вiльна алгебра Лi ℒ, якi використо-
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вуються для дослiдження властивостей базисiв у цих алгебрах. Зокрема,

асоцiативна алгебра ℱ будується за базисом 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 елементiв, якi є абстра-

ктним аналогом iтерованих iнтегралiв, i є градуйованою з порядком, який

визначається як ord(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑘.

У роздiлi також представленi теореми про реалiзовнiсть рядiв iтерова-

них iнтегралiв, якi встановлюють умови, за яких ряд може бути реалiзова-

ний як система, лiнiйна за керуванням, з виходом. Крiм того, розглядаю-

ться вiдомi результати щодо однорiдної апроксимацiї систем для випадку

тривiального виходу. Зокрема, нагадується означення кореневої пiдалгебри

Лi, яка визначає однорiдну апроксимацiю системи. Нарештi, обґрунтову-

ється вибiр теми та конкретних завдань дисертацiйного дослiдження, якi

полягають в узагальненнi згаданого пiдходу на випадок систем з нетривi-

альним виходом.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню си-

стем з одновимiрним виходом, зокрема, знаходженню однорiдної апрокси-

мацiї мiнiмальної реалiзацiї ряду.

У пiдроздiлах 2.1-2.3 вводяться та обговорюються ряди iтерованих iнте-

гралiв, якi представляють системи з виходом. Нехай 𝑀 позначає множину

мультиiндексiв вигляду 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘), де 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚, а

𝑀0 = 𝑀 ∪ {∅}; далi |𝐼| позначає довжину 𝐼. Розглянемо ряд вигляду

𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R, а 𝜂𝐼 – елементи вiльної асоцiативної алгебри ℱ ,

якi утворюють базис ℱ як лiнiйного простору, 𝜂∅ = 1. Такий ряд визначає

лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ 𝑒 → R, задане на базисних елементах ℱ 𝑒 як

𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , де ℱ 𝑒 = ℱ + R.

У пiдроздiлi 2.3 сформульовано критерiй реалiзовностi ряду у формi,

яка застосовується в подальшому (теорема 2.1).

Теорема. Нехай заданий ряд вигляду 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 , який задоволь-

няє умову |𝑐(𝜂𝐼)| ≤ 𝐶1|𝐼|!𝐶 |𝐼|. Цей ряд є реалiзовним тодi i тiльки тодi,

коли iснує число 𝑛 ∈ N та елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, для яких виконується
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наступна умова: для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ iснують числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛,

такi що

𝑐(𝑎(ℓ−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = 0

для будь-якого елемента 𝑎 ∈ ℱ 𝑒.

У такому випадку мiнiмальне 𝑛 дорiвнює мiнiмально можливiй розмiр-

ностi системи, яка реалiзує ряд 𝑆; таку систему називатимемо мiнiмальною

реалiзацiєю ряду 𝑆.

Далi у роздiлi дослiджуються мiнiмальнi реалiзацiї реалiзовних рядiв.

Зокрема, доведено, що кореневу пiдалгебру Лi, яка визначає однорiдну

апроксимацiю мiнiмальної реалiзацiї, можна знайти, не знаходячи самої

мiнiмальної реалiзацiї (пiдроздiл 2.5, теорема 2.2).

Ключовим результатом цього роздiлу є класифiкацiйна теорема та її

наслiдок (пiдроздiл 2.6, теорема 2.3 i наслiдок 2.1).

Теорема. Нехай ℒ′ — градуйована пiдалгебра Лi ненульової скiнченної

корозмiрностi. Тодi iснує одновимiрний однорiдний ряд такий, що ℒ′ є

кореневою пiдалгеброю Лi його мiнiмальної реалiзацiї.

Наслiдок. Будь-яка градуйована пiдалгебра Лi скiнченної корозмiрно-

стi є кореневою пiдалгеброю Лi мiнiмальної реалiзацiї деякого одновимiр-

ного ряду, а розмiрнiсть цiєї реалiзацiї дорiвнює корозмiрностi пiдалгебри

Лi.

Зауважимо, що доведення теореми 2.3 конструктивне, тобто показано,

як побудувати вiдповiдний ряд.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений однорiднiй апрокси-

мацiї одновимiрних рядiв iтерованих iнтегралiв i задачi швидкодiї для си-

стем з одновимiрним виходом.

У пiдроздiлi 3.1 дослiдженi однорiднi ряди i їх мiнiмальнi реалiзацiї,

що включає аналiз їх кореневих пiдалгебр Лi та вiдповiдних лiвих iдеалiв.

Зокрема, наведений спосiб побудови вiдповiдного лiвого iдеалу як макси-

мального (у сенсi включення), ортогонального однорiдному ряду.



5

У пiдроздiлi 3.2 введено поняття однорiдної апроксимацiї одновимiрного

ряду.

Визначення. Розглянемо ненульовий ряд 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 . Нехай 𝑟 —

мiнiмальний порядок доданкiв, якi входять до 𝑆, тобто

𝑟 = min{𝑘 ≥ 1 : 𝑐𝐼 ̸= 0 для деяких 𝐼 ∈𝑀𝑘}.

Тодi ряд ̂︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼

називається однорiдною апроксимацiєю ряду 𝑆.

Далi в пiдроздiлi 3.2 дослiджено зв’язок алгебраїчних властивостей ви-

хiдного ряду 𝑆 i його однорiдної апроксимацiї ̂︀𝑆, зокрема, зв’язок мiж їх

кореневими пiдалгебрами Лi: доведено, що ℒ𝑆 ⊂ ℒ̂︀𝑆 (теорема 3.1).

У пiдроздiлi 3.3 наведено класифiкацiю таких пiдалгебр Лi. А саме,

доведено таку теорему (теорема 3.2).

Теорема. Нехай ℒ1 та ℒ2 – двi вкладенi градуйованi пiдалгебри Лi,

тобто ℒ1 ⊂ ℒ2 ⊂ ℒ, такi що 0 < codim(ℒ2) ≤ codim(ℒ1) <∞. Тодi iснує

одновимiрний ряд 𝑆 такий, що ℒ1 є його кореневою пiдалгеброю Лi, а ℒ2 є

кореневою пiдалгеброю Лi його однорiдної апроксимацiї ̂︀𝑆, тобто ℒ𝑆 = ℒ1

i ℒ̂︀𝑆 = ℒ2.

Доведення теореми 3.2 конструктивне, тобто показано, як можна побу-

дувати вiдповiдний ряд.

Пiдроздiли 3.4-3.6 присвяченi дослiдженню задачi швидкодiї. У пiдроз-

дiлi 3.4 дослiджується задача швидкодiї для однорiдних рядiв або, що те

ж саме, однорiдних систем з однорiдним одновимiрним виходом. Запро-

поновано метод визначення мiнiмального часу досягнення заданого стану

системи за допомогою аналiзу вiдповiдного функцiонала на множинi допу-

стимих керувань. Доведено лему, що описує залежнiсть оптимального часу

вiд заданого значення виходу системи (лема 3.2).

Пiдроздiли 3.5-3.6 присвяченi дослiдженню апроксимацiї в сенсi швид-
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кодiї. Доведено, що коли значення виходу прямує до нуля, оптимальний

час для вихiдної системи та оптимальний час для її однорiдної апрокси-

мацiї асимптотично еквiвалентнi (теорема 3.3). Крiм того, доведено, що

за певних умов оптимальнi керування однорiдної апроксимацiї наближа-

ють оптимальнi керування вихiдної системи (теорема 3.4). Це пiдтверджує

ефективнiсть однорiдної апроксимацiї при розв’язаннi задач керування ди-

намiчними системами.

У пiдроздiлi 3.6 задача оптимальної швидкодiї для однорiдного одно-

вимiрного ряду розглядається як задача оптимiзацiї у нескiнченновимiр-

ному просторi. Таке формулювання дозволяє запропонувати iнший шлях

розв’язання задачi швидкодiї. Крiм того, у пiдроздiлi запропонований ме-

тод побудови наближеного керування як розв’язку скiнченновимiрної за-

дачi оптимiзацiї.

Четвертий роздiл присвячено розвиненню отриманих результатiв на

випадок реалiзовних рядiв довiльної розмiрностi або, що те ж саме, систем

з багатовимiрним виходом.

Розглядаються формальнi ряди з векторними коефiцiєнтами вигляду

𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R𝑝. Спочатку вводиться поняття мiнiмальної ча-

стини ряду 𝑆min: це ряд, кожна компонента якого включає лише доданки,

якi мають мiнiмальний порядок: 𝑆min = ((𝑆1)min, · · · , (𝑆𝑝)min)
⊤, де компо-

ненти є однорiдними i мають вигляд (𝑆𝑗)min =
∑︀

|𝐼|=𝑟𝑗
(𝑐𝐼)𝑗𝜂𝐼 , а 𝑟𝑗 позначає

мiнiмальний порядок членiв ряду, що входять до компоненти 𝑆𝑗. Вводяться

формальнi функцiї, визначенi за допомоги тасуючого добутку,

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑝≥1

𝑓𝑞1...𝑞𝑝𝑎
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑞𝑝

𝑝

з коефiцiєнтами 𝑓𝑞1...𝑞𝑝 ∈ R. Доведено, що лiвий iдеал, який вiдповiдає ряду,

ортогональний мiнiмальнiй частинi будь-якої формальної функцiї вiд ряду

(лема 4.1):

Лема. Нехай 𝑆 — реалiзовний ряд вигляду 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R𝑝.
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Тодi 𝒥𝑆 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min для будь-якої формальної функцiї 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝).

Далi визначається максимальний за включенням лiвий iдеал 𝒥 max
𝑆 , ор-

тогональний множинi 𝑁𝑆, i пiдалгебра Лi ℒmax
𝑆 , що породжує цей iдеал;

вони будуть використанi в пiдроздiлi 4.2 при дослiдженнi однорiдної апро-

ксимацiї ряду.

У пiдроздiлi 4.1 дослiджується множина мiнiмальних частин ком-

понентiв ряду, розглянутих в лемi, позначена як 𝑁𝑆 = {(𝑓(𝑆))min :

𝑓 є формальною функцiєю}. А саме, запропонований алгоритм побудови

тасуючого базису 𝑁𝑆, тобто такої множини елементiв ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 ∈ 𝑁𝑆, жо-

ден з яких не є тасуючим полiномом вiд iнших, а довiльний елемент 𝑁𝑆 є

тасуючим полiномом вiд ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 (лема 4.2).

У пiдроздiлi 4.2 вводиться поняття однорiдної апроксимацiї ряду з кое-

фiцiєнтами довiльної вимiрностi, яке узагальнює як випадок одновимiрного

виходу, так i випадок тривiального виходу.

Визначення. Ряд

̂︀𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
̂︀𝑎1
· · ·̂︀𝑎𝑞
⎞⎟⎟⎠ ,

де ̂︀𝑎𝑖 — однорiднi елементи, є однорiдною апроксимацiєю ряду 𝑆, якщо

iснує оборотне формальне вiдображення 𝐹 таке, що ряд 𝐹 (𝑆) має вигляд

𝑆 ′ = 𝐹 (𝑆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

̂︀𝑎1 +𝑅1

· · ·̂︀𝑎𝑞 +𝑅𝑞

0

· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де жоден з елементiв ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 не дорiвнює тасуючому полiному вiд iн-

ших, а 𝑅𝑖 мiстить елементи порядку, бiльшого за ord(̂︀𝑎𝑖).
Це визначення приводить до поняття алгебраїчної еквiвалентностi ря-
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дiв: ми кажемо, що два ряди є алгебраїчно еквiвалентними, якщо вони

мають одну й ту саму однорiдну апроксимацiю.

Попереднi результати приводять до наступного критерiю (теорема 4.1).

Теорема. Два ряди 𝑆1 i 𝑆2 алгебраїчно еквiвалентнi тодi i тiльки

тодi, коли 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2. В якостi елементiв ̂︀𝑎𝑖 однорiдної апроксимацiї

можна вибрати будь-який тасуючий базис множини 𝑁𝑆𝑖.

Зокрема, алгебраїчно еквiвалентнi ряди можуть мати рiзну кiлькiсть

компонент, але їх структура визначається спiльною однорiдною апрокси-

мацiєю.

З iншого боку, якщо два ряди мають один i той самий максимальний

лiвий iдеал, їх теж можна вважати в певному сенсi еквiвалентними. У пiд-

роздiлi 4.2 введене поняття слабкої алгебраїчної еквiвалентностi: два ряди

називаються слабо алгебраїчно еквiвалентними, якщо вони мають один i

той самий лiвий iдеал.

Нарештi, показано, що якщо два ряди алгебраїчно еквiвалентнi, то во-

ни слабо алгебраїчно еквiвалентнi (наслiдок 4.1). Однак ряди можуть бути

слабо алгебраїчно еквiвалентними, але при цьому не бути алгебраїчно еквi-

валентими, що демонструють розглянутi в пiдроздiлi 4.2 приклади.

Ключовi слова: нелiнiйнi керованi системи, системи з виходом, дiйсно-

аналiтичнi вектор-функцiї, ряди iтерованих iнтегралiв, формальнi степе-

невi ряди, вiльна асоцiативна алгебра, дужки Лi, реалiзовнiсть, однорi-

дна апроксимацiя, коренева пiдалгебра Лi, лiвий iдеал, керованiсть, задача

швидкодiї, задача оптимiзацiї, диференцiальне рiвняння.
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Kharkiv National University, Ministry of Education and Science of Ukraine,
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The dissertation is devoted to the study of nonlinear systems that are li-

near in control with one-dimensional and multi-dimensional output and their

homogeneous approximations.

The first chapter of the dissertation provides a review of known results

in the theory of nonlinear control systems, which serve as the foundation for

further research. The chapter begins with an examination of systems that are

linear in control, given by the form

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

where the vector fields 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) are analytic in a neighborhood of

a fixed point. The concept of a series of iterated integrals is introduced as a

crucial tool for analyzing such systems. Specifically, the trajectory of the system

𝑥(𝑡;𝑢) corresponding to a given control 𝑢 = 𝑢(𝑡) can be expanded as a series

of iterated integrals:

𝑥(𝑡;𝑢) = 𝑥0 +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

with coefficients given by

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1𝐸(𝑥
0) ∈ R𝑛.
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Free graded associative algebras are considered, in particular, the abstract free

associative algebra ℱ and the free Lie algebra ℒ, which are used to study the

properties of bases in these algebras. The associative algebra ℱ is constructed

based on the basis elements 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 , which serve as an abstract analogue of

iterated integrals, and is graded by order defined as ord(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑘.

Additionally, the chapter presents theorems on the realizability of series of

iterated integrals, establishing the conditions under which such a series can be

realized as a system that is linear in control, with an output. Known results

on homogeneous approximation of systems in the case of a trivial output are

also reviewed. In particular, the definition of the core Lie subalgebra, which

determines the homogeneous approximation of a system, is recalled. Finally,

the chapter justifies the choice of the research topic and specific dissertation

objectives, which focus on extending this approach to systems with a nontrivial

output.

The second chapter of the dissertation focuses on the study of systems

with a one-dimensional output, specifically on finding the homogeneous approxi-

mation of the minimal realization of a series.

Sections 2.1–2.3 introduce and discuss series of iterated integrals that

represent output systems. Let 𝑀 denote the set of multi-indices of the form

𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘), where 𝑘 ≥ 1 and 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚 and let𝑀0 =𝑀∪{∅}, wi-

th |𝐼| representing the length of 𝐼. Consider a series of the form 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 ,

where 𝑐𝐼 ∈ R, and 𝜂𝐼 are elements of the free associative algebra ℱ , forming

the basis of ℱ as a linear space, with 𝜂∅ = 1. Such a series defines a linear map

𝑐 : ℱ 𝑒 → R, given on the basis elements of ℱ 𝑒 as 𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , where ℱ 𝑒 = ℱ+R.

Section 2.3 presents a criterion for the realizability of a series in a form

applicable to further research (Theorem 2.1).

Theorem. Let a series of the form 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 be given satisfying the

condition |𝑐(𝜂𝐼)| ≤ 𝐶1|𝐼|!𝐶 |𝐼|. This series is realizable if and only if there exist

a number 𝑛 ∈ N and elements ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, such that for any element ℓ ∈ ℒ
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there exist numbers 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, satisfying

𝑐(𝑎(ℓ−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = 0

for any element 𝑎 ∈ ℱ 𝑒.

In this case, the minimal 𝑛 is the minimal possible dimension of the system

that realizes the series 𝑆; and such a system is referred to as the minimal

realization of the series 𝑆.

The chapter further investigates minimal realizations of realizable series.

In particular, it is shown that the core Lie subalgebra, which determines the

homogeneous approximation of the minimal realization, can be found without

explicitly constructing the minimal realization itself (Section 2.5, Theorem 2.2).

A key result of this chapter is the classification theorem and its corollary

(Section 2.6, Theorem 2.3 and Corollary 2.1).

Theorem. Let ℒ′ be a graded Lie subalgebra of nonzero finite codimension.

Then there exists a one-dimensional homogeneous series such that ℒ′ is the

core Lie subalgebra of its minimal realization.

Corollary. Any graded Lie subalgebra of finite codimension is the core Lie

subalgebra of the minimal realization of some one-dimensional series, and the

dimension of this realization is equal to the codimension of the Lie subalgebra.

It is worth noting that the proof of Theorem 2.3 is constructive, meaning it

provides a method for explicitly constructing the corresponding series.

The third chapter of the dissertation is dedicated to the homogeneous

approximation of one-dimensional series of iterated integrals and the time-

optimal control problem for systems with a one-dimensional output.

In Section 3.1, homogeneous series and their minimal realizations are studi-

ed, including an analysis of their core Lie subalgebras and the corresponding left

ideals. In particular, a method is presented for constructing the corresponding

left ideal as the maximal (in terms of inclusion) subspace orthogonal to the

homogeneous series.
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Section 3.2 introduces the concept of the homogeneous approximation of a

one-dimensional series.

Definition. Consider a nonzero series 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 . Let 𝑟 be the mini-

mal order of the terms present in 𝑆, i.e.,

𝑟 = min{𝑘 ≥ 1 : 𝑐𝐼 ̸= 0 for some 𝐼 ∈𝑀𝑘}.

Then, the series ̂︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼

is called the homogeneous approximation of the series 𝑆.

Furthermore, Section 3.2 explores the algebraic relationship between the

original series 𝑆 and its homogeneous approximation ̂︀𝑆, particularly the relati-

onship between their core Lie subalgebras. It is proven that ℒ𝑆 ⊂ ℒ̂︀𝑆 (Theorem

3.1).

Section 3.3 presents the classification of such Lie subalgebras. Specifically,

the following theorem is established (Theorem 3.2).

Theorem. Let ℒ1 and ℒ2 be two nested graded Lie subalgebras, i.e., ℒ1 ⊂
ℒ2 ⊂ ℒ, such that 0 < codim(ℒ2) ≤ codim(ℒ1) < ∞. Then, there exists a

one-dimensional series 𝑆 such that ℒ1 is its core Lie subalgebra, and ℒ2 is the

core Lie subalgebra of its homogeneous approximation ̂︀𝑆, i.e., ℒ𝑆 = ℒ1 and

ℒ̂︀𝑆 = ℒ2.

The proof of Theorem 3.2 is constructive, providing an explicit method for

constructing the corresponding series.

Sections 3.4–3.6 are dedicated to the study of the time-optimal control

problem. Section 3.4 investigates the time-optimal control problem for

homogeneous series, or equivalently, homogeneous systems with a homogeneous

one-dimensional output. A method is proposed for determining the minimal

time required to reach a given system state by analyzing an appropriate functi-

onal over the set of admissible controls. A lemma is proven that describes the

dependence of the optimal time on the given output value of the system (Lemma
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3.2).

Sections 3.5–3.6 focus on approximation in the sense of time-optimal control.

It is shown that as the output value approaches zero, the optimal time for

the original system and its homogeneous approximation become asymptotically

equivalent (Theorem 3.3). Moreover, it is proven that under certain conditions,

the optimal controls of the homogeneous approximation closely approximate

the optimal controls of the original system (Theorem 3.4). This confirms the

effectiveness of homogeneous approximation in solving control problems for

dynamic systems.

In Section 3.6, the time-optimal control problem for a homogeneous one-

dimensional series is formulated as an optimization problem in an infinite-

dimensional space. This formulation allows us to propose an alternative

approach to solving the time-optimal control problem. Additionally, a method

is proposed for constructing an approximate control as a solution to a finite-

dimensional optimization problem.

The fourth chapter is devoted to extending the obtained results to the

case of realizable series of arbitrary dimension, or equivalently, systems with a

multi-dimensional output.

The chapter considers formal series with vector coefficients of the form 𝑆 =∑︀
𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , where 𝑐𝐼 ∈ R𝑝. First, the concept of the minimal part of a series,

𝑆min: is introduced: this is a series in which each component includes only terms

of minimal order: 𝑆min = ((𝑆1)min, · · · , (𝑆𝑝)min)
⊤, where the components are

homogeneous and have the form (𝑆𝑗)min =
∑︀

|𝐼|=𝑟𝑗
(𝑐𝐼)𝑗𝜂𝐼 , and 𝑟𝑗 denotes the

minimal order of the terms appearing in the component 𝑆𝑗. Formal functions

defined using the shuffle product are introduced:

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑝≥1

𝑓𝑞1...𝑞𝑝𝑎
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑞𝑝

𝑝

with coefficients 𝑓𝑞1...𝑞𝑝 ∈ R. It is proven that the left ideal corresponding to

a series is orthogonal to the minimal part of any formal function of the series
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(Lemma 4.1).

Lemma. Let 𝑆 be a realizable series of the form 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , where

𝑐𝐼 ∈ R𝑝. Then 𝒥𝑆 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min for any formal function 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝).

Next, the maximal left ideal 𝒥 max
𝑆 (in terms of inclusion) that is orthogonal

to the set 𝑁𝑆 is introduced, along with the Lie subalgebra ℒmax
𝑆 , that generates

this ideal. These concepts are used in Section 4.2 to study the homogeneous

approximation of a series.

In Section 4.1, the set of minimal parts of series components considered in

the lemma, defined as 𝑁𝑆 = {(𝑓(𝑆))min : 𝑓 is a formal function}, is studied.

Specifically, an algorithm for constructing the shuffle basis of 𝑁𝑆, is proposed.

This basis consists of a set of elements ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 ∈ 𝑁𝑆, such that none of

them is a shuffle polynomial of the others, while any element of 𝑁𝑆 is a shuffle

polynomial of ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 (Lemma 4.2).

In Section 4.2, the concept of the homogeneous approximation of a series

with coefficients of arbitrary dimension is introduced, generalizing both the

one-dimensional output case and the trivial output case.

Definition. A series

̂︀𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
̂︀𝑎1
· · ·̂︀𝑎𝑞
⎞⎟⎟⎠ ,

where ̂︀𝑎𝑖 are homogeneous elements, is called the homogeneous approximation

of a series 𝑆, if there exists an invertible formal transformation 𝐹 such that

the transformed series 𝐹 (𝑆) has the form

𝑆 ′ = 𝐹 (𝑆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

̂︀𝑎1 +𝑅1

· · ·̂︀𝑎𝑞 +𝑅𝑞

0

· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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where none of the elements ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 is a shuffle polynomial of the others, and

each 𝑅𝑖 contains terms of order greater than ord(̂︀𝑎𝑖).
This definition leads to the concept of algebraic equivalence of series: two

series are said to be algebraically equivalent if they share the same homogeneous

approximation.

The previous results lead to the following criterion (Theorem 4.1).

Theorem. Two series 𝑆1 and 𝑆2 are algebraically equivalent if and only

if 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2. The elements ̂︀𝑎𝑖 of their homogeneous approximation can be

chosen as any shuffle basis of the set 𝑁𝑆𝑖.

In particular, algebraically equivalent series may have a different number

of components, but their structure is determined by a common homogeneous

approximation.

On the other hand, if two series share the same maximal left ideal, they can

also be considered equivalent in a certain sense. In Section 4.2, the concept of

weak algebraic equivalence is introduced: two series are called weakly algebrai-

cally equivalent if they share the same left ideal.

Finally, it is shown that if two series are algebraically equivalent, then

they are also weakly algebraically equivalent (Corollary 4.1). However, weakly

algebraically equivalent series are not necessarily algebraically equivalent, as

demonstrated by the examples given in Section 4.2.

Key words: nonlinear control system, systems with output, real-analytic

vector functions, series of iterated integrals, formal power series, free associ-

ative algebra, Lie brackets, realizability, homogeneous approximation, core Lie

subalgebra, left ideal, controllability, time-optimal control problem, optimizati-

on problem, differential equation.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Клас нелiнiйних керо-

ваних систем дослiджується протягом багатьох десятилiть з рiзних точок

зору i з використанням рiзноманiтних пiдходiв [20]. Так, традицiйним є ви-

користання методiв диференцiальної геометрiї [5], [23]. Але для нелiнiйних

систем, якi є лiнiйними за керуванням, актуально використовувати й iншi

пiдходи, зокрема, алгебраїчний пiдхiд. Детальнiше, розглянемо нелiнiйну

керовану систему вигляду

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

де векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є аналiтичними в деякому околi деякої

фiксованої точки 𝑥0. Траєкторiю такої системи, яка починається в 𝑥0, мо-

жна представити у виглядi ряду iтерованих iнтегралiв та дослiджувати

його за допомогою алгебраїчних iнструментiв [17].

Одним з об’єктiв для дослiдження, що викликає великий iнтерес, є одно-

рiдна апроксимацiя. Iдея полягає в тому, щоб наблизити початкову нелiнiй-

ну систему iншою нелiнiйною, але простiшою системою; в дисертацiйнiй ро-

ботi в якостi апроксимацiй ми розглядаємо однорiднi системи. Зокрема, за

допомогою алгебраїчного пiдходу можна отримати класифiкацiю нелiнiй-

них керованих систем з точки зору їх однорiдних апроксимацiй. Детальнi

дослiдження рiзних аспектiв задачi однорiдної апроксимацiї можна знайти,

зокрема, в роботах [3], [4], [6], [12], [14], [18], [19], [25], [31], [37]–[41].

Однорiднi апроксимацiї будуються для наближення траєкторiй систем.

Проте саме для систем зазначеного класу традицiйно розглядають не тра-

єкторiю, а вихiд 𝑦 = ℎ(𝑥). Вихiд теж можна подати у виглядi ряду iтеро-

ваних iнтегралiв; для таких рядiв природно вивчати, наприклад, питання

реалiзовностi [16], [21]. Отже, виникає наступна задача: узагальнити алге-



22

браїчнi методи та дослiдити задачу однорiдної апроксимацiї для нелiнiйних

систем, лiнiйних за керуванням, з довiльним виходом.

Мета i завдання дослiдження.

• Мета – постановка та дослiдження задачi однорiдної апроксимацiї

для нелiнiйних керованих систем з виходом; застосування i розвинен-

ня алгебраїчного пiдходу iз залученням вiльних алгебр для побудови

i класифiкацiї однорiдних апроксимацiй таких систем.

• Об’єкт дослiдження – нелiнiйнi керованi системи, формальнi реалi-

зовнi ряди у вiльнiй асоцiативнiй алгебрi, однорiдна апроксимацiя,

коренева пiдалгебра Лi, лiвi iдеали, породженi градуйованими пiд-

алгебрами Лi, задача швидкодiї для нелiнiйних керованих систем з

виходом.

• Предмет дослiдження – властивостi однорiдних апроксимацiй нелi-

нiйних керованих систем з виходом та реалiзовних рядiв iтерованих

iнтегралiв, зв’язок апроксимацiї в сенсi швидкодiї i однорiдної апро-

ксимацiї.

• Завдання дослiдження:

1. Розглянути клас формальних рядiв в абстрактнiй асоцiативнiй

алгебрi, що вiдповiдає реалiзовним рядам iтерованих iнтегралiв,

i запропонувати метод побудови кореневої пiдалгебри Лi мiнi-

мальної реалiзацiї без знаходження реалiзуючої системи.

2. Отримати опис усiх можливих кореневих пiдалгебр Лi мiнiмаль-

них реалiзацiй реалiзовних рядiв iтерованих iнтегралiв.

3. Ввести поняття однорiдної апроксимацiї для ряду з одновимiр-

ними коефiцiєнтами (нелiнiйної системи з одновимiрним вихо-

дом) i дослiдити зв’язок мiж однорiдною апроксимацiєю ряду та
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однорiдною апроксимацiєю його мiнiмальної реалiзацiї, а саме,

мiж вiдповiдними кореневими пiдалгебрами Лi.

4. Отримати опис усiх можливих пар: коренева пiдалгебра Лi мi-

нiмальної реалiзацiї ряду – коренева пiдалгебра Лi однорiдної

апроксимацiї ряду.

5. Дослiдити задачу швидкодiї для однорiдних одновимiрних рядiв.

6. Дослiдити зв’язок однорiдної апроксимацiї i апроксимацiї в сенсi

швидкодiї для одновимiрних рядiв.

7. Ввести поняття однорiдної апроксимацiї для реалiзовного ряду

з коефiцiєнтами довiльної розмiрностi (нелiнiйної системи з до-

вiльним виходом), отримати опис однорiдних апроксимацiй на

мовi лiвих iдеалiв, породжених градуйованими пiдалгебрами Лi.

8. Запропонувати рiзнi поняття алгебраїчної еквiвалентностi (одно-

рiднi апроксимацiї спiвпадають або лiвi iдеали спiвпадають) для

реалiзовних рядiв з коефiцiєнтами довiльної розмiрностi i дослi-

дити зв’язок мiж ними.

• Методи дослiдження – методи теорiї керування, метод рядiв та вiль-

них алгебр, методи математичного i функцiонального аналiзу, методи

теорiї диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. В роботi поняття однорi-

дної апроксимацiї для систем з виходом вперше запропоновано та дослiдже-

но з використанням методу рядiв та вiльних алгебр. Зокрема, запропоно-

вано метод побудови однорiдних апроксимацiї за допомогою максимальних

за включенням лiвих iдеалiв, породжених пiдалгебрами Лi. Крiм того, до-

слiджений зв’язок однорiдної апроксимацiї i апроксимацiї у сенсi швидкодiї

для одновимiрних рядiв. Запропонованi новi поняття алгебраїчної еквiва-

лентностi i слабкої алгебраїчної еквiвалентностi систем з виходом довiльної

розмiрностi, дослiджений зв’язок мiж ними.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi прикладної математики факуль-

тету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету

iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень

кафедри та в рамках науково-дослiдної роботи за темою «Оптимальне ке-

рування, стiйкiсть i стабiлiзацiя динамiчних систем складної природи» (но-

мер держреєстрацiї 0119U002530).

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робо-

та носить теоретичний характер. Результати роботи можуть бути викори-

станi для побудови допустимого та/або оптимального керування для нелi-

нiйних систем та дослiдження їх властивостей.

Особистий внесок здобувача. Дисертацiйна робота є самостiйним

науковим дослiдженням автора. Всi сформульованi в нiй висновки, теоре-

тичнi положення та запропонованi пiдходи базуються на особистих дослi-

дженнях здобувача. Постановка завдання була здiйснена науковим керiв-

ником проф. Iгнатович С. Ю. Усi результати, представленi в роздiлах 2-4

дисертацiї, отриманi автором особисто, однак протягом усього дослiджен-

ня вони активно обговорювалися з науковим керiвником. Для забезпечення

повноти викладу в роздiлi 1 також наводяться результати, що належать iн-

шим дослiдникам, iз вiдповiдними посиланнями на їхнi роботи. Роботи [8],

[9], [11] виконанi у спiвпрацi з науковим керiвником проф. Iгнатович С. Ю.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдались на наступних конференцiях:

1. 5-th International Conference «Differential Equations and Control

Theory». Kharkiv, September 27-29, 2021.

2. Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих

науках та iнформацiйних технологiях: XVII Мiжнародна науково-

практична конференцiя студентiв та молодих вчених, Харкiв, 12-13

травня 2023 року.
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3. 6-th International Conference «Differential Equations and Control

Theory». Kharkiv, October 11-13, 2023.

4. Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих

науках та iнформацiйних технологiях: XVIII Мiжнародна науково-

практична конференцiя студентiв та молодих вчених, Харкiв, 10-11

травня 2024 року.

Публiкацiї. Всi основнi результати за темою дисертацiї опублiковано

у 7 наукових працях, серед яких 3 статi [8], [9], [11] у фахових виданнях i

4 тези доповiдей [1], [2], [7], [10] на наукових конференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анота-

цiї, змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, загальних висновкiв, списку викори-

станих джерел та додатку. Повний обсяг дисертацiї – 140 сторiнок. Обсяг

основної частини дисертацiї – 112 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду

лiтератури, займає 17 сторiнок. Список використаних джерел мiстить 41

найменування.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР ТЕМИ ДОСЛIДЖЕННЯ

1.1 Нелiнiйнi системи, лiнiйнi за керуванням

Ми будемо розглядати клас систем вигляду

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, (1.1)

де векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є дiйсно-аналiтичними в деякому околi

деякої фiксованої точки 𝑥0 ∈ R𝑛. Зауважимо, що такi системи нелiнiйнi за

координатою 𝑥, але лiнiйнi за керуванням 𝑢.

Нехай 𝑥(𝑡;𝑢) позначає траєкторiю системи, яка починається в точцi

𝑥(0;𝑢) = 𝑥0 i вiдповiдає керуванню 𝑢 = 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)). Роз-

глянемо вектор-функцiю

𝑦 = ℎ(𝑥), ℎ : R𝑛 → R𝑞, (1.2)

яка є дiйсно-аналiтичною в околi 𝑥0. Ми iнтерпретуємо 𝑦(𝑡;𝑢) = ℎ(𝑥(𝑡;𝑢))

як вихiд системи (1.1). В багатьох задачах саме властивостi виходу є пре-

дметом дослiдження.

Системи (1.1), (1.2) iнтенсивно вивчалися протягом кiлькох десятилiть,

оскiльки є важливими для моделювання рiзноманiтних процесiв. Як при-

клад, вкажемо неголономнi механiчнi системи, такi як керування одноколi-

сним велосипедом, лiтаком, локомотивом з причепами тощо [29], [13], [41].

Для дослiдження таких систем активно використовувалися методи ди-

ференцiальної геометрiї [23]. Так, властивiсть керованостi системи (1.1)

пов’язана з властивiстю iнтегровностi розподiлу, що породжується вектор-

ними полями 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) i їх дужками Лi, тож може бути дослiджена

на мовi алгебри Лi, що породжується цими векторними полями.
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З iншого боку, плiдним є iнший пiдхiд до дослiдження властивостей си-

стем вигляду (1.1), з точки зору диференцiальних рiвнянь. Уявiмо, що в

систему пiдставленi конкретнi керування 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, i розгля-

немо задачу Кошi

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0.

Оскiльки 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є аналiтичними, ми можемо «розв’язати» цю

задачу, виписавши явний вигляд траєкторiї системи 𝑥(𝑡;𝑢). У загальному

випадку отримуємо ряд такого вигляду:

𝑥(𝑡;𝑢) = 𝑥0 +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1.

(1.3)

Це є ряд iтерованих iнтегралiв з векторними коефiцiєнтами. Коефiцiєнти

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 визначаються за формулою

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1𝐸(𝑥
0) ∈ R𝑛, (1.4)

де використане позначення 𝐸(𝑥) = 𝑥, а векторнi поля 𝑋𝑖(𝑥) дiють як ди-

ференцiальнi оператори першого порядку: 𝑋𝑖(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑓 ′𝑥(𝑥)𝑋𝑖(𝑥). Тобто

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 – це сталi вектори, якi визначаються векторними полями в околi то-

чки 𝑥0 i не залежiть вiд керування. Зауважимо, що iтерованi iнтеграли не

залежать вiд системи (1.1). Можна показати, що для довiльних (вимiрних)

керувань, якi обмеженi фiксованою константою, ряд у правiй частинi (1.3)

абсолютно збiгається для достатньо малих 𝑡.

Аналогiчно можна отримати зображення для виходу:

𝑦(𝑡;𝑢) = ℎ(𝑥0)+
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

(1.5)

де коефiцiєнти 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 визначаються за формулою

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1ℎ(𝑥
0) ∈ R𝑞, (1.6)
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причому ряд також абсолютно збiгається для обмежених керувань i до-

статньо малих 𝑡. Метод рядiв iтерованих iнтегралiв був запропонований i

розвинутий М. Флiсом [17] i розвинутий в роботах Г. Сусмана, М. Кавскi

[24], [26], а також в роботах Г.М.Скляра, С.Ю.Iгнатович [34], [35], [36], [4],

[38]. Цей пiдхiд дозволяє застосувати алгебраїчнi методи i, як наслiдок,

звести розв’язання багатьох задач до комбiнаторних алгоритмiв i алгори-

тмiв лiнiйної алгебри. Огляд результатiв може бути знайдений в роботi

[25]. Методу рядiв i вiльних алгебр присвячена дисертацiя С.Ю.Iгнатович

[3], результати якої є вiдправною точкою для даної дисертацiї.

1.2 Ряди iтерованих iнтегралiв

Введемо позначення для iтерованих iнтегралiв:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢) =

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1 (1.7)

i розглянемо їх детальнiше. Якщо 𝑘 ≥ 2, то iтерованi iнтеграли є нелi-

нiйними функцiоналами вiд 𝑢𝑖(𝑡), а при 𝑘 = 1 це лiнiйнi функцiонали.

Зауважимо, що при 𝑘 ≥ 2 кратнi iнтеграли беруться по симплексах, тому,

взагалi кажучи, порядок iндексiв є важливим. Крiм того, маємо очеви-

дну оцiнку для iтерованих iнтегралiв: якщо |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, то

|𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢)| ≤ 𝑡𝑘

𝑘! .

Для нас найважливiша властивiсть iтерованих iнтегралiв – це те, що

вони утворюють вiльну асоцiативну алгебру, тому для дослiдження можна

застосовувати алгебраїчнi методи. Пояснимо це детальнiше. Будемо розгля-

дати iтерованi iнтеграли як функцiонали, заданi на множинi всiх вимiрних

керувань, якi задовольняють обмеження |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Можна

показати, що цi функцiонали є лiнiйно незалежними [17]: якщо (скiнченна)

лiнiйна комбiнацiя таких функцiоналiв дорiвнює нулю на всiх допустимих

керуваннях, то коефiцiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї дорiвнюють нулю. От-
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же, можна розглянути лiнiйний простiр (над R), базис якого – це множина

{𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢) : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}.

У цьому просторi можна ввести додаткову алгебраїчну операцiю, яка за-

дається на базисних елементах як

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢) ∨ 𝜂𝑗1...𝑗𝑝(𝑡, 𝑢) = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑝(𝑡, 𝑢)

i розширюється на весь простiр за лiнiйнiстю. Очевидно, ця операцiя є

асоцiативною. Пiдкреслимо, що вона не є добутком функцiоналiв. З так

заданою операцiєю простiр перетворюється на вiльну асоцiативну алгебру,

яку ми позначимо ℱ𝑡.

Зауважимо, що ця алгебра складається з функцiоналiв, визначених на

функцiях, якi заданi на промiжку [0, 𝑡], хоча очевидно, що якщо розгляну-

ти двi такi алгебри для двох рiзних додатних значень 𝑡, то алгебри вийдуть

iзоморфними. Тому зручно ввести абстрактну вiльну асоцiативну алгебру

ℱ , яка iзоморфна всiм алгебрам ℱ𝑡. Зручно ввести її як вiльну асоцiативну

алгебру, породжену буквами 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, з яких складаються слова вигляду

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑖1 · · · 𝜂𝑖𝑘 . Зауважимо, що слова є базисом алгебри ℱ , якщо роз-

глядати її як лiнiйний простiр. Тодi поряд з рядом (1.5) можна розглядати

формальний ряд

𝑆 = 𝑐0 +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘 (1.8)

елементiв алгебри ℱ з такими самим коефiцiєнтами, як в (1.5). Таким чи-

ном, система (1.1), (1.2) породжує лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ → R𝑞, яке

задається на базисних елементах формулою 𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 .

З вiльною асоцiативною алгеброю тiсно пов’язана iнша вiльна алге-

бра – алгебра Лi, яка породжується тими самими елементами 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚

i операцiєю-комутатором – дужками Лi [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏− 𝑏𝑎. Позначимо цю ал-

гебру Лi як ℒ.
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Тепер повернемось до iтерованих iнтегралiв (1.7) i нагадаємо, що при

малих 𝑡 iнтеграл кратностi 𝑘 має порядок 𝑡𝑘. Цей порядок вiдповiдає i по-

рядку, в якому додаються члени ряду (1.5). Для абстрактної алгебри ℱ це

означає, що елементу 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 можна приписати порядок 𝑘. Цей порядок ви-

значає градуювання «за довжиною» в алгебрi ℱ . А саме, ℱ можна подати

як пряму суму пiдпросторiв

ℱ =
∞∑︁
𝑘=1

ℱ𝑘,

де

ℱ𝑘 = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘 : 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}, 𝑘 ≥ 1.

Тодi очевидно, що виконується умова з означення градуювання:

ℱ𝑘ℱ𝑝 ⊂ ℱ𝑘+𝑝, 𝑘, 𝑝 ≥ 1.

Для алгебри Лi ℒ це градуювання визначається як

ℒ =
∞∑︁
𝑘=1

ℒ𝑘, ℒ𝑘 = ℱ𝑘 ∩ ℒ, 𝑘 ≥ 1.

Далi будемо казати, що елемент є однорiдним, якщо вiн належить одному

з пiдпросторiв ℱ𝑘.

Нагадаємо вiдому теорему Пуанкаре-Бiргофа-Вiтта щодо зв’язку ал-

гебр ℱ i ℒ, яка буде суттєво використовуватись далi.

Теорема 1.1. ([33]) Припустимо, що {ℓ𝑖}∞𝑖=1 є (однорiдним) базисом

алгебри Лi ℒ. Тодi множина

{ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑘
𝑖𝑘
: 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1} (1.9)

утворює (однорiдний) базис ℱ , де ℓ𝑞 = ℓ · · · ℓ (у добутку справа стоять 𝑞

множникiв).

Ми нагадаємо ще один спосiб побудувати базис в алгебрi ℱ .
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Для цього спочатку введемо скалярний добуток ⟨𝑎, 𝑏⟩ в алгебрi ℱ , вва-

жаючи базис {𝜂𝑖1...𝑖𝑘 : 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚} ортонормованим.

Крiм того, введемо тасуючий добуток [32], [33] в алгебрi ℱ : за означе-

нням, вiн вводиться рекурентно

𝜂𝑖 ш 𝜂𝑗 = 𝜂𝑖𝑗 + 𝜂𝑗𝑖,

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗 = 𝜂𝑗 ш 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑖1(𝜂𝑖2...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗) + 𝜂𝑗𝑖1...𝑖𝑘, 𝑘 ≥ 2,

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑝 = 𝜂𝑖1(𝜂𝑖2...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑝) + 𝜂𝑗1(𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗2...𝑗𝑝), 𝑘, 𝑝 ≥ 2.

(1.10)

Зауважимо, що тасуючий добуток є асоцiативним i комутативним. Його

можна ввести по-iншому. Нехай заданi два впорядкованих набора iндексiв:

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) та (𝑗1, . . . , 𝑗𝑝). Тасуючою перестановкою називається впорядко-

ваний набiр довжини 𝑘 + 𝑝, який складається з цих двох наборiв, впоряд-

кований так, щоб «внутрiшнiй порядок» кожного набору не порушився (це

нагадує тасування колоди карт, звiдси така назва). Тасуючим добутком

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑝 називається сума всiх елементiв 𝜂𝑞1...𝑞𝑘+𝑝
, яка береться по всiх

тасуючих перестановках (𝑞1, . . . , 𝑞𝑘+𝑝) наборiв (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) та (𝑗1, . . . , 𝑗𝑝). На-

приклад,

𝜂12 ш 𝜂3 = 𝜂123 + 𝜂132 + 𝜂312, 𝜂12 ш 𝜂2 = 2𝜂122 + 𝜂212,

𝜂12 ш 𝜂34 = 𝜂1234 + 𝜂1324 + 𝜂3124 + 𝜂1342 + 𝜂3142 + 𝜂3412,

𝜂12 ш 𝜂12 = 2𝜂1212 + 4𝜂1122.

Важливiсть тасуючого добутку для даного дослiдження полягає в його

зв’язку з добутком iтерованих iнтегралiв як функцiоналiв. А саме,

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢)𝜂𝑗1...𝑗𝑝(𝑡, 𝑢) = (𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑝)(𝑡, 𝑢),

де лiворуч стоїть добуток двох iтерованих iнтегралiв, а праворуч – спо-

чатку знаходиться тасуючий добуток, а потiм пiдставляються вiдповiднi

iтерованi iнтеграли.
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Зв’язок тасуючого добутку, скалярного добутку i алгебри Лi добре вiдо-

мий. Наприклад, вiдомо, що елемент ℱ належить ℒ тодi i тiльки тодi, ко-

ли вiн ортогональний тасуючому добутку будь-яких елементiв ℱ (теорема

Р. Рi, [32]). Розвитком цiєї iдеї є наступна теорема Мелансона-Рейтенауера

[30].

Теорема 1.2. ([30]) Нехай

{𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
: 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1} (1.11)

– дуальний базис для базиса (1.9) у сенсi скалярного добутку, тобто нехай

⟨𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
, ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ

𝑝𝑠
𝑗𝑠
⟩ =

⎧⎨⎩ 1 якщо 𝑘 = 𝑠, 𝑖𝑟 = 𝑗𝑟, 𝑞𝑟 = 𝑝𝑟 для всiх 𝑟

0 iнакше.

Тодi

𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑑 ш𝑞1
𝑖1

ш · · · ш 𝑑 ш𝑞𝑘
𝑖𝑘

, (1.12)

де 𝑑 ш𝑞 = 𝑑ш · · · ш 𝑑 (у добутку справа стоять 𝑞 множникiв). Тут для

зручностi використовується позначення 𝑑𝑖 = 𝑑1𝑖 .

Користуючись цiєю теоремою, ми можемо переписати ряд 𝑆 у дуально-

му базисi (1.11):

𝑆 = 𝑐(1) +
∑︁ 1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑘
𝑖𝑘
)𝑑ш𝑞1

𝑖1
ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑘

𝑖𝑘
,

де сума береться по всiх iндексах 𝑘 ≥ 1 та 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1.

Зауважимо, що, оскiльки тасуючий добуток є комутативним, то цей ряд

влаштований як степеневий ряд вiд комутуючих змiнних.

1.3 Задача реалiзовностi

Повернемось до рядiв вигляду (1.8) i розглянемо таке питання. Нехай

заданий такий ряд з довiльними сталими коефiцiєнтами. Чи iснують та-

кi векторнi поля 𝑋𝑖(𝑥) i вектор-функцiя ℎ(𝑥), для яких виконанi рiвностi

(1.6)?
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Визначення 1.1. Ряд (1.8) називається реалiзовним, якщо iснують

векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) i функцiя ℎ(𝑥), аналiтичнi в деякому око-

лi деякої точки 𝑥0, такi, що для довiльних 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚 виконується

рiвнiсть (1.6) i 𝑐0 = ℎ(𝑥0).

У такому разi (1.1) є реалiзуючою системою для (1.8).

Очевидно, що одна з умов реалiзовностi пов’язана з обмеженнями на

норми коефiцiєнтiв: вони не можуть зростати дуже швидко. А iнша умо-

ва визначає алгебраїчнi властивостi коефiцiєнтiв. Нагадаємо вiдповiдний

результат.

Нехай ℬ позначає лiнiйний простiр формальних рядiв вигляду (1.8) з

довiльними сталими коефiцiєнтами (векторами з простору R𝑞). Розглянемо

лiнiйне вiдображення 𝐹𝑐 : ℒ → ℬ, яке визначається формулою

𝐹𝑐(ℓ) = 𝑐(ℓ) +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘ℓ)𝜂𝑖1...𝑖𝑘. (1.13)

Визначення 1.2. ([20]) Нехай заданий ряд вигляду (1.8). Рангом Лi

цього ряду називається розмiрнiсть образу вiдображення 𝐹𝑐 у просторi

ℬ:

𝜌𝐿(𝑐) = dim {𝐹𝑐(ℓ) : ℓ ∈ ℒ} .

Теорема 1.3. ([16], [21], [20]) Нехай заданий ряд (1.8) зi сталими ко-

ефiцiєнтами. Припустимо, що iснують такi константи 𝐶,𝐶1 > 0, що

коефiцiєнти ряду 𝑆 задoвольняють умову

‖𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)‖ ≤ 𝐶1𝑘!𝐶
𝑘. (1.14)

Ряд 𝑆 є реалiзовним тодi i тiльки тодi, коли 𝜌𝐿(𝑐) <∞. У цьому ви-

падку 𝑛 = 𝜌𝐿(𝑐) є мiнiмальною розмiрнiстю реалiзуючої системи. Бiльш

того, мiнiмальна реалiзацiя (тобто реалiзацiя мiнiмальної розмiрностi)

є єдиною з точнiстю до замiни змiнних.
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Можна показати [20], що мiнiмальна реалiзацiя задовольняє наступну

умову: якщо розглянути алгебру Лi векторних полiв, породжених вектор-

ними полями 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥), то серед векторних полiв з цiєї алгебри

знайдуться 𝑛 лiнiйно незалежних (в околi точки 𝑥0). (Ця умова назива-

ється «умова Рашевського-Чжоу», нижче ми сформулюємо її в термiнах

рядiв.) З цiєї умови випливає [12], [20], що реалiзуюча система є керованою

в околi 𝑥0, тобто для будь-яких точок 𝑥1 i 𝑥2 з околу точки 𝑥0 знайдеться

керування, яке переводить реалiзуючу систему з 𝑥1 до 𝑥2.

1.4 Однорiдна апроксимацiя

В цьому пiдроздiлi розглянемо частковий випадок систем (1.1), (1.2),

коли вихiд є тривiальним, тобто ℎ(𝑥) = 𝑥. У цьому разi будемо розглядати

системи, якi задовольняють умову Рашевського-Чжоу, тобто 𝑐(ℒ) = R𝑛.

В такому разi вiдображення 𝑐, що вiдповiдає такiй системi, задовольняє

наступну умову: для будь-якого ℓ ∈ ℒ

якщо 𝑐(ℓ) = 0, то 𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ .

Ця умова показує, що при дослiдженнi систем природним чином виникає

поняття лiвого iдеалу. Справдi, умову, наведену вище, можна iнтерпрету-

вати так: якщо якийсь елемент ℓ ∈ ℒ належить ядру вiдображення 𝑐, то

цьому ядру належить i весь лiвий iдеал, що породжений цим елементом.

Далi ми покажемо, що лiвi iдеали, породженi елементами з алгебри Лi, вi-

дiграють велику роль у питаннях, пов’язаних з однорiдною апроксимацiєю.

Поняття однорiдної апроксимацiї ретельно вивчалося для розглядува-

них систем з використанням диференцiально-геометричного пiдходу [14],

[40], [18], [6], [26]. Зокрема, був запропонований алгоритм побудови одно-

рiдної апроксимацiї [12]. Огляд результатiв може бути знайдений в роботi

[22]. Як приклад використання цього пiдходу до аналiзу локальної поведiн-

ки конкретного класу систем, вкажемо дослiдження систем Гурса [31].
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Пiзнiше для дослiдження однорiдної апроксимацiї був застосований ал-

гебраїчний пiдхiд [36], [37], який дозволив отримати явний опис i класифi-

кацiю всiх однорiдних апроксимацiй [19], [38] i сформулювати алгоритм їх

побудови, який дозволяє ефективну комп’ютерну реалiзацiю [39], [28].

Наведемо одне з означень однорiдної апроксимацiї. Розглянемо траєкто-

рiї 𝑥(𝑡;𝑢) системи (1.1), що починаються в точцi 𝑥(0;𝑢) = 𝑥0, i траєкторiї̂︀𝑥(𝑡;𝑢) iншої системи такого ж вигляду,

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, (1.15)

де векторнi поля ̂︀𝑋1(𝑥), . . . , ̂︀𝑋𝑚(𝑥) є аналiтичними в деякому околi початку

координат. Ми кажемо, що система (1.15) є однорiдною, якщо вона має

покоординатний вигляд

�̇�𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=1

∑︁
𝛼𝑖𝑘
𝑞1...𝑞𝑘−1

𝑥𝑞11 · · ·𝑥𝑞𝑘−1

𝑘−1𝑢𝑖, 𝛼𝑖𝑘
𝑞1...𝑞𝑘−1

∈ R, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

причому внутрiшня сума в правiй частинi береться по всiх цiлих числах

𝑞1, . . . , 𝑞𝑘−1 ≥ 0, таких що

𝑞1𝑤1 + · · ·+ 𝑞𝑘−1𝑤𝑘−1 + 1 = 𝑤𝑘,

а 1 ≤ 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛 – деякi цiлi числа, якi називаються вагами коор-

динат 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Iншими словами, права частина – це сума полiномiв вiд

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, помножених на 𝑢𝑖; якщо додати ваги всiх множникiв, то має ви-

йти 𝑤𝑘 − 1. Зауважимо, в правiй частинi 𝑘-го рiвняння можуть зустрiтися

лише 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1. Тобто якщо заданi керування, то траєкторiю однорiдної

системи можна знайти лише iнтегруванням; розв’язувати диференцiальнi

рiвняння не потрiбно.

Допустимими керуваннями ми, як i ранiше, вважаємо вимiрнi керува-

ння, що задовольняють обмеження |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Для 𝜃 > 0

введемо позначення 𝑢1/𝜃(𝑡) = 𝑢(𝑡/𝜃), 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Тодi якщо 𝑢(𝑡) задана на

вiдрiзку [0, 1], то 𝑢1/𝜃(𝑡) задана на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0, 𝜃], причому функцiя
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𝑢1/𝜃(𝑡) отримується з функцiї 𝑢(𝑡) «стисканням» областi визначення. При

цьому якщо 𝑢(𝑡) пробiгає множину допустимих керувань, то i 𝑢1/𝜃(𝑡) про-

бiгає множину допустимих керувань.

Визначення 1.3. Ми кажемо, що однорiдна система (1.15) є одно-

рiдною апроксимацiєю системи (1.1), якщо iснує така замiна змiнних

𝑦 = 𝑄(𝑥), що задовольняє 𝑄(𝑥0) = 0, для якої при будь-якому допустимо-

му керуваннi 𝑢(𝑡), заданому на вiдрiзку [0, 1], виконується

(𝑄(𝑥(𝜃;𝑢1/𝜃)))𝑘 − ̂︀𝑥𝑘(𝜃;𝑢1/𝜃)
𝜃𝑤𝑘

→ 0 при 𝜃 → 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Iншими словами, пiсля замiни змiнних у вихiднiй системi 𝑘-тi компонен-

ти траєкторiй вихiдної системи i апроксимацiї прямують до нуля швидше,

нiж 𝜃𝑤𝑘 , коли 𝜃 → 0, при всiх допустимих керуваннях. Зауважимо, що з

однорiдностi системи (1.15) випливає, що 𝑘-та компонента її траєкторiї має

порядок 𝜃𝑤𝑘 при 𝜃 → 0.

Поняття однорiдної апроксимацiї зручно вводити на алгебраїчнiй мовi.

Для цього нагадаємо наступне означення.

Визначення 1.4. ([19],[38]) Розглянемо систему (1.1) i вiдповiдний

ряд (1.8). Визначимо пiдпростори

𝒫𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : 𝑐(ℓ) ∈ 𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1, (1.16)

та

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘. (1.17)

Тодi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
є (градуйованою) пiдалгеброю Лi. Вона називається ко-

реневою пiдалгеброю Лi (core Lie subalgebra [19]) системи (1.1).

Можна показати, що коренева пiдалгебра Лi має корозмiрнiсть 𝑛 (в ℒ)

i що вона є iнварiантною щодо замiни змiнних у системi [19].
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Виявляється, що коренева пiдалгебра Лi вiдповiдає за однорiдну апро-

ксимацiю системи [19], [38]. А саме, справедлива така класифiкацiйна тео-

рема.

Теорема 1.4. [19], [38] (а) Двi системи вигляду (1.1) мають однакову

однорiдну апроксимацiю тодi i тiльки тодi, коли їхнi кореневi пiдалгебри

Лi спiвпадають.

(б) Будь-яка градуйована пiдалгебра Лi корозмiрностi 𝑛 є кореневою

пiдалгеброю Лi для деякої локально керованої системи вигляду (1.1).

Для побудови однорiдної апроксимацiї варто використовувати iнший

об’єкт, який визначається кореневою пiдалгеброю Лi, – породжений нею

лiвiй iдеал

𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
= Lin{𝑎ℓ : ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

, 𝑎 ∈ ℱ + R}.

Можна показати, що 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ ℒ = ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

, тож лiвий iдеал i корене-

ва пiдалгебра Лi визначають одне одного. Оскiльки коренева пiдалгебра

градуйована за означенням, то породжений нею лiвий iдеал теж градуйо-

ваний.

З означення кореневої пiдалгебри Лi випливає, що лiвий iдеал задоволь-

няє таку умову: якщо 𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ℱ𝑘, то 𝑐(𝑎) ∈ 𝑐(ℱ1+ · · ·+ℱ𝑘−1). Бiльш

того, на мовi кореневої пiдалгебри Лi i лiвого iдеалу можна сформулюва-

ти таку ознаку однорiдної системи: система вигляду (1.1) деякою замiною

змiнних зводиться до однорiдної тодi i тiльки тодi, коли 𝑐(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
) = 0

або, еквiвалентно, 𝑐(𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
) = 0.

Тепер повернемось до теорем 1.1 i 1.2, якi описують базиси алгебри ℱ .

Виявляється, що в такий спосiб можна описати й базиси, якi певним чином

узгодженi з 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
.

Нагадаємо, що ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
має корозмiрнiсть 𝑛 в алгебрi Лi ℒ. Виберемо

довiльнi 𝑛 однорiдних елементiв ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, для яких

Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛}+ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ.
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Нехай ℓ𝑖 ∈ ℒ𝑤𝑖; для зручностi будемо вважати, що 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛. Далi

виберемо однорiдний базис {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑛+1 пiдпростору ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Тепер, застосо-

вуючи теореми 1.1 i 1.2, отримаємо базис ℱ i вiдповiдний дуальний базис.

Виявляється, що цей дуальний базис має таку властивiсть.

Теорема 1.5. ([36], [38]) Множина

{𝑑 ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑑 ш𝑞𝑛

𝑛 : 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ≥ 0, 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛 ≥ 1} (1.18)

утворює базис пiдпростору 𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

(тобто ортогонального доповнення

до лiвого iдеалу).

Таким чином, базис ортогонального доповнення до лiвого iдеалу визна-

чається скiнченною кiлькiстю елементiв ℱ , причому цi елементи можна

побудувати конструктивно за скiнченну кiлькiсть крокiв, використовуючи

стандартнi алгебраїчнi перетворення.

Подальша iдея полягає в наступному. Розглянемо ряд (1.8) i перероз-

кладемо його за щойно побудованим дуальним базисом. Далi, застосовуючи

полiномiальнi перетворення координат, приведемо цей ряд до «трикутно-

го» вигляду

(𝑄(𝑆))𝑖 = 𝑑𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1.19)

де 𝜌𝑖 ∈
∑︀∞

𝑗=𝑤𝑖+1ℱ 𝑗. Можна показати, що однорiдна апроксимацiя системи

(1.1) – це система, ряд якої деякою замiною змiнних зводиться до вигляду

̂︀𝑆𝑗 = 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (1.20)

Таким чином, кожна компонента ряду ̂︀𝑆 однорiдна i апроксимує вiдповiдну

компоненту ряду 𝑄(𝑆) у сенсi градуювання в ℱ .

Зауважимо, що однорiдна апроксимацiя визначена неоднозначно, з то-

чнiстю до полiномiальної замiни змiнних, що зберiгає порядок. Наприклад,

замiсть елементiв бiортогонального базису 𝑑𝑖 в правiй частинi (1.20) можна
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брати ортогональнi проєкцiї елементiв ℓ𝑖 на пiдпростiр 𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

[38]. Вiд-

новити однорiдну систему за її рядом можна конструктивно за скiнченну

кiлькiсть крокiв, якi зводяться до стандартних алгебраїчних операцiй [38].

1.5 Апроксимацiя в сенсi швидкодiї

Розглянемо двi нелiнiйнi системи, а саме, початкову систему (1.1), в

якiй для спрощення приймемо 𝑥0 = 0, та її однорiдну апроксимацiю (1.15),

що вiдповiдає ряду (1.20). Друга система наближає першу не лише в алге-

браїчному сенсi, згаданому вище, але й у сенсi швидкодiї [38]. Детальнiше,

розглянемо системи (1.1) i (1.15) та припустимо, що траєкторiї цих систем

вiдповiдають рядам (1.19) та (1.20) вiдповiдно. Тобто у вихiднiй системi

(1.1) вже зроблено замiну змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥) i приведено ряд до трикутного

вигляду (1.19).

Нагадаємо, що ми розглядаємо систему, що задовольняють умову

Рашевського-Чжоу 𝑐(ℒ) = R𝑛; тодi її однорiдна апроксимацiя теж задо-

вольняє цю умову. З цiєї умови випливає, що системи є локально керовани-

ми [20]; зокрема, з початку координат можна потрапити в будь-яку точку

околу координат за допомоги допустимого керування. Отже, за теоремою

Фiлiпова [15] iснують i оптимальнi за швидкодiєю керування, можливо, не-

єдинi.

Для довiльної точки 𝑠 з околу початку координат розглянемо задачi

швидкодiї для цих двох систем,

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝜃) = 𝑠,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1 м.в., 𝜃 → min, (1.21)

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝜃) = 𝑠,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1 м.в., 𝜃 → min . (1.22)

Теорема 1.6. ([38]) Припустимо, що задача швидкодiї (1.22) має єди-

ний розв’язок; позначимо оптимальний час та оптимальне керування
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вiдповiдно як ̂︀𝜃*𝑠 та ̂︀𝑢*𝑠(𝑡). Для задачi (1.21) позначимо оптимальний час

як 𝜃*𝑠, а множину оптимальних керувань як 𝑈 *
𝑠 . Тодi

𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 → 1 при 𝑠→ 0, (1.23)

1

𝜃

∫ 𝜃
0

|̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡)− 𝑢*𝑠 𝑖(𝑡)|𝑑𝑡→ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, при 𝑠→ 0 (1.24)

для будь-яких 𝑢*𝑠(𝑡) ∈ 𝑈 *
𝑠 , де 𝜃 = min{̂︀𝜃*𝑠 , 𝜃*𝑠}.

Теорема 1.6 означає, що пiсля деякої замiни змiнних у вихiднiй системi

оптимальний час та оптимальне керування однорiдної задачi (1.22) набли-

жає оптимальний час та оптимальне керування задачi (1.21), що пояснює, в

якому сенсi однорiдна апроксимацiя апроксимує вихiдну систему. Зауважи-

мо, що умова (1.23) може бути виражена в диференцiально-геометричних

термiнах як вiдповiдна умова щодо субрiманової метрики [12].

Насправдi вимога щодо єдиностi оптимального керування для задачi

(1.22) може бути послаблена [38].

1.6 Постановка задачi про однорiдну апроксимацiю для

систем з виходом

Таким чином, задача однорiдної апроксимацiї добре дослiджена алге-

браїчними методами для систем, лiнiйних за керуванням, вигляду (1.1) у

випадку, коли вихiд є тривiальним. Але алгебраїчнi властивостi однорi-

дної апроксимацiї для загального випадку, коли вихiд є нетривiальним, не

були дослiдженi. Основне завдання дисертацiйної роботи – розвинути ал-

гебраїчний пiдхiд до задачi однорiдної апроксимацiї систем, лiнiйних за

керуванням, з виходом.

Отже, розглянемо систему (1.1) з виходом (1.2); для простоти вважати-

мемо, що 𝑥0 = 0. Спочатку, застосовуючи алгебраїчний пiдхiд, розглянемо
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реалiзовнi ряди (1.8) i дослiдимо однорiднi апроксимацiї їх мiнiмальних ре-

алiзацiй. Перш за все, для цього потрiбно будувати кореневi пiдалгебри

Лi мiнiмальних реалiзацiй. Виникає питання: чи можна визначити корене-

ву пiдалгебру Лi мiнiмальної реалiзацiї ряду, не будуючи саму мiнiмальну

реалiзацiю? Цi питання дослiджуються в роздiлi 2.

Далi розглянемо питання про однорiдну апроксимацiю самого ряду

(1.8). Найпростiший випадок, коли означення такої апроксимацiї є очеви-

дним, – це випадок одновимiрного виходу, тобто ряду з числовими коефi-

цiєнтами. В такому разi однорiдною апроксимацiєю ряду можна називати

часткову суму елементiв найменшого порядку. А ця сума, яка очевидно є

реалiзовним рядом, має свою мiнiмальну реалiзацiю. Виникають питання

щодо побудови мiнiмальної реалiзацiї однорiдної апроксимацiї ряду i щодо

зв’язку мiнiмальної реалiзацiї вихiдного ряду i мiнiмальної реалiзацiї його

однорiдної апроксимацiї, що можна переформулювати на мовi кореневих

пiдалгебр Лi. Цi питання розглядаються в роздiлi 3. Крiм того, в роздiлi 3

дослiджується апроксимацiя в сенсi швидкодiї для систем з одновимiрним

виходом.

I нарештi, наступний крок – узагальнення отриманих результатiв на ви-

падок виходу довiльної розмiрностi. Питання щодо однорiдної апроксима-

цiї систем з довiльним виходом вивчаються в роздiлi 4. Зауважимо, що тут

з’являються додатковi складнощi у порiвняннi з випадком тривiального ви-

ходу: наприклад, зведення ряду до трикутного вигляду може потребувати

нескiнченної кiлькостi крокiв, тобто вiдповiдна замiна може бути не полi-

номiальною. У зв’язку з цим крiм полiномiв вiдносно тасуючого добутку

розглядаються формальнi функцiї багатьох змiнних вiдносно тасуючого

добутку, тобто формальнi ряди вiд комутуючих змiнних.

Таким чином, основне завдання дисертацiйного дослiдження – запропо-

нувати i дослiдити поняття однорiдної апроксимацiї для систем, лiнiйних

за керуванням, з виходом.
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Зауважимо, що загальною рисою проведених у дисертацiї дослiджень

є те, що в них велику роль вiдiграють лiвi iдеали. У зв’язку з цим вводи-

ться клас лiвих iдеалiв, що породжуються градуйованими пiдалгебрами Лi

скiнченної корозмiрностi аналогiчно тому, як iдеал 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
породжується

пiдалгеброю Лi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Iдеали, якi визначають однорiднi апроксимацiї,

вводяться як максимальнi за включенням iдеали з зазначеного класу, якi

ортогональнi деяким пiдмножинам елементiв алгебри ℱ . Вiдповiднi коре-

невi пiдалгебри Лi – це пiдалгебри Лi, якими породженi цi iдеали.

Висновки до роздiлу 1

У роздiлi 1 наведенi вiдомi результати щодо нелiнiйних керованих си-

стем, якi використовуються далi в дисертацiї. Зокрема, наведенi означення

ряду iтерованих iнтегралiв, вiльної асоцiативної алгебри i вiльної алгебри

Лi, сформульованi деякi теореми про властивостi базисiв у таких алгебрах,

а також теореми про реалiзовнiсть ряду iтерованих iнтергралiв i результати

щодо однорiдної апроксимацiї систем, лiнiйних за керуванням, для випад-

ку тривiального виходу. Крiм того, обґрунтований вибiр теми i конкретних

завдань дисертацiйного дослiдження.
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РОЗДIЛ 2

СИСТЕМИ З ОДНОВИМIРНИМ ВИХОДОМ, МIНIМАЛЬНI

РЕАЛIЗАЦIЇ РЯДIВ IТЕРОВАНИХ IНТЕГРАЛIВ ТА ЇХ

ОДНОРIДНI АПРОКСИМАЦIЇ

2.1 Iтерованi iнтеграли

Iтерований iнтеграл є одним iз ключових понять у даному дослiдженнi.

Введемо позначення, якими будемо користуватися далi. Нехай 𝑀 – мно-

жина мультиiндексiв

𝑀 = {𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚} . (2.1)

Iтерованим iнтегралом називається кратний iнтеграл наступного вигляду

𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) . . . 𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 . . . 𝑑𝜏1,

де 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) – довiльний мультиiндекс iз множини 𝑀 вигляду (2.1).

Таким чином, iтерований iнтеграл при 𝑘 ≥ 1 є функцiоналом (нелiнiйним

при 𝑘 ≥ 2), який можна розглядати на рiзних функцiональних просторах.

В дисертацiї ми переважно розглядатимемо iтерованi iнтеграли на просторi

майже всюди обмежених вектор-функцiй.

Звернемо увагу на те, що iтерований iнтеграл береться по симплексу, а

саме, по 𝑘-вимiрнiй множинi вигляду

{(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) : 0 ≤ 𝜏𝑘 ≤ 𝜏𝑘−1 ≤ · · · ≤ 𝜏1 ≤ 𝜃} .

Наведемо декiлька прикладiв iтерованих iнтегралiв. Наприклад, одно-

кратний iнтеграл буде виглядати наступним чином

𝜂1(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

𝑢1(𝜏1)𝑑𝜏1,
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вiн визначений на вiдрiзку 𝜏1 ∈ [0; 𝜃]. Двократний iнтеграл

𝜂12(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏1)𝑢2(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

береться по трикутнику {(𝜏1, 𝜏2) : 0 ≤ 𝜏2 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜃}. Зауважимо, що iтеро-

ванi iнтеграли 𝜂12(𝜃, 𝑢) i 𝜂21(𝜃, 𝑢) рiзнi i не виражаються через однократнi

iнтеграли 𝜂1(𝜃, 𝑢) i 𝜂2(𝜃, 𝑢).

Натомiсть,

𝜂11(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏1)𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =
1

2

(︂∫ 𝜃
0

𝑢1(𝜏1)𝑑𝜏1

)︂2

=
1

2
(𝜂1(𝜃, 𝑢))

2.

Часто в задачах керування визначають обмеження на керування вигля-

ду |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1. Далi ми будемо розглядати iтерованi iнтеграли на множинi

𝑈(𝜃) = {𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)) : |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑡 ∈ [0, 𝜃]} .
(2.2)

Можна показати [17], що для будь-яких 𝜃 > 0 iтерованi iнтеграли є лi-

нiйно незалежними як функцiонали на множинi 𝑈(𝜃). Це означає, що якщо

деяка скiнченна лiнiйна комбiнацiя iтерованих iнтегралiв дорiвнює нулю на

будь-якому керуваннi з множини 𝑈(𝜃), то всi коефiцiєнти цiєї лiнiйної ком-

бiнацiї дорiвнюють нулю.

Для довiльного фiксованого 𝜃 > 0 розглянемо множину iтерованих iн-

тегралiв {𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) : 𝐼 ∈𝑀}. Оскiльки функцiонали 𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) є лiнiйно неза-

лежними, вони утворюють базис лiнiйного простору над полем R. Тодi їхня

лiнiйна оболонка є вiльною асоцiативною алгеброю з операцiєю конкатена-

цiї

𝜂𝐼1(𝜃, 𝑢) ∨ 𝜂𝐼2(𝜃, 𝑢) = 𝜂𝐼1𝐼2(𝜃, 𝑢).

У лiвiй частинi формули позначення ∨ означає операцiю конкатенацiї, тоб-

то приписування. Це позначення ми вводимо, щоб вiдрiзняти операцiю кон-

катенацiї вiд множення iтерованих iнтегралiв. Наприклад,

𝜂21(𝜃, 𝑢) ∨ 𝜂2(𝜃, 𝑢) = 𝜂212(𝜃, 𝑢).
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Зауважимо, що добуток функцiоналiв 𝜂21(𝜃, 𝑢)𝜂2(𝜃, 𝑢) не дорiвнює фун-

кцiоналу 𝜂212(𝜃, 𝑢). Взагалi добуток функцiоналiв вигляду 𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) вiдпо-

вiдає iншiй операцiї, а саме, тасуючому добутку (1.10). Ми використаємо

цю властивiсть нижче.

Позначимо щойно введену вiльну асоцiативну алгебру через ℱ𝜃. Вiдмi-

тимо, що всi такi алгебри ℱ𝜃 для будь-якого 𝜃 > 0 iзоморфнi одна однiй.

Тому замiсть алгебр ℱ𝜃 зручно розглядати iзоморфну всiм їм абстрактну

вiльну алгебру ℱ .

А саме, розглянемо𝑚 абстрактних незалежних елементiв 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, якi

породжують алгебру ℱ . Також розглянемо вiльну алгебру Лi ℒ, породжену

𝜂1, . . . , 𝜂𝑚 з операцiєю дужок, визначеною [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏− 𝑏𝑎.

Зауважимо, що алгебра ℱ не мiстить одиницi. Але iнодi зручно доповни-

ти цю алгебру одиницею. А саме, далi ми будемо використовувати алгебру

ℱ 𝑒 = ℱ +R з одиницею 1. Для того, щоб записувати елементи з алгебр ℱ
та ℱ 𝑒 в один спосiб, ми доповнимо множину 𝑀 «порожнiм iндексом»,

𝑀0 =𝑀 ∪ {∅}

та вважатимемо, що 𝜂∅ = 1.

2.2 Системи з одновимiрним виходом

Розглянемо керовану систему, лiнiйну за керуванням, вигляду

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, (2.3)

де векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є дiйсно-аналiтичними в околi 𝑊 (𝑥0)

деякої точки 𝑥0 ∈ R𝑛. Нехай 𝑥(𝑡;𝑢) позначає траєкторiю системи, яка

починається в точцi 𝑥(0;𝑢) = 𝑥0 i вiдповiдає керуванню 𝑢 = 𝑢(𝑡) =

(𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)). При достатньо малому 𝜃 > 0 для будь-якого керуван-

ня 𝑢 ∈ 𝑈(𝜃) такi траєкторiї iснують i належать околу 𝑊 (𝑥0).
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Розглянемо також функцiю

𝑦 = ℎ(𝑥), ℎ : 𝑊 (𝑥0) ⊂ R𝑛 → R, (2.4)

яка визначена в околi 𝑊 (𝑥0) i є там дiйсно-аналiтичною. Тодi

𝑦(𝑡;𝑢) = ℎ(𝑥(𝑡;𝑢))

є виходом системи (2.3). Як було згадано у попередньому роздiлi, вихiд

𝑦(𝑡;𝑢) припускає зображення у виглядi ряду iтерованих iнтегралiв зi ска-

лярними коефiцiєнтами (1.5), причому при достатньо малому 𝜃 цей ряд

абсолютно збiгається для довiльного 𝑡 ∈ [0, 𝜃] i довiльного 𝑢 ∈ 𝑈(𝜃). Ми

запишемо цей ряд таким чином:

𝑦(𝑡;𝑢) =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐𝐼𝜂𝐼(𝑡, 𝑢), (2.5)

де 𝑐∅ = ℎ(𝑥0) i 𝜂∅(𝑡, 𝑢) = 1. Iншi скалярнi коефiцiєнти 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 визначаються

за формулою [17]

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1ℎ(𝑥
0) ∈ R. (2.6)

Пояснiмо детальнiше формулу (2.6). Тут векторнi поля 𝑋𝑖 дiють як

диференцiальнi оператори першого порядку:

𝑋𝑖𝜙(𝑥) = 𝜙′(𝑥)𝑋𝑖(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝜙(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
(𝑋𝑖(𝑥))𝑗,

де (𝑋𝑖(𝑥))𝑗 – компоненти 𝑋𝑖(𝑥), тобто 𝑋𝑖(𝑥) = ((𝑋𝑖(𝑥))1, . . . , (𝑋𝑖(𝑥))𝑛)
⊤.

Наприклад,

𝑐1 = 𝑋1ℎ(𝑥
0) = ℎ′(𝑥0)𝑋1(𝑥

0),

𝑐12 = 𝑋2𝑋1ℎ(𝑥
0) = (ℎ′(𝑥)𝑋1(𝑥))

′𝑋2(𝑥)|𝑥=𝑥0,

𝑐112 = 𝑋2𝑋1𝑋1ℎ(𝑥
0) = ((ℎ′(𝑥)𝑋1(𝑥))

′𝑋1(𝑥))
′𝑋2(𝑥)|𝑥=𝑥0.
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Разом iз рядом iтерованих iнтегралiв (2.5), який вiдповiдає системi (2.3)

з виходом (2.4), зручно розглядати його формальний аналог – формальний

ряд в абстрактнiй алгебрi:

𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐𝐼𝜂𝐼 . (2.7)

Цей ряд породжує лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ 𝑒 → R, яке зiставляє бази-

сному елементу ℱ 𝑒 його коефiцiєнт:

𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , 𝐼 ∈𝑀0.

Зауважимо, що лiнiйне вiдображення 𝑐 задовольняє певнi умови. По-перше,

з аналiтичностi векторних полiв i функцiї ℎ(𝑥) випливає, що iснують такi

константи 𝐶,𝐶1 > 0, що для будь-якого мультиiндексу 𝐼 ∈ 𝑀0 має мiсце

оцiнка (1.14), тобто

|𝑐(𝜂𝐼)| ≤ 𝐶1|𝐼|!𝐶 |𝐼|, (2.8)

де |𝐼| позначає довжину мультиiндексу 𝐼. Зауважимо, що якщо ряд мiстить

лише скiнченну кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв, то ця умова виконується

автоматично. По-друге, мають мiсце певнi лiнiйнi залежностi мiж коефiцi-

єнтами. Ми розглянемо їх детальнiше в наступному пiдроздiлi.

2.3 Умови реалiзовностi

Отже, система (2.3) з виходом (2.4) визначає формальний ряд (2.7) еле-

ментiв алгебри ℱ 𝑒 зi скалярними коефiцiєнтами, якi задовольняють певнi

умови. Нехай тепер ми маємо ряд вигляду (2.7) або, що те ж саме, лiнiй-

не вiдображення 𝑐 : ℱ 𝑒 → R, яке задається як 𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 . Чи буде цей

ряд вiдповiдати якiйсь системi з виходом? Якщо так, то такий ряд нази-

вається реалiзовним, а вiдповiдна система є реалiзацiєю цього ряду; див.

означення 1.1.

Нижче ми вважаємо, що вiдображення 𝑐 є нетривiальним, тобто 𝑐(ℱ) ̸=
{0}; тодi ряд 𝑆 має принаймнi один ненульовий член, крiм константи.
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Ми переформулюємо критерiй реалiзовностi – теорему 1.3 – у зручних

для нас термiнах. Нагадаємо, як визначається ранг Лi ряду (2.7). Розгля-

немо простiр ℬ формальних рядiв вигляду (2.7) i лiнiйне вiдображення

𝐹𝑐 : ℒ → ℬ вигляду

𝐹𝑐(ℓ) =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐(𝜂𝐼ℓ)𝜂𝐼 . (2.9)

Рангом Лi ряду (2.7) називається вимiрнiсть образу лiнiйного вiдображення

𝐹𝑐 у просторi ℬ.

В цьому роздiлi ми розглядаємо ряди з одновимiрними коефiцiєнтами,

але наступна теорема справедлива для рядiв коефiцiєнтами довiльної роз-

мiрностi.

Теорема 2.1. Нехай заданий ряд вигляду (2.7), який задовольняє умо-

ву (2.8). Цей ряд є реалiзовним тодi i тiльки тодi, коли iснує число 𝑛 ∈ N

та елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, для яких виконується наступна умова: для

будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ iснують числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, такi що

𝑐(𝑎(ℓ−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = 0 (2.10)

для будь-якого елемента 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. У такому випадку ранг Лi ряду (2.7)

дорiвнює мiнiмально можливому значенню 𝑛.

Доведення. Покажемо, що теореми 1.3 i 2.1 рiвносильнi. По-перше, за-

уважимо, що в теоремi 2.1 достатньо вимагати, щоб умова (2.10) була вико-

нана для довiльного базисного елемента 𝑎 = 𝜂𝐼 , де 𝐼 ∈𝑀0. Нехай 𝑛 = 𝜌𝐿(𝑐);

це означає, що iснують такi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ (причому кiлькiсть їх

зменшити не можна), для яких 𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛) є базисом простору 𝐹𝑐(ℒ).
Iншими словами, для будь-якого ℓ ∈ ℒ iснують числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, такi що

𝐹𝑐(ℓ) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝐹𝑐(ℓ𝑖) = 𝐹𝑐(
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖).
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За формулою (2.9) це означає, що для будь-якого 𝐼 ∈𝑀0

𝑐(𝜂𝐼ℓ) = 𝑐(𝜂𝐼(
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)),

що рiвносильно рiвностi (2.10) для 𝑎 = 𝜂𝐼 .

2.4 Мiнiмальна реалiзацiя

Знайти мiнiмальну реалiзацiю для заданого реалiзовного ряду 𝑆 мо-

жна, наприклад, наступним чином [20]. Нехай ранг Лi дорiвнює 𝑛, то-

дi iснують 𝑛 лiнiйно незалежних елементiв ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ для яких ряди

𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛) є лiнiйно незалежними. Розглянемо коефiцiєнти всiх мо-

жливих елементiв вигляду 𝜂𝐼ℓ𝑗, де 𝐼 ∈ 𝑀0. Оскiльки ряди 𝐹𝑐(ℓ𝑗) є лiнiйно

незалежними, iснують 𝑛 мультиiндексiв 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛 ∈𝑀0, для яких матриця

{𝑐(𝜂𝐼𝑖ℓ𝑗)}
𝑛
𝑖,𝑗=1 (2.11)

є невиродженою. Введемо вiдображення ̃︀𝑐 : ℱ 𝑒 → R𝑛, яке на базисних

елементах визначається наступною рiвнiстю

̃︀𝑐(𝜂𝐼) =
⎛⎜⎜⎝
𝑐(𝜂𝐼1𝜂𝐼)

. . .

𝑐(𝜂𝐼𝑛𝜂𝐼).

⎞⎟⎟⎠ (2.12)

Разом iз вiдображенням ̃︀𝑐 розглянемо вiдповiдний ряд

̃︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼)𝜂𝐼 (2.13)

з 𝑛-вимiрними коефiцiєнтами. Далi ми покажемо, що цей ряд є реалiзовним,

причому його ранг Лi дорiвнює 𝑛. Це означає, що iснує єдина 𝑛-вимiрна

система вигляду (2.3), що реалiзує цей ряд. А саме, траєкторiя цiєї системи

розкладається в ряд вигляду

𝑥(𝑡;𝑢) = ̃︀𝑐∅ +
∑︁
𝐼∈𝑀

̃︀𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,
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де ̃︀𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R𝑛 виражаються через значення векторних полiв 𝑋𝑖(𝑥) та їх

похiдних у точцi 𝑥0 = ̃︀𝑐∅:

̃︀𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1𝐸(𝑥
0) ∈ R𝑛. (2.14)

Зауважимо, що з означення вiдображення ̃︀𝑐 випливає, що воно задо-

вольняє умову Рашевського-Чжоу:

̃︀𝑐(ℒ) = R𝑛. (2.15)

Сформулюємо умову реалiзовностi ряду з 𝑛-вимiрними коефiцiєнтами у

виглядi 𝑛-вимiрної системи.

Лема 2.1. Нехай заданий довiльний ряд вигляду (2.13) з 𝑛-вимiрними

коефiцiєнтами, який задовольняє умову Рашевського-Чжоу (2.15). Тодi

наступнi двi умови еквiвалентнi:

1) якщо для деякого елемента ℓ ∈ ℒ виконується рiвнiсть ̃︀𝑐(ℓ) = 0, то̃︀𝑐(𝑎ℓ) = 0 для довiльного 𝑎 ∈ ℱ ;

2) ранг Лi ряду (2.13) дорiвнює 𝑛.

Доведення. Доведемо, що з умови 2 можна отримати умову 1. При-

пустимо, що ранг Лi ряду дорiвнює 𝑛. Розглянемо лiнiйне вiдображен-

ня 𝐹̃︀𝑐(ℓ) =
∑︀

𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ)𝜂𝐼 . Нехай ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ – такi елементи, для яких

𝐹̃︀𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹̃︀𝑐(ℓ𝑛) є базисом образу 𝐹̃︀𝑐, тобто для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ
iснують такi числа 𝛼𝑖, що 𝐹̃︀𝑐(ℓ) = 𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝐹̃︀𝑐(ℓ𝑖). Використовуючи визначення

вiдображення 𝐹̃︀𝑐, запишемо

∑︁
𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ)𝜂𝐼 = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

∑︁
𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖)𝜂𝐼 = ∑︁
𝐼∈𝑀0

(
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖))𝜂𝐼 .
Оскiльки ряди в лiвiй i правiй частинi рiвнi, то з цього випливає, що їхнi

вiдповiднi коефiцiєнти також рiвнi. Отже, для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ
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iснують такi числа 𝛼𝑖, що для будь-якого мультиiндексу 𝐼 ∈ 𝑀0 виконує-

ться умова:

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ) = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖). (2.16)

Зокрема, для 𝐼 = ∅, тобто для порожнього слова 𝜂∅ = 1, рiвнiсть векторiв

(2.16) можна записати у наступному виглядi:

̃︀𝑐(ℓ) = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(ℓ𝑖). (2.17)

Зауважимо, що вектори ̃︀𝑐(ℓ𝑖) лiнiйно незалежнi. Справдi, якщо вони

лiнiйно залежнi, тодi за умовою Рашевського-Чжоу iснує такий елемент̃︀ℓ ∈ ℒ, що ̃︀𝑐(̃︀ℓ) не залежить вiд ̃︀𝑐(ℓ𝑖), що суперечить (2.17).

Тепер розглянемо такий довiльний елемент ℓ ∈ ℒ, для якого ̃︀𝑐(ℓ) = 0.

Тодi iснують такi числа 𝛼𝑖, що

̃︀𝑐(ℓ) = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(ℓ𝑖) = 0.

Оскiльки ̃︀𝑐(ℓ𝑖) лiнiйно незалежнi, то з цiєї рiвностi випливає, що всi коефi-

цiєнти 𝛼𝑖 дорiвнюють нулю. А тодi

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ) = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖) = 0.

З цього очевидно випливає, що ̃︀𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ . Умову 1

доведено.

Тепер доведемо, що з умови 1 випливає умова 2. Враховуючи умову

Рашевського-Чжоу, оберемо елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ такi, що ̃︀𝑐(ℓ𝑖) є базисом

простору R𝑛. Тодi для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ можна обрати такi числа

𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, що 𝑐(ℓ) можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї

̃︀𝑐(ℓ) = 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(ℓ𝑖).
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Оскiльки вiдображення ̃︀𝑐(ℓ) лiнiйне, то цю рiвнiсть можна переписати в

iншому виглядi

̃︀𝑐(ℓ− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖) = 0.

За умовою 2, для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ з рiвностi ̃︀𝑐(ℓ) = 0 випливає,

що ̃︀𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ . В якостi 𝑎 вiзьмемо елемент 𝜂𝐼 , де 𝐼 –

довiльний мультиiндекс. Отримаємо

̃︀𝑐(𝜂𝐼(ℓ− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = 0.

Знов скоростаємося тим, що вiдображення ̃︀𝑐 лiнiйне, та перетворимо цей

вираз:

̃︀𝑐(𝜂𝐼(ℓ− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = ̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜂𝐼ℓ𝑖)) =

= ̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ)− ̃︀𝑐( 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜂𝐼ℓ𝑖) =

= ̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ)− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖) = 0

для всiх 𝐼 ∈𝑀0. Тепер запишемо вираз для 𝐹̃︀𝑐(ℓ):
𝐹̃︀𝑐(ℓ) = ∑︁

𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ)𝜂𝐼 =
=
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖)𝜂𝐼 =
=

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖

∑︁
𝐼∈𝑀0

̃︀𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖)𝜂𝐼 =
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐹̃︀𝑐(ℓ𝑖).
Зауважимо, що ряди 𝐹̃︀𝑐(ℓ𝑖) лiнiйно незалежнi. Справдi, якщо вони лiнiйно

залежнi, то зокрема їх коефiцiєнти при 𝜂∅ лiнiйно залежнi. Але цi коефiцi-

єнти дорiвнюють ̃︀𝑐(ℓ𝑖) i є незалежними за означенням. Отже, ранг Лi ряду

дорiвнює 𝑛, тобто умова 1 виконана. Лему доведено. 2
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Тепер повернемось до ряду ̃︀𝑆 вигляду (2.13) з коефiцiєнтами (2.12) i

покажемо, що його ранг Лi дорiвнює 𝑛. Скористаємось лемою 2.1. Не-

хай для деякого елемента ℓ ∈ ℒ виконується рiвнiсть ̃︀𝑐(ℓ) = 0, тобто

𝑐(𝜂𝐼1ℓ) = · · · = 𝑐(𝜂𝐼𝑛ℓ) = 0. Оскiльки ранг Лi ряду 𝑆 дорiвнює 𝑛, iснують

такi коефiцiєнти 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, для яких 𝑐(𝜂𝐼ℓ) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖) для довiльного

𝐼 ∈𝑀0. Зокрема, ⎛⎜⎜⎝
𝑐(𝜂𝐼1ℓ1) · · · 𝑐(𝜂𝐼1ℓ𝑛)

· · · · · · · · ·
𝑐(𝜂𝐼𝑛ℓ1) · · · 𝑐(𝜂𝐼𝑛ℓ𝑛)

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝛼1

· · ·
𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 0.

Оскiльки матриця цiєї системи (2.11) є невиродженою, отримуємо, що 𝛼1 =

· · · = 𝛼𝑛 = 0. Отже, 𝑐(𝜂𝐼ℓ) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑖) = 0 для довiльного 𝐼 ∈𝑀0, звiдки

випливає, що виконана умова 2 леми 2.1. Отже, ранг Лi ряду ̃︀𝑆 дорiвнює

𝑛.

Нарештi, зауважимо, що коефiцiєнти ряду ̃︀𝑆 задовольняють оцiнку

‖̃︀𝑐𝐼‖ ≤ ̃︀𝐶1|𝐼|! ̃︀𝐶 |𝐼| для деяких ̃︀𝐶, ̃︀𝐶1 > 0. Отже, цей ряд є реалiзовним,

причому найменший порядок реалiзуючої системи дорiвнює 𝑛.

Можна показати [20], що векторнi поля 𝑋𝑖, якi задовольняють рiвностi

(2.14), задовольняють також рiвнiсть

𝑋𝑖(̃︀𝑐(𝑒ℓ1𝑥1 · · · 𝑒ℓ𝑛𝑥𝑛)) = ̃︀𝑐(𝜂𝑖𝑒ℓ1𝑥1 · · · 𝑒ℓ𝑛𝑥𝑛) (2.18)

для довiльних достатньо малих скалярних параметрiв 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. У цiй фор-

мулi

𝑒ℓ1𝑥1 · · · 𝑒ℓ𝑛𝑥𝑛 =
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑛≥0

𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛
𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

ℓ𝑘11 · · · ℓ𝑘𝑛𝑛 .

Тотожнiсть (2.18) можна використати для побудови векторних полiв 𝑋𝑖

або, принаймнi, коефiцiєнтiв їх розвинення в ряд Тейлора в точцi 𝑥0 = ̃︀𝑐(1).
Зокрема,

𝑋𝑖(𝑥
0) = ̃︀𝑐𝑖, 𝑋 ′

𝑖(𝑥
0)̃︀𝑐(ℓ𝑗) = ̃︀𝑐(𝜂𝑖ℓ𝑗).
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Зауважимо, що ряд ̃︀𝑆 залежить вiд вибору 𝐼𝑗, отже, може бути побу-

дований по-рiзному. В результатi отримаємо рiзнi мiнiмальнi реалiзуючi

системи. Проте можна показати, що цi системи переводяться одна в одну

замiною змiнних.

Приклад 2.1. Розглянемо одновимiрний ряд

𝑆 = 𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂211. (2.19)

Тут 𝑐1 = 𝑐21 = 𝑐211 = 1, решта коефiцiєнтiв дорiвнює нулю. Зна-

йдемо ранг Лi цього ряду. Зауважимо, що лише для елементiв ℓ ∈
Lin{𝜂1, [𝜂1, 𝜂2], [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]} ряди 𝐹𝑐(ℓ) вигляду (2.9) можуть мiстити хоча

б один ненульовий член; для всiх iнших ℓ ряди 𝐹𝑐(ℓ) нульовi. Маємо:

𝐹𝑐(𝜂1) =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐(𝜂𝐼𝜂1)𝜂𝐼 = 𝑐1𝜂∅ + 𝑐21𝜂2 + 𝑐211𝜂21 = 1 + 𝜂2 + 𝜂21,

𝐹𝑐([𝜂1, 𝜂2]) =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐(𝜂𝐼𝜂12 − 𝜂𝐼𝜂21)𝜂𝐼 = −𝑐21𝜂∅ = −1,

𝐹𝑐([𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]) =
∑︁
𝐼∈𝑀0

𝑐(𝜂𝐼𝜂112 − 2𝜂𝐼𝜂121 + 𝜂𝐼𝜂211)𝜂𝐼 = 𝑐211𝜂∅ = 1.

Оскiльки два з цих рядiв лiнiйно незалежнi, ранг Лi ряду 𝑆 дорiвнює 2.

Ми можемо вибрати елементи ℓ1 = 𝜂1, ℓ2 = [𝜂1, 𝜂2] i мультиiндекси

𝐼1 = ∅, 𝐼2 = (2), тодi матриця (2.11)⎛⎝𝑐(𝜂𝐼1ℓ1) 𝑐(𝜂𝐼2ℓ1)

𝑐(𝜂𝐼1ℓ2) 𝑐(𝜂𝐼2ℓ2)

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑐(𝜂1) 𝑐(𝜂21)

𝑐(𝜂12 − 𝜂21) 𝑐(𝜂212 − 𝜂221)

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 1

−1 0

⎞⎠
буде невироджена. Тодi ми отримуємо 𝑛-вимiрний ряд вигляду (2.13)

̃︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀0

⎛⎝ 𝑐(𝜂𝐼)

𝑐(𝜂2𝜂𝐼)

⎞⎠ 𝜂𝐼 =

⎛⎝𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂211

𝜂1 + 𝜂11

⎞⎠ . (2.20)

Можна перевiрити, що система, яка реалiзує цей ряд, має вигляд

�̇�1 = 𝑢1 + 𝑥2𝑢2,

�̇�2 =
√
1 + 2𝑥2𝑢1,

(2.21)
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причому вихiд дорiвнює першiй компонентi ряду, 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥1. Тобто

векторнi поля 𝑋1(𝑥) i 𝑋2(𝑥) визначенi в околi точки 𝑥0 = 0 i мають вигляд

𝑋1(𝑥) =

⎛⎝ 1
√
1 + 2𝑥2

⎞⎠ , 𝑋2(𝑥) =

⎛⎝𝑥2
0

⎞⎠ (2.22)

Справдi, перевiримо рiвностi (2.14). Маємо:

𝑋1𝑋1𝐸(𝑥) = (𝑋1(𝑥))
′
𝑥𝑋1(𝑥) =

⎛⎝0 0

0 1√
1+2𝑥2

⎞⎠⎛⎝ 1
√
1 + 2𝑥2

⎞⎠ =

⎛⎝0

1

⎞⎠ ,

𝑋1𝑋2𝐸(𝑥) = (𝑋2(𝑥))
′
𝑥𝑋1(𝑥) =

⎛⎝0 1

0 0

⎞⎠⎛⎝ 1
√
1 + 2𝑥2

⎞⎠ =

⎛⎝√
1 + 2𝑥2

0

⎞⎠ ,

𝑋1𝑋1𝑋2𝐸(𝑥) = ((𝑋2(𝑥))
′
𝑥𝑋1(𝑥))

′
𝑥𝑋1(𝑥) =

=

⎛⎝0 1√
1+2𝑥2

0 0

⎞⎠⎛⎝ 1
√
1 + 2𝑥2

⎞⎠=

⎛⎝1

0

⎞⎠ ,

а всi iншi вектор-функцiї вигляду 𝑋𝑖1 · · ·𝑋𝑖𝑘𝐸(𝑥) дорiвнюють нулю. Пiд-

ставляючи 𝑥 = 0, отримуємо ненульовi коефiцiєнти ряду:

̃︀𝑐1 = 𝑋1(0) =

⎛⎝1

1

⎞⎠ , ̃︀𝑐11 = 𝑋1𝑋1𝐸(0) =

⎛⎝0

1

⎞⎠ ,

̃︀𝑐21 = 𝑋1𝑋2𝐸(0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ , ̃︀𝑐211 = 𝑋1𝑋1𝑋2𝐸(0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ ,

що збiгається з рядом (2.20).

Зауважимо, що отриманий ряд задовольняє умову Рашевського-Чжоу

(2.15). Справдi, розглянемо два елементи 𝜂1 i [𝜂1, 𝜂2] з алгебри Лi ℒ; для

них ̃︀𝑐(𝜂1) = (1, 1)⊤ i ̃︀𝑐([𝜂1, 𝜂2]) = ̃︀𝑐12 − ̃︀𝑐21 = (−1, 0)⊤. Цi вектори лiiнiйно

незалежнi, отже, умова (2.15) виконана.

Покажемо, як отримати векторнi поля (2.22) за допомоги формули

(2.18). Враховуючи вигляд ряду ̃︀𝑆, маємо

̃︀𝑐(𝑒ℓ1𝑥1𝑒ℓ2𝑥2) = ̃︀𝑐(1 + 𝑥1𝜂1 +
1
2𝑥

2
1𝜂11 + 𝑥2(𝜂12 − 𝜂21)) =

⎛⎝ 𝑥1 − 𝑥2

𝑥1 +
1
2𝑥

2
1

⎞⎠ ,
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̃︀𝑐(𝜂1𝑒ℓ1𝑥1𝑒ℓ2𝑥2) = ̃︀𝑐(𝜂1 + 𝑥1𝜂11) =

⎛⎝ 1

1 + 𝑥1

⎞⎠ ,

̃︀𝑐(𝜂2𝑒ℓ1𝑥1𝑒ℓ2𝑥2) = ̃︀𝑐(𝑥1𝜂21 + 1
2𝑥

2
1𝜂211) =

⎛⎝𝑥1 + 1
2𝑥

2
1

0

⎞⎠ .

Введемо позначення

𝑧1 = 𝑥1 − 𝑥2, 𝑧2 = 𝑥1 +
1
2𝑥

2
1,

тодi 𝑥1 виражається через 𝑧2 з квадратного рiвняння 1
2𝑥

2
1 + 𝑥1 − 𝑧2 = 0.

Оскiльки нас цiкавить розв’язок в околi точки 𝑥0 = ̃︀𝑐(1) = 0, то отримуємо

𝑥1 = −1 +
√
1 + 2𝑧2,

а тодi

𝑥2 = −1 +
√
1 + 2𝑧2 − 𝑧1.

Отже,

𝑋1(𝑧) =

⎛⎝ 1
√
1 + 2𝑧2

⎞⎠ , 𝑋2(𝑧) =

⎛⎝𝑧2
0

⎞⎠ ,

що збiгається з (2.22) (якщо замiсть 𝑧𝑖 написати 𝑥𝑖).

Можна вибрати ℓ1 = 𝜂1, ℓ2 = [𝜂1, 𝜂2] i мультиiндекси 𝐼1 = ∅, 𝐼2 = (2, 1),

тодi матриця (2.11)⎛⎝𝑐(𝜂𝐼1ℓ1) 𝑐(𝜂𝐼2ℓ1)

𝑐(𝜂𝐼1ℓ2) 𝑐(𝜂𝐼2ℓ2)

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑐(𝜂1) 𝑐(𝜂211)

𝑐(𝜂12 − 𝜂21) 𝑐(𝜂2112 − 𝜂2121)

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 1

−1 0

⎞⎠
теж буде невироджена. Тодi ми отримуємо 𝑛-вимiрний ряд вигляду (2.13)

̃︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀0

⎛⎝ 𝑐(𝜂𝐼)

𝑐(𝜂21𝜂𝐼)

⎞⎠ 𝜂𝐼 =

⎛⎝𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂211

1 + 𝜂1

⎞⎠ . (2.23)

Реалiзацiя цiєї системи в околi точки 𝑧0 = (0, 1)⊤ має вигляд

�̇�1 = 𝑢1 − 1
2𝑢2 +

1
2𝑧

2
2𝑢2,

�̇�2 = 𝑢1,
(2.24)
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i, як i ранiше, вихiд дорiвнює першiй компонентi, 𝑦 = ℎ(𝑧) = 𝑧1. Справдi,

𝑋1(𝑧) =

⎛⎝1

1

⎞⎠ , 𝑋2(𝑧) =

⎛⎝−1
2 +

1
2𝑧

2
2

0

⎞⎠ ,

тому

𝑋1𝑋2𝐸(𝑧) = (𝑋2(𝑧))
′
𝑧𝑋1(𝑧) =

⎛⎝𝑧2
0

⎞⎠ ,

𝑋1𝑋1𝑋2𝐸(𝑧) = ((𝑋2(𝑧))
′
𝑧𝑋1(𝑧))

′
𝑧𝑋1(𝑧) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ ,

а всi iншi вектор-функцiї вигляду 𝑋𝑖1 · · ·𝑋𝑖𝑘(𝑧) дорiвнюють нулю. Пiдстав-

ляючи 𝑧 = 𝑧0 = (0, 1)⊤, отримуємо ненульовi коефiцiєнти ряду:

̃︀𝑐∅ =

⎛⎝0

1

⎞⎠ , ̃︀𝑐1 = 𝑋1(𝑧
0) =

⎛⎝1

1

⎞⎠ ,

̃︀𝑐21 = 𝑋1𝑋2𝐸(𝑧
0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ , ̃︀𝑐211 = 𝑋1𝑋1𝑋2𝐸(𝑧
0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ ,

що збiгається з рядом (2.23).

Неважко перевiрити, що система (2.21) переходить у систему (2.24) пi-

сля замiни змiнних 𝑧1 = 𝑥1, 𝑧2 =
√
1 + 2𝑥2.

Нарештi, зауважимо, що якщо в системi (2.24) зробити замiну 𝑥1 = 𝑧1,

𝑥2 = 𝑧2 − 1, то отримаємо систему в околi точки 𝑥0 = 0:

�̇�1 = 𝑢1 + 𝑥2𝑢2 +
1
2𝑥

2
2𝑢2,

�̇�2 = 𝑢1.

2.5 Однорiдна апроксимацiя мiнiмальної реалiзацiї

Вiльну асоцiативну алгебру ℱ називають градуйованою, якщо її можна

подати у виглядi прямої суми лiнiйних пiдпросторiв

ℱ =
∞∑︁
𝑘=1

ℱ𝑘, де ℱ𝑘ℱ 𝑞 ⊂ ℱ𝑘+𝑞.
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У нашому випадку природним є градуювання «за довжиною»:

ℱ𝑘 = Lin{𝜂𝐼 : 𝐼 ∈𝑀, |𝐼| = 𝑘}, 𝑘 ≥ 1.

Це градуювання виправдовується наступною властивiстю iтерованих iнте-

гралiв: ∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1 =

= 𝜃𝑘
∫ 1
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1𝜃) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘𝜃)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1.

Таким чином,

𝜂𝐼(𝜃, 𝑢
1/𝜃) = 𝜃|𝐼|𝜂𝐼(1, 𝑢),

де 𝑢1/𝜃(𝑡) = 𝑢(𝑡/𝜃), 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Якщо 𝑢(𝑡) пробiгає множину 𝑈(𝜃), то

𝑢1/𝜃(𝑡) пробiгає множину 𝑈(1). Отже, довжина мультиiндексу |𝐼| є поряд-

ком 𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) як функцiї вiд 𝜃, де 𝜃 → 0.

Ми будемо говорити, що елемент 𝑎 ∈ ℱ𝑘 є однорiдним, а 𝑘 є його по-

рядком; в такому разi ми записуємо ord(𝑎) = 𝑘.

Алгебра Лi ℒ також успадковує це градуювання,

ℒ =
∞∑︁
𝑘=1

ℒ𝑘,

де ℒ𝑘 визначається як ℒ𝑘 = ℱ𝑘 ∩ ℒ.
Повернемось до ряду (2.13) з 𝑛-вимiрними коефiцiєнтами, який побудо-

ваний за реалiзовним рядом (2.7), що задовольняє умову (2.8) i має ранг

Лi 𝑛. Тодi лiнiйне вiдображення ̃︀𝑐 задовольняє умову Рашевського-Чжоу

(2.15). Як було зауважено в попередньому пiдроздiлi, iснує єдина 𝑛-вимiрна

система (2.3), яка вiдповiдає цьому ряду.

Розглянемо кореневу пiдалгебру Лi цiєї реалiзуючої системи, див. озна-

чення 1.4. Детальнiше, введемо пiдпростори

̃︀𝒫1 = {ℓ ∈ ℒ1 : ̃︀𝑐(ℓ) = 0},

̃︀𝒫𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : ̃︀𝑐(ℓ) ∈ ̃︀𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 2,
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та визначимо кореневу пiдалгебру Лi системи (2.3) як

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

̃︀𝒫𝑘.

На перший погляд, коренева пiдалгебра Лi має залежати вiд способу

побудови ряду ̃︀𝑆, тобто вiд вибору мультиiндексiв 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛. Але насправдi,

оскiльки коренева пiдалгебра Лi iнварiантна вiдносно замiни змiнних, а всi

мiнiмальнi реалiзацiї переходять одна в одну замiнами змiнних, коренева

пiдалгебра для будь-якого вибору 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛 вийде одна й та сама.

Покажемо, як знайти кореневу пiдалгебру Лi реалiзуючої системи, не

знаходячи ряд ̃︀𝑆, а використовуючи лише вихiдний ряд 𝑆.

Теорема 2.2. Нехай 𝑆 — реалiзовний ряд вигляду (2.7), а 𝑛-вимiрна

система (2.3) — його мiнiмальна реалiзацiя. Тодi кореневу пiдалгебру Лi

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
цiєї мiнiмальної реалiзацiї можна знайти наступним чином:

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘,

де

𝒫1 =
{︀
ℓ ∈ ℒ1 : 𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒

}︀
i

𝒫𝑘 =
{︀
ℓ ∈ ℒ𝑘 : iснує ℓ′ ∈ ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1 такий, що

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒
}︀
, 𝑘 ≥ 2.

(2.25)

Доведення. Ми покажемо, що ̃︀𝒫𝑘 = 𝒫𝑘 для довiльного 𝑘 ≥ 1.

Спочатку вiзьмемо довiльний елемент ℓ з пiдпростору 𝒫𝑘 i покажемо,

що цей елемент також належить пiдпростору ̃︀𝒫𝑘. Нехай ℓ ∈ 𝒫𝑘, тодi за

формулою (2.25) iснує елемент ℓ′ ∈ ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1, для якого рiвнiсть

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 0 (2.26)
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виконується для будь-якого елемента 𝑎 ∈ ℱ 𝑒 (при 𝑘 = 1 маємо ℓ′ = 0).

В якостi елемента 𝑎 ми вiзьмемо елементи 𝜂𝐼𝑖, якi використовуються для

побудови ряду ̃︀𝑆; для них матриця (2.11) невироджена. Оскiльки рiвнiсть

(2.26) виконується для будь-якого елемента 𝑎, то

𝑐(𝜂𝐼𝑖(ℓ− ℓ′)) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.27)

Розглянемо 𝑛-вимiрне вiдображення (2.12), тодi

̃︀𝑐(ℓ− ℓ′) =

⎛⎜⎜⎝
𝑐(𝜂𝐼1(ℓ− ℓ′))

. . .

𝑐(𝜂𝐼𝑛(ℓ− ℓ′))

⎞⎟⎟⎠ .

Оскiльки умова (2.27) виконується для будь-якого рядка, то ̃︀𝑐(ℓ − ℓ′) = 0.

Це означає, що елемент ℓ належить пiдпростору ̃︀𝒫𝑘. Отже, 𝒫𝑘 ⊂ ̃︀𝒫𝑘 для

будь-якого 𝑘 ≥ 1.

Тепер оберемо довiльний елемент ℓ з пiдпростору ̃︀𝒫𝑘 i покажемо, що цей

елемент також належить пiдпростору 𝒫𝑘. За визначенням ̃︀𝑐(ℓ) ∈ ̃︀𝑐(ℒ1+· · ·+
ℒ𝑘−1), отже, iснує елемент ℓ′ ∈ ℒ1 + · · · + ℒ𝑘−1 для якого ̃︀𝑐(ℓ − ℓ′) = 0. Це

означає, що 𝑐(𝜂𝐼𝑖(ℓ− ℓ′)) = 0 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Розглянемо елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, для яких матриця (2.11) не-

вироджена. Оскiльки ряд 𝐹𝑐(ℓ − ℓ′) є лiнiйною комбiнацiєю рядiв

𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛), то iснують числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 такi, що для будь-якого муль-

тиiндексу 𝐼 ∈𝑀0 виконується рiвнiсть

𝑐(𝜂𝐼(ℓ− ℓ′)) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑐(𝜂𝐼ℓ𝑗). (2.28)

Зокрема, пiдставимо мультиiндекси 𝐼 = 𝐼𝑖, якi використовуються для по-

будови ряду ̃︀𝑆. Отримуємо наступну рiвнiсть⎛⎜⎜⎝
𝑐(𝜂𝐼1(ℓ− ℓ′))

. . .

𝑐(𝜂𝐼𝑛(ℓ− ℓ′))

⎞⎟⎟⎠ =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗

⎛⎜⎜⎝
𝑐(𝜂𝐼1ℓ𝑗)

. . .

𝑐(𝜂𝐼𝑛ℓ𝑗)

⎞⎟⎟⎠ = 0.
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Оскiльки матриця (2.11) невироджена, вектори (𝑐(𝜂𝐼1ℓ𝑗), . . . , 𝑐(𝜂𝐼𝑛ℓ𝑗))
⊤ лi-

нiйно незалежнi. Тобто, всi коефiцiєнти 𝛼𝑗 дорiвнюють нулю. А тодi з (2.28)

випливає, що

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 0

для будь-якого елемента 𝑎 ∈ ℱ 𝑒, тобто, ℓ ∈ 𝒫𝑘. Отже, ̃︀𝒫𝑘 ⊂ 𝒫𝑘 для довiль-

ного 𝑘 ≥ 1. Теорему доведено. 2

Приклад 2.2. (Продовження прикладу 2.1). Повернемось до ряду

(2.19) i ряду (2.20), який має реалiзацiю (2.21). Використовуючи визначен-

ня 1.4, знайдемо її кореневу пiдалгебру Лi ℒ𝑋1,𝑋2
. Розглянемо пiдпростiр

̃︀𝒫1 =
{︀
ℓ ∈ ℒ1 : ̃︀𝑐(ℓ) = 0

}︀
.

Ми маємо ℒ1 = Lin{𝜂1, 𝜂2}. Для елементiв 𝜂1, 𝜂2 випишемо їхнi коефiцiєнти

̃︀𝑐(𝜂1) =
⎛⎝1

1

⎞⎠ , ̃︀𝑐(𝜂2) =
⎛⎝0

0

⎞⎠ . (2.29)

Тодi, очевидно, пiдпростiр ̃︀𝒫1 є лiнiйною оболонкою тiльки одного елемента

𝜂2 ̃︀𝒫1 = Lin {𝜂2} .

Для 𝑘 = 2 ми отримуємо

̃︀𝒫2 =
{︀
ℓ ∈ ℒ2 : ̃︀𝑐(ℓ) ∈ ̃︀𝑐(ℒ1)

}︀
та ℒ2 = Lin{[𝜂1, 𝜂2]}. Для елемента ℓ = [𝜂1, 𝜂2] знайдемо

̃︀𝑐([𝜂1, 𝜂2]) = ̃︀𝑐(𝜂12 − 𝜂21) =

⎛⎝−1

0

⎞⎠ .

Враховуючи вигляд коефiцiєнтiв (2.29), бачимо, що ̃︀𝑐(ℓ) /∈ ̃︀𝑐(ℒ1). Це озна-

чає, що ̃︀𝒫2 = {0}.
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Тодi dim(̃︀𝑐(ℒ1+ℒ2)) = 2; це означає, що ̃︀𝒫𝑘 = ℒ𝑘 для всiх 𝑘 ≥ 3. Тобто,

ми знайшли кореневу пiдалгебру для двовимiрного ряду ̃︀𝑆:

ℒ𝑋1,𝑋2
= Lin {𝜂2}+

∞∑︁
𝑘=3

ℒ𝑘. (2.30)

Тепер покажемо, як можна застосувати теорему 2.2, та знайдемо кореневу

пiдалгебру Лi ℒ𝑋1,𝑋2
, використовуючи вихiдний одновимiрний ряд (2.19).

Випишемо ненульовi коефiцiєнти цього ряду:

𝑐(𝜂1) = 1, 𝑐(𝜂21) = 1, 𝑐(𝜂211) = 1.

Розглянемо пiдпростори (2.25). Для 𝑘 = 1 отримуємо

𝒫1 =
{︀
ℓ ∈ ℒ1 : 𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒

}︀
.

Спочатку в якостi елемента ℓ вiзьмемо 𝜂1. Зокрема, для 𝑎 = 1 ми отри-

маємо 𝑐(𝑎𝜂1) = 𝑐(𝜂1) = 1, отже, 𝜂1 /∈ 𝒫1.

Далi оберемо ℓ = 𝜂2, тодi 𝑐(𝑎𝜂2) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ . Це означає,

що 𝒫1 = Lin {𝜂2}.
Тепер розглянемо пiдпростiр

𝒫2 = {ℓ ∈ ℒ2 : iснує ℓ′ ∈ ℒ1 такий, що

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒}.

В якостi елемента ℓ вiзьмемо дужку [𝜂1, 𝜂2] = 𝜂12−𝜂21, а елемент ℓ′ ∈ ℒ1

нехай дорiвнює лiнiйнiй комбiнацiї 𝛼𝜂1 + 𝛽𝜂2, де 𝛼, 𝛽 — числа.

Припустимо, що 𝑐(𝑎(ℓ−ℓ′)) = 0 для довiльного 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Спочатку беремо

𝑎 = 1. Тодi

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 𝑐(𝜂12 − 𝜂21 − 𝛼𝜂1 − 𝛽𝜂2) = −1− 𝛼 = 0,

це означає, що 𝛼 = −1. Оберемо 𝑎 = 𝜂2, що дає

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 𝑐(𝜂212 − 𝜂221 − 𝛼𝜂21 − 𝛽𝜂22) = −𝛼 = 0,
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тобто 𝛼 = 0. Отже, маємо суперечнiсть, яка означає, що [𝜂1, 𝜂2] /∈ 𝒫2. Таким

чином, 𝒫2 = {0}.
Нарештi, розглянемо пiдпростiр

𝒫3 = {ℓ ∈ ℒ3 : iснує ℓ′ ∈ ℒ1+ℒ2 такий, що

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒}

i вiзьмемо до уваги, що ℒ3 = Lin{[𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]], [𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]]}.
Спочатку ми вiзьмемо

ℓ = [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]] = 𝜂112 − 2𝜂121 + 𝜂211

та

ℓ′ = 𝛼𝜂1 + 𝛽(𝜂12 − 𝜂21)

(елемент 𝜂2 можна не включати до цiєї лiнiйної комбiнацiї, оскiльки

𝑐(𝑎𝜂2) = 0 для будь-якого 𝑎 ∈ ℱ). Припустимо, що 𝑐(𝑎(ℓ − ℓ′)) = 0 для

довiльного 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Для 𝑎 = 1 маємо

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 𝑐(𝜂112 − 2𝜂121 + 𝜂211 − 𝛼𝜂1 − 𝛽𝜂12 + 𝛽𝜂21) = 1− 𝛼 + 𝛽 = 0,

а для 𝑎 = 𝜂2 маємо

𝑐(𝑎(ℓ− ℓ′)) = 𝑐(𝜂2112 − 2𝜂2121 + 𝜂2211 − 𝛼𝜂21 − 𝛽𝜂212 + 𝛽𝜂221) = −𝛼 = 0.

Це означає, що 𝛼 = 0 та 𝛽 = −1, тобто ℓ′ треба обирати як ℓ′ = −𝜂12 + 𝜂21.

Неважко бачити, що 𝑐(𝑎ℓ) = 𝑐(𝑎ℓ′) = 0 для 𝑎 = 𝜂1 i будь-яких 𝑎 ∈ ℱ𝑘,

𝑘 ≥ 2, отже, [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]] ∈ 𝒫3.

Щодо елемента ℓ = [𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]], то очевидно, що 𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-

якого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Це означає, що 𝒫3 = ℒ3.

Нарештi, оскiльки 𝑐(ℒ𝑘) = 0 для 𝑘 ≥ 4, отримуємо 𝒫𝑘 = ℒ𝑘 при 𝑘 ≥ 4.

Таким чином, ми побудували кореневу пiдалгебру Лi (2.30), використо-

вуючи тiльки одновимiрний ряд 𝑆.

Нагадаємо, що реалiзацiю ряду 𝑆 в околi точки 𝑥0 = 0 можна вибра-

ти у виглядi (2.21). У якостi однорiдної апроксимацiї для цiєї системи ми
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можемо вибрати однорiдну систему з тiєю самою кореневою пiдалгеброю

Лi
�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑥1𝑢2.

2.6 Класифiкацiйна теорема

Нарештi, покажемо, що будь-яка градуйована пiдалгебра Лi скiнченної

ненульової корозмiрностi є кореневою пiдалгеброю Лi мiнiмальної реалiза-

цiї деякого ряду вигляду (2.5). Ми побудуємо такий ряд, використовуючи

дуальний базис (1.11); вiдповiдне лiнiйне вiдображення визначається фор-

мулою (2.31) нижче. Наступна лема описує властивiсть такого вiдображе-

ння.

Лема 2.2. Припустимо, що {ℓ𝑖}∞𝑖=1 є однорiдним базисом алгебри Лi

ℒ. Нехай лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ → R визначено на елементах вiд-

повiдного базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (1.9) таким чином: для будь-

яких 𝑘 ≥ 1 i будь-яких 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑘

𝑐(ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑘 = 𝑛 i (𝑖1, . . . , 𝑖𝑛) = (1, . . . , 𝑛),

0 iнакше.
(2.31)

Розглянемо будь-який набiр (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) натуральних чисел, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Тодi

𝑐(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘) = 0, якщо 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1, (2.32)

та

𝑐(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо (𝑗1, . . . , 𝑗𝑛) є перестановкою {1, . . . , 𝑛},

0 iнакше.
(2.33)
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Доведення. Позначимо через inv(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) кiлькiсть iнверсiй у наборi

(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘), тобто кiлькiсть пар номерiв (𝑠′, 𝑠′′) таких, що

𝑠′ < 𝑠′′ i 𝑗𝑠′ > 𝑗𝑠′′.

Якщо inv(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) = 𝑟, то для сортування набору в порядку неспадан-

ня потрiбнi 𝑟 транспозицiй сусiднiх елементiв. Нижче ми використовуємо

позначення

𝑁𝑘,𝑟 = {(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) : inv(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) = 𝑟}, 𝑘 ≥ 1, 𝑟 ≥ 0.

Для будь-якого 𝑘 максимально можлива кiлькiсть iнверсiй становить
1
2𝑘(𝑘 − 1) (ця кiлькiсть iнверсiй досягається, коли числа в наборi строго

спадають). Отже, якщо 𝑟 > 1
2𝑘(𝑘 − 1), то 𝑁𝑘,𝑟 = ∅. Тобто множину всiх

наборiв натуральних чисел можна представити як об’єднання множин𝑁𝑘,𝑟,

де 𝑘 ≥ 1, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1
2𝑘(𝑘 − 1). Для доведення леми ми розглядатимемо лише

такi набори, для яких 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Проведемо доведення методом математичної iндукцiї на множинi пар

(𝑘, 𝑟) таких, що 𝑘 ≥ 1, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1
2𝑘(𝑘− 1); вважаємо, що пари впорядкованi

лексикографiчно. А саме, вважаємо, що порядок визначений таким чином:

(𝑘′, 𝑟′) < (𝑘′′, 𝑟′′) якщо 𝑘′ < 𝑘′′ або 𝑘′ = 𝑘′′ i 𝑟′ < 𝑟′′.

База iндукцiї. Розглянемо набори з множин 𝑁𝑘,0.

Якщо 𝑘 = 1, то шуканi рiвностi (2.32), (2.33) випливають iз (2.31).

Якщо 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 i (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) ∈ 𝑁𝑘,0, то в наборi (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) немає

iнверсiй, тобто 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑘. Отже, ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘 належить базису Пуанкаре-

Бiркгофа-Вiтта. А тодi рiвностi (2.32), (2.33) випливають з (2.31).

Перехiд iндукцiї. Розглянемо будь-яку пару (𝑘, 𝑟) таку, що 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

i 1 ≤ 𝑟 ≤ 1
2𝑘(𝑘 − 1), i припустимо, що рiвностi (2.32), (2.33) виконуються

для будь-якого елемента ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑘′ , де (𝑞1, . . . , 𝑞𝑘′) ∈ 𝑁𝑘′,𝑟′ i (𝑘′, 𝑟′) < (𝑘, 𝑟).

Це означає, що 𝑐(ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑘′) = 0 за винятком випадку, коли (𝑘′, 𝑟′) = (𝑛, 𝑟′)

i {𝑞1, . . . , 𝑞𝑘′} = {1, . . . , 𝑛}; у цьому випадку 𝑐(ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑘′) = 1.
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Розглянемо будь-який набiр (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) ∈ 𝑁𝑘,𝑟. Оскiльки 𝑟 ≥ 1, то в

наборi є iнверсiя, тобто iснує такий 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘 − 1, що 𝑗𝑠 > 𝑗𝑠+1. Оскiльки

ℓ𝑗𝑠ℓ𝑗𝑠+1
= [ℓ𝑗𝑠, ℓ𝑗𝑠+1

] + ℓ𝑗𝑠+1
ℓ𝑗𝑠,

ми можемо записати

ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘 = 𝑎1 + 𝑎2, (2.34)

де

𝑎1 = ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑠−1
[ℓ𝑗𝑠, ℓ𝑗𝑠+1

]ℓ𝑗𝑠+2
· · · ℓ𝑗𝑘,

𝑎2 = ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑠−1
ℓ𝑗𝑠+1

ℓ𝑗𝑠ℓ𝑗𝑠+2
· · · ℓ𝑗𝑘.

Спочатку розглянемо 𝑎1. Оскiльки елемент [ℓ𝑗𝑠, ℓ𝑗𝑠+1
] належить до алге-

бри Лi ℒ, вiн дорiвнює лiнiйнiй комбiнацiї базисних елементiв

[ℓ𝑗𝑠, ℓ𝑗𝑠+1
] =

∑︁
𝛼𝑝ℓ𝑝,

де 𝛼𝑝 ∈ R. Тодi

𝑎1 =
∑︁

𝛼𝑝ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑠−1
ℓ𝑝ℓ𝑗𝑠+2

· · · ℓ𝑗𝑘,

де (𝑗1, . . . , 𝑗𝑠−1, 𝑝, 𝑗𝑠+2, . . . , 𝑗𝑘) ∈ 𝑁𝑘−1,𝑟′ для деякого 𝑟′ ≤ 1
2(𝑘 − 1)(𝑘 − 2).

Оскiльки (𝑘 − 1, 𝑟′) < (𝑘, 𝑟) i 𝑘 − 1 ≤ 𝑛 − 1, то за припущенням iндукцiї

отримуємо 𝑐(𝑎1) = 0.

Тому 𝑐(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘) = 𝑐(𝑎2). Очевидно, 𝑎2 ∈ 𝑁𝑘,𝑟−1, оскiльки кiлькiсть iн-

версiй зменшилася за рахунок одної транспозицiї сусiднiх елементiв. Крiм

того, зауважимо, що 𝑎2 є добутком тих самих елементiв ℓ𝑗1, . . . , ℓ𝑗𝑘 , але пере-

множених в iншому порядку. Оскiльки (𝑘, 𝑟−1) < (𝑘, 𝑟), то рiвностi (2.32),

(2.33) виконуються для елемента ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘 , оскiльки, згiдно з припущенням

iндукцiї, вони виконуються для 𝑎2. Лему доведено. 2

Тепер доведемо основну теорему цього роздiлу. Нагадаємо, що пiдалге-

бра Лi ℒ′ є градуйованою, якщо її можна подати у виглядi прямої суми

ℒ′ =
∞∑︁
𝑘=1

(ℒ′ ∩ ℒ𝑘).
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Теорема 2.3. Нехай ℒ′ — градуйована пiдалгебра Лi корозмiрностi

𝑛 ≥ 1. Тодi iснує одновимiрний однорiдний ряд рангу Лi 𝑛 такий, що ℒ′ є

кореневою пiдалгеброю Лi його мiнiмальної реалiзацiї.

Доведення. Оскiльки ℒ′ є градуйованою пiдалгеброю Лi корозмiрностi

𝑛, ми можемо вибрати однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ так, що

ℒ′ + Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛} = ℒ.

Без обмеження загальностi ми вважаємо, що ord(ℓ𝑖) ≤ ord(ℓ𝑗), якщо 𝑖 < 𝑗.

Оберемо однорiдний базис {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑛+1 пiдалгебри Лi ℒ′ i розглянемо вiдпо-

вiдний базис Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (1.9) та його дуальний базис (1.11).

Розглянемо такий ряд

𝑆 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑛, (2.35)

де ш означає тасуючий добуток (1.10). Зауважимо, що 𝑆 мiстить лише

скiнченну кiлькiсть елементiв ℱ , причому вони мають один i той самий

порядок ord(𝑑1) + · · ·+ ord(𝑑𝑛).

Зазначимо, що ряд 𝑆 вiдповiдає лiнiйному вiдображенню 𝑐 : ℱ 𝑒 → R,

визначеному (2.31) i такому, що 𝑐(1) = 0. Справдi, якщо записати ряд 𝑆 в

дуальному базисi (1.11), отримаємо

𝑆 = 𝑐(1) +
∑︁ 1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑘
𝑖𝑘
)𝑑ш𝑞1

𝑖1
ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑘

𝑖𝑘
.

Сума у правiй частинi береться по 𝑘 ≥ 1 i всiх 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘

та 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1. Прирiвнюючи коефiцiєнти при базисних елементах

(1.11), отримуємо значення вiдображення 𝑐 на елементах базиса Пуанкаре-

Бiркгофа-Вiтта (1.9), звiдки й випливають рiвностi (2.31).

Ми покажемо, що ряд (2.35) має ранг Лi 𝑛. Перш за все зауважимо,

що його ранг Лi не перевищує 𝑛, оскiльки ряд має 𝑛-вимiрну реалiзацiю, а
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саме, 𝑛-вимiрну систему, що вiдповiдає ряду

̃︀𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
𝑑1

. . .

𝑑𝑛

⎞⎟⎟⎠
з виходом 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥1 · · ·𝑥𝑛. Таку систему можна знайти явно, напри-

клад, як описано в [38].

Якщо розкласти ряд ̃︀𝑆 по дуальному базису аналогiчно тому, як ми

зробили це для ряду 𝑆, то очевидно отримаємо, що ̃︀𝑐(ℓ𝑖) = 𝑒𝑖 для 𝑖 =

1, . . . , 𝑛 i 𝑐(ℓ𝑖) = 0 для 𝑖 ≥ 𝑛 + 1. Це означає, що ̃︀𝑆 задовольняє умову

Рашевського-Чжоу (2.15) i при цьому ̃︀𝑐(ℒ′) = 0. Отже, коренева пiдалгебра

Лi цiєї системи дорiвнює ℒ′.

Тепер ми покажемо, що ця реалiзацiя мiнiмальна.

Для цього ми покажемо, що ранг Лi ряду (2.35) не менший нiж 𝑛. За

визначенням, ранг Лi дорiвнює розмiрностi множини рядiв 𝐹𝑐(ℓ) вигля-

ду (2.9). Зручно розкласти ряди 𝐹𝑐(ℓ) по дуальному базису (1.11). Тобто

iншими словами: ранг Лi дорiвнює розмiрностi множини рядiв вигляду

𝐹𝑐(ℓ) = 𝑐(ℓ) +
∑︁

𝑗1<···<𝑗𝑘

1

𝑞1! . . . 𝑞𝑘!
𝑐(ℓ𝑞1𝑗1 · · · ℓ

𝑞𝑘
𝑗𝑘
ℓ)𝑑ш𝑞1

𝑗1
ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑘

𝑗𝑘
,

де ℓ пробiгає алгебру Лi ℒ.

Покажемо, що ряди 𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛) є лiнiйно незалежними.

При 𝑛 = 1 немає чого доводити, оскiльки у такому випадку 𝑆 = 𝑑1, а

отже, 𝑐(ℓ1) = 1, тобто ряд 𝐹𝑐(ℓ1) ненульовий.

Нехай 𝑛 ≥ 2. Введемо позначення

𝑑1 = 𝑑2 ш · · · ш 𝑑𝑛, 𝑑𝑛 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑛−1,

𝑑𝑟 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑟−1 ш 𝑑𝑟+1 ш · · · ш 𝑑𝑛, 𝑟 = 2, . . . , 𝑛− 1.

Iншими словами, 𝑑𝑟 є тасуючим добутком всiх елементiв 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛, крiм 𝑑𝑟.

Аналогiчно позначимо

ℓ1 = ℓ2 · · · ℓ𝑛, ℓ𝑛 = ℓ1 · · · ℓ𝑛−1,
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ℓ𝑟 = ℓ1 · · · ℓ𝑟−1ℓ𝑟+1 · · · ℓ𝑛, 𝑟 = 2, . . . , 𝑛− 1.

Тодi коефiцiєнт 𝑑𝑟 в рядi 𝐹𝑐(ℓ𝑖) дорiвнює 𝑐(ℓ𝑟ℓ𝑖). Враховуючи лему 2.2,

маємо

𝑐(ℓ𝑟ℓ𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑖 = 𝑟,

0 iнакше.

Це означає, що матриця 𝑛×𝑛, утворена коефiцiєнтами елементiв 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛
у рядах 𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛), є одиничною. Отже, ряди 𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛) є лi-

нiйно незалежними, а тому ранг Лi ряду (2.35) не менше нiж 𝑛.

Тобто ранг Лi ряду (2.35) не бiльше нiж 𝑛 i не менше нiж 𝑛. Отже,

вiн дорiвнює 𝑛, що означає, що мiнiмальна реалiзацiя цього ряду має роз-

мiрнiсть 𝑛. Як було зазначено вище, цей ряд має реалiзацiю з кореневою

пiдалгеброю Лi ℒ′ розмiрностi 𝑛. Оскiльки мiнiмальна реалiзацiя єдина з

точнiстю до змiни змiнних, вказана реалiзацiя є мiнiмальною. Теорему до-

ведено. 2

Зауважимо, що якщо замiсть тасуючого добутку (2.35) обрати iншу

функцiю вiд 𝑑𝑖, то отриманий ряд може мати менший ранг Лi. Наприклад,

розглянемо пiдалгебру Лi

ℒ′ =
∞∑︁
𝑘=2

ℒ𝑘

i виберемо ℓ1 = 𝜂1, ℓ2 = 𝜂2, тодi 𝑑1 = 𝜂1, 𝑑2 = 𝜂2. Ранг Лi ряду

𝑆 = 𝑑1 ш 𝑑2 = 𝜂12 + 𝜂21

дiйсно дорiвнює 2, а мiнiмальна реалiзацiя може бути вибрана як

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2

з виходом ℎ(𝑥) = 𝑥1𝑥2. Але ранг Лi ряду

𝑆 = 𝑑1 + 𝑑2
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дорiвнює 1, i коренева пiдалгебра Лi його мiнiмальної реалiзацiї дорiвнює

ℒ′′ = Lin{𝜂1 − 𝜂2}+
∞∑︁
𝑘=2

ℒ𝑘 ̸= ℒ′.

Мiнiмальна реалiзацiя такого ряду може бути вибрана як

�̇�1 = 𝑢1 + 𝑢2

з виходом ℎ(𝑥) = 𝑥1.

З теореми 2.3 отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.1. Будь-яка градуйована пiдалгебра Лi скiнченної (нену-

льової) корозмiрностi є кореневою пiдалгеброю Лi мiнiмальної реалiзацiї

деякого одновимiрного (нетривiального) ряду, а розмiрнiсть цiєї реалiза-

цiї дорiвнює корозмiрностi пiдалгебри Лi.

Iншими словами, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж множи-

ною однорiдних апроксимацiй мiнiмальних реалiзацiй одновимiрних рядiв

iтерованих iнтегралiв i множиною градуйованих пiдалгебр Лi скiнченної

корозмiрностi. Таким чином, отримуємо класифiкацiю однорiдних апрокси-

мацiй мiнiмальних реалiзацiй одновимiрних рядiв iтерованих iнтегралiв: їх

iснує стiльки, скiльки є рiзних градуйованих пiдалгебр Лi скiнченної коро-

змiрностi.

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 розглянутi ряди iтерованих iнтегралiв зi скалярними коефi-

цiєнтами i вiдповiднi формальнi ряди елементiв абстрактної вiльної алгебри

ℱ .

1. Критерiй реалiзовностi ряду сформульований у зручнiй для подаль-

шого формi: у термiнах вiдображення, яке визначається рядом (тео-

рема 2.1).
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2. Вивчена однорiдна апроксимацiя мiнiмальної реалiзацiї ряду. Точнi-

ше, показано, як знайти кореневу пiдалгебру Лi мiнiмальної реалiза-

цiї без знаходження самої мiнiмальної реалiзацiї, користуючись лише

вихiдним (одновимiрним) рядом (теорема 2.2).

3. Отримана класифiкацiйна теорема: показано, що довiльна градуйова-

на пiдалгебра Лi скiнченної корозмiрностi є кореневою пiдалгеброю

Лi мiнiмальної реалiзацiї деякого одновимiрного ряду (теорема 2.3,

наслiдок 2.1).

У дослiдженнi, зокрема, використовуються властивостi тасуючого до-

бутку в алгебрi ℱ i дуального базису до базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта.

Результати цього роздiлу опублiкованi у статтi [8] i тезах [7].
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РОЗДIЛ 3

ОДНОРIДНА АПРОКСИМАЦIЯ ОДНОВИМIРНИХ РЯДIВ

IТЕРОВАНИХ IНТЕГРАЛIВ I ЗАДАЧА ШВИДКОДIЇ ДЛЯ

СИСТЕМ З ОДНОВИМIРНИМ ВИХОДОМ

3.1 Однорiдний ряд та його мiнiмальна реалiзацiя

Далi будемо використовувати таке позначення для множини мультиiн-

дексiв фiксованої ненульової довжини:

𝑀𝑟 = {𝐼 ∈𝑀 : 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟)} , 𝑟 ≥ 1.

Розглянемо однорiдний одновимiрний ряд вигляду

𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼 . (3.1)

Iншими словами, ряд 𝑆 мiстить лише члени порядку 𝑟, тобто 𝑆 ∈ ℱ 𝑟 (при-

пускаємо, що принаймнi один iз його коефiцiєнтiв вiдмiнний вiд нуля). Для

узгодженостi ми називаємо 𝑆 «рядом», хоча сума в правiй частинi (3.1) є

скiнченною.

Зауважимо, що скiнченний ряд завжди є реалiзовним. Нехай ℒ𝑆 позна-

чає кореневу пiдалгебру Лi мiнiмальної реалiзацiї цього ряду, а 𝒥𝑆 позначає

лiвий iдеал

𝒥𝑆 = Lin{𝑎ℓ : 𝑎 ∈ ℱ 𝑒, ℓ ∈ ℒ𝑆}. (3.2)

Введемо поняття, яке будемо використовувати у подальшому.

Визначення 3.1. Лiнiйний пiдпростiр 𝒥 ′ ⊂ ℱ будемо називати лi-

вим iдеалом, породженим градуйованою пiдалгеброю Лi, якщо iснує гра-

дуйована пiдалгебра Лi ℒ′ ⊂ ℒ така, що

𝒥 ′ = Lin{𝑎ℓ : 𝑎 ∈ ℱ 𝑒, ℓ ∈ ℒ′}.
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У цьому випадку ми говоримо, що лiвий iдеал Лi 𝒥 ′ породжений пiдалге-

брою Лi ℒ′.

Очевидно, що лiвий iдеал, породжений градуйованою пiдалгеброю Лi,

є градуйованим, тобто його можна подати у виглядi

𝒥 ′ =
∞∑︁
𝑘=1

(𝒥 ′ ∩ ℱ𝑘).

Наприклад, лiвий iдеал 𝒥𝑆 є лiвим iдеалом, породженим градуйованою

пiдалгеброю Лi; вiн породжений кореневою пiдалгеброю Лi ℒ𝑆, що випли-

ває з його визначення (3.2).

Нагадаємо, що в алгебрi ℱ введений скалярний добуток ⟨·, ·⟩, у якому

базис {𝜂𝐼 : 𝐼 ∈ 𝑀} ортонормований. Зокрема, для довiльного елемента

𝑧 ∈ ℱ маємо

⟨𝑆, 𝑧⟩ = 𝑐(𝑧). (3.3)

Розглянемо множину 𝐷 всiх лiвих iдеалiв, породжених градуйованою

пiдалгеброю Лi, а в цiй множинi – пiдмножину 𝐷𝑆 iдеалiв, якi ортогональнi

до ряду 𝑆 в сенсi введеного скалярного добутку, тобто

𝐷𝑆 = {𝒥 ∈ 𝐷 : 𝒥 ⊂ 𝑆⊥}. (3.4)

Наступна лема дає альтернативний спосiб знайти кореневу пiдалгебру

Лi ℒ𝑆 для однорiдного одновимiрного ряду.

Лема 3.1. Нехай заданий однорiдний ряд 𝑆 ∈ ℱ 𝑟, де 𝑟 ≥ 1, i при-

наймнi один з коефiцiєнтiв 𝑆 вiдмiнний вiд нуля. Нехай ℒ𝑆 – коренева

пiдалгебра Лi мiнiмальної реалiзацiї ряду 𝑆, а 𝒥𝑆 – лiвий iдеал, породже-

ний ℒ𝑆. Тодi 𝒥𝑆 є максимальним (у сенсi включення) лiвим iдеалом iз

множини 𝐷𝑆, що визначена (3.4).

Доведення. Очевидно, що максимальний лiвий iдеал, який мiстить усi

iншi лiвi iдеали з множини 𝐷𝑆, iснує i єдиний. Позначимо цей iдеал як

𝒥max; нехай ℒmax — градуйована пiдалгебра Лi, яка породжує 𝒥max.
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Спочатку розглянемо мiнiмальну реалiзацiю ряду 𝑆. За теоремою 2.2,

коренева пiдалгебра Лi ℒ𝑆 цiєї реалiзацiї має вигляд

ℒ𝑆 =
∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘,

де пiдпростори 𝒫𝑘 мають вигляд (2.25). Але вiдображення 𝑐 дорiвнює нулю

на будь-якому елементi, крiм елементiв порядку 𝑟. Покажемо, що рiвнiсть

𝑐(𝑎ℓ) = 0 виконується для будь-яких елементiв ℓ ∈ ℒ𝑆 i 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Доведемо

це вiд супротивного. Якщо це не так, то 𝑐(𝑎ℓ) ̸= 0 для деякого ℓ ∈ ℒ𝑆 i

деякого 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Тодi 𝑎ℓ ∈ ℱ 𝑟. Без обмеження загальностi можна вважати,

що елемент 𝑎 є однорiдним, тодi 𝑎 ∈ ℱ𝑘 i ℓ ∈ ℒ𝑟−𝑘, де 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟− 1. За ви-

значенням (2.25) пiдпросторiв 𝒫𝑘 iснує елемент ℓ′ ∈ ℒ1+ · · ·+ℒ𝑟−𝑘−1 такий,

що 𝑐(𝑎ℓ) = 𝑐(𝑎ℓ′) ̸= 0. Отже, 𝑎ℓ′ ∈ ℱ 𝑟. З iншого боку, елемент 𝑎ℓ′ належить

сумi пiдпросторiв ℱ𝑘+1 + · · ·+ ℱ 𝑟−1. Отже, отримали суперечнiсть.

Таким чином, 𝑐(𝑎ℓ) = 0 для будь-яких ℓ ∈ ℒ𝑆 i 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Це означає, що

𝑐(𝒥𝑆) = 0 або, що те саме, 𝑆 ⊥ 𝒥𝑆 (з огляду на (3.3)). Отже, 𝑆 належить

𝒥 ⊥
𝑆 , звiдки випливає, що 𝒥𝑆 ⊂ 𝑆⊥. Таким чином, лiвий iдеал 𝒥𝑆 належить

множинi 𝐷𝑆, а отже, 𝒥𝑆 ⊂ 𝒥max. Як наслiдок, для градуйованих пiдалгебр

Лi, що породжують цi лiвi iдеали, отримуємо включення ℒ𝑆 ⊂ ℒmax.

Тепер розглянемо градуйовану пiдалгебру Лi ℒmax. Оскiльки за умовою

ряд 𝑆 належить ℱ 𝑟, вiн ортогональний до будь-якого пiдпростору ℱ𝑘, де

𝑘 ≥ 𝑟 + 1. З цього випливає, що лiвий iдеал, породжений пiдалгеброю

Лi
∞∑︀

𝑘=𝑟+1

ℒ𝑘, належить множинi 𝐷𝑆. Отже,
∞∑︀

𝑘=𝑟+1

ℒ𝑘 ⊂ ℒmax. Таким чином,

пiдалгебра Лi ℒmax має скiнченну корозмiрнiсть.

Отже, для пiдалгебри Лi ℒmax можна провести наступну побудову [38].

Позначимо 𝑛′ = codim(ℒmax). Виберемо однорiднi елементи ℓ′1, . . . , ℓ′𝑛′ ∈ ℒ
такi, що

ℒ = Lin{ℓ′1, . . . , ℓ′𝑛′}+ ℒmax,

виберемо однорiдний базис {ℓ′𝑖}∞𝑖=𝑛′+1 пiдалгебри Лi ℒmax i побудуємо базис
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Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта, аналогiчний (1.9), тобто

{ℓ′ 𝑞1𝑖1 · · · ℓ′ 𝑞𝑘𝑖𝑘 : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1}. (3.5)

Розглянемо дуальний базис 𝑑′𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
, аналогiчний базису (1.12), елементи

якого мають вигляд

𝑑′
𝑞1...𝑞𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

=
1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑑′

ш𝑞1
𝑖1

ш · · · ш 𝑑′
ш𝑞𝑘
𝑖𝑘

,

де 𝑑′𝑖 ортогональнi всiм елементам базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта, крiм

ℓ′𝑖, а скалярний добуток 𝑑′𝑖 i ℓ′𝑖 дорiвнює 1.

Запишемо ряд 𝑆 у цьому дуальному базисi. За побудовою, 𝑆 ∈ 𝒥 ⊥
max.

Аналогiчно до пiдпростору 𝐽⊥
𝑆 , базисом якого є елементи (1.18), елементи

𝑑′1, . . . , 𝑑
′
𝑛′ i їх тасуючi добутки утворюють базис 𝒥 ⊥

max,

𝒥 ⊥
max = Lin{𝑑′ ш𝑞1

1 ш · · · ш 𝑑′
ш𝑞𝑛′
𝑛′ : 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛′ ≥ 0, 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛′ ≥ 1}.

Отже, 𝑆 є полiномом вiд 𝑑′1, . . . , 𝑑′𝑛′ у сенсi тасуючого добутку,

𝑆 =
∑︁

𝑞1𝑤′
1+···+𝑞𝑛′𝑤

′
𝑛′=𝑟

𝛼𝑞1...𝑞𝑛′𝑑
′ ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑑′

ш𝑞𝑛′
𝑛′ ,

де 𝑤′
𝑗 = ord(𝑑′𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛′. Покажемо, що ряд 𝑆 має реалiзацiю розмiр-

ностi 𝑛′. А саме, розглянемо 𝑛′-вимiрний ряд ̃︀𝑆 ′ з компонентами

̃︀𝑆 ′
𝑘 = 𝑑′𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛′.

Очевидно, вiн вiдповiдає лiнiйному вiдображенню ̃︀𝑐′ : ℱ → R𝑛′, визначено-

му на базисi Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (3.5) таким чином:

̃︀𝑐′(ℓ′ 𝑞1𝑖1 · · · ℓ′ 𝑞𝑘𝑖𝑘 ) = 0, якщо 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑘 ≥ 2,̃︀𝑐′(ℓ′𝑖) = 0, якщо 𝑖 ≥ 𝑛′ + 1,̃︀𝑐′(ℓ′𝑖) = 𝑒𝑖, якщо 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛′,

де 𝑒𝑖 — одиничний вектор з 1 на 𝑖-му мiсцi. Цей ряд задовольняє умови

реалiзовностi, оскiльки лише скiнченна кiлькiсть коефiцiєнтiв ряду ̃︀𝑆 не-

нульова. Крiм того, очевидно, виконанi умови Рашевського-Чжоу

̃︀𝑐′(ℒ) = 𝑛′.
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Можна показати, що iснує керована система вигляду (2.3), траєкторiя якої,

що починається в точцi 𝑥0 = 0, виражається як

𝑥𝑘(𝜃;𝑢) = 𝑑′𝑘(𝜃, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛′.

Щоб це довести, можна скористатися лемою 2.1, а можна застосувати ме-

тод, запропонований в [38], [39] i побудувати цю систему явно. Отже, поча-

тковий ряд 𝑆 вiдповiдає виходу цiєї системи, який дорiвнює полiному

𝑦 = ℎ(𝑥) =
∑︁

𝑞1𝑤′
1+···+𝑞𝑛′𝑤

′
𝑛′=𝑟

𝛼𝑞1...𝑞𝑛′𝑥
𝑞1
1 · · ·𝑥𝑞𝑛′𝑛′ .

Таким чином, ряд 𝑆 можна реалiзувати як вихiд деякої 𝑛′-вимiрної си-

стеми, де 𝑛′ = codim(ℒmax). Отже, 𝑛′ ≥ 𝑛, тобто codim(ℒmax) ≥ codim(ℒ𝑆),

з чого випливає, що ℒmax ⊂ ℒ𝑆. З iншого боку, як показано вище, ℒ𝑆 ⊂
ℒmax. Отримуємо ℒ𝑆 = ℒmax i, як наслiдок, 𝒥𝑆 = 𝒥max. Лему доведено. 2

3.2 Однорiдна апроксимацiя ряду

Розглянемо довiльний формальний ряд

𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀

𝑐𝐼𝜂𝐼 , (3.6)

де 𝑐𝐼 — скалярнi коефiцiєнти. Нижче ми припускаємо, що ряд 𝑆 реалiзов-

ний, тобто його ранг Лi є скiнченним. Пiд однорiдною апроксимацiєю ряду

𝑆 ми розумiємо суму доданкiв мiнiмального порядку. Бiльш детально, ми

приймаємо таке визначення.

Визначення 3.2. Розглянемо ненульовий ряд (3.6). Нехай 𝑟 — мiнi-

мальний порядок доданкiв, якi входять до 𝑆, тобто

𝑟 = min{𝑘 ≥ 1 : 𝑐𝐼 ̸= 0 для деяких 𝐼 ∈𝑀𝑘}.

Тодi ряд ̂︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼

називається однорiдною апроксимацiєю ряду (3.6).
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Оскiльки ряд ̂︀𝑆 мiстить скiнченну кiлькiсть доданкiв, то вiн є реалi-

зовним. Нехай ℒ𝑆 i ℒ̂︀𝑆 позначають кореневi пiдалгебри Лi мiнiмальних

реалiзацiй рядiв 𝑆 i ̂︀𝑆 вiдповiдно. Теорема 3.1 нижче описує зв’язок мiж

рангами Лi рядiв 𝑆 i ̂︀𝑆 та цими кореневими пiдалгебрами Лi.

Теорема 3.1. Нехай ряд ̂︀𝑆 є однорiдною апроксимацiєю ряду 𝑆. Тодi

виконуються наступнi двi умови:

1) 𝜌𝐿(̂︀𝑆) ≤ 𝜌𝐿(𝑆);

2) ℒ𝑆 ⊂ ℒ̂︀𝑆.
Доведення. Нехай 𝑟 — мiнiмальний порядок доданкiв, якi входять до

𝑆, тодi ̂︀𝑆 ∈ ℱ 𝑟. По-перше, покажемо, що лiвий iдеал 𝒥𝑆 (який, очевидно,

породжений градуйованою пiдалгеброю Лi) ортогональний ̂︀𝑆.

Позначимо через ̃︀𝑆 ряд мiнiмальної реалiзацiї 𝑆, побудований, як по-

яснено у пiдроздiлi 2.4; коефiцiєнти цього ряду мають розмiрнiсть 𝑛 =

𝜌𝐿(𝑆) = codim(ℒ𝑆). Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що цей

ряд має вигляд (1.19), тобто

̃︀𝑆𝑘 = 𝑑𝑘 +𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑑𝑘 – елементи дуального базису i

𝑅𝑘 ∈
∑︁

𝑖≥𝑤𝑘+1

ℱ 𝑖, 𝑤𝑘 = ord(𝑑𝑘).

До такого вигляду можна привести цей ряд, виконуючи вiдповiдну замiну

змiнних у системi. Тодi ряд 𝑆 можна подати як

𝑆 =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

𝛼𝑞1...𝑞𝑛(𝑑1 +𝑅1)
ш𝑞1 ш · · · ш (𝑑𝑛 +𝑅𝑛)

ш𝑞𝑛,

де 𝛼𝑞1...𝑞𝑛 – деякi дiйснi коефiцiєнти. Оскiльки ̂︀𝑆 мiстить елементи мiнiмаль-

ного порядку ряду 𝑆, ми, очевидно, отримуємо, що ̂︀𝑆 є тасуючим полiномом

елементiв 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛, а саме,

̂︀𝑆 =
∑︁

𝑞1𝑤1+···+𝑞𝑛𝑤𝑛=𝑟

𝛼𝑞1...𝑞𝑛𝑑
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑛

𝑛 .
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Але тасуючi добутки елементiв 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 утворюють базис пiдпростору 𝒥 ⊥
𝑆 .

Тому ̂︀𝑆 ⊂ 𝒥 ⊥
𝑆 , звiдки випливає, що 𝒥𝑆 ⊂ ̂︀𝑆⊥.

Таким чином, 𝒥𝑆 ∈ 𝐷𝑆, де множина 𝐷𝑆 визначена (3.4). Нехай 𝒥max

– максимальний (у сенсi включення) лiвий iдеал з множини 𝐷𝑆 i ℒmax —

пiдалгебра Лi, яка породжує лiвий iдеал 𝒥max. Тодi, очевидно, 𝒥𝑆 ⊂ 𝒥max

i, отже, ℒ𝑆 ⊂ ℒmax.

З iншого боку, оскiльки ряд ̂︀𝑆 однорiдний, то з леми 3.1 випливає, що

ℒmax є кореневою пiдалгеброю Лi ряду ̂︀𝑆, тобто ℒ̂︀𝑆 = ℒmax i 𝜌𝐿(̂︀𝑆) =

codim(ℒmax). Отже, ℒ𝑆 ⊂ ℒ̂︀𝑆, звiдки отримуємо, що 𝜌𝐿(̂︀𝑆) ≤ 𝜌𝐿(𝑆). Те-

орему доведено. 2

Приклад 3.1. Розглянемо нескiнченний одновимiрний ряд

𝑆 = 𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂221 + 𝜂2221 + · · · =
∞∑︁
𝑘=0

𝜂𝑘2𝜂1,

який описує вихiд наступної одновимiрної системи

�̇�1 = 𝑢1 + 𝑥1𝑢2, 𝑦 = ℎ(𝑥1) = 𝑥1.

Його однорiдна апроксимацiя дорiвнює ̂︀𝑆 = 𝜂1. Очевидно, що реалiзацiю ̂︀𝑆
можна вибрати у виглядi однорiдної одновимiрної системи

𝑥1 = 𝑢1,

з виходом 𝑦 = ℎ(𝑥1) = 𝑥1. Таким чином, тут

ℒ𝑆 = ℒ̂︀𝑆 = Lin{𝜂2}+
∞∑︁
𝑘=2

ℒ𝑘

i 𝜌𝐿(𝑆) = 𝜌𝐿(̂︀𝑆) = 1.

Зауважимо, що мiнiмальна реалiзацiя будь-якої часткової суми ряду 𝑆

𝑆 ′ =

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝜂𝑘2𝜂1
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при 𝑝 ≥ 2 має розмiрнiсть 𝑝. Справдi, коефiцiєнт 𝑐(𝜂𝐼) не дорiвнює нулю

лише якщо 𝐼 = (2, . . . , 2⏟  ⏞  
≤𝑝−1

, 1), а тому серед рядiв 𝐹𝑐′(ℓ) ненульовими є ли-

ше ряди з ℓ ∈ Lin{ad𝑖𝜂2𝜂1 : 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1}, де використане стандартне

позначення

ad0𝜂2𝜂1 = 𝜂1, ad𝑖𝜂2𝜂1 = [𝜂2, ad
𝑖−1
𝜂2
𝜂1], 𝑖 ≥ 1.

Це означає, що ранг Лi ряду 𝑆 ′ не бiльший за 𝑝.

Але з iншого боку, ряди

𝐹𝑐′(ad
𝑖
𝜂2
𝜂1) =

𝑝−1−𝑖∑︁
𝑘=0

𝜂𝑘2 , 𝑖 = 0, . . . , 𝑝− 1,

є лiнiйно незалежними, отже, ранг Лi ряду 𝑆 ′ дорiвнює 𝑝.

Наприклад, при 𝑝 = 3 маємо

𝑆 ′ = 𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂221,

тобто 𝑐′1 = 𝑐′21 = 𝑐′221 = 1, а решта коефiцiєнтiв дорiвнює нулю. Тодi лiнiйно

незалежними рядами вигляду 𝐹𝑐′(ℓ) є такi три ряди:

𝐹𝑐′(𝜂1) = 𝑐′(𝜂1)𝜂∅ + 𝑐′(𝜂21)𝜂2 + 𝑐′(𝜂221)𝜂22 = 1 + 𝜂2 + 𝜂22,

𝐹𝑐′([𝜂2, 𝜂1]) = 𝑐′(𝜂21)𝜂∅ + 𝑐′(𝜂221)𝜂2 = 1 + 𝜂2,

𝐹𝑐′([𝜂2, [𝜂2, 𝜂1]]) = 𝑐′(𝜂221)𝜂∅ = 1.

Натомiсть, для вихiдного нескiнченного ряду 𝑆 серед рядiв 𝐹𝑐(ℓ) нену-

льовими є лише ряди з ℓ ∈ Lin{ad𝑖𝜂2𝜂1 : 𝑖 ≥ 0}, але в цьому випадку для

будь-якого 𝑖 ≥ 0

𝐹𝑐(ad
𝑖
𝜂2
𝜂1) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐(𝜂𝑘+𝑖
2 𝜂1)𝜂

𝑘
2 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜂𝑘2 ,

тобто всi цi ряди спiвпадають.
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Мiнiмальну реалiзацiю 𝑆 ′ можна вибрати як

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑥1𝑢2,

· · ·
�̇�𝑝 =

1
(𝑝−1)!𝑥

𝑝−1
1 𝑢2

з виходом 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥1 + · · · + 𝑥𝑝. Таким чином, при 𝑝 ≥ 2 отримуємо

𝜌𝐿(𝑆
′) > 𝜌𝐿(𝑆).

Приклад 3.1 показує, що теорема 3.1 не може бути узагальнена на до-

вiльну часткову суму одновимiрних рядiв.

3.3 Класифiкацiя кореневих пiдалгебр Лi

Теорема 3.1 описує зв’язок мiж кореневими пiдалгебрами Лi ряду та

його однорiдної апроксимацiї. Наступна теорема показує, що будь-якi двi

вкладенi градуйованi пiдалгебри Лi скiнченної ненульової корозмiрностi є

кореневими пiдалгебрами Лi деякого ряду та його однорiдної апроксимацiї.

Теорема 3.2. Нехай ℒ1 та ℒ2 – двi градуйованi пiдалгебри Лi

ℒ1 ⊂ ℒ2 ⊂ ℒ,

такi що 0 < codim(ℒ2) ≤ codim(ℒ1) < ∞. Тодi iснує одновимiрний ряд

𝑆 вигляду (2.7) такий, що ℒ1 є його кореневою пiдалгеброю Лi, а ℒ2 є

кореневою пiдалгеброю Лi його однорiдної апроксимацiї ̂︀𝑆, тобто ℒ𝑆 = ℒ1

i ℒ̂︀𝑆 = ℒ2.

Доведення. Якщо ℒ1 = ℒ2, то в якостi ряду 𝑆 ми можемо взяти одно-

рiдний ряд; тодi сам ряд i його однорiдна апроксимацiя спiвпадатимуть.

А саме, нехай 𝑛 = codim(ℒ1). Виберемо 𝑛 однорiдних елементiв ℓ1, . . . , ℓ𝑛
таких, що

Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛}+ ℒ1 = ℒ. (3.7)
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Далi виберемо однорiдний базис {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑛+1 ℒ1 i побудуємо базис Пуанкаре-

Бiркгофа-Вiтта (1.9) i дуальний базис (1.12). Розглянемо однорiдний ряд

𝑆 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑛.

Як було показано в доведеннi теореми 2.3, ℒ1 є кореневою пiдалгеброю Лi

однорiдного ряду 𝑆, а отже, i його однорiдної апроксимацiї.

Тепер розглянемо випадок, коли ℒ1 ̸= ℒ2, i покажемо, як можна побу-

дувати (неоднорiдний) ряд 𝑆, для якого ℒ1 є кореневою пiдалгеброю Лi, i

при цьому ℒ2 є кореневою пiдалгеброю Лi його однорiдної апроксимацiї.

Позначимо корозмiрностi ℒ1 i ℒ2 як 𝑛 = codim(ℒ1) i 𝑞 = codim(ℒ2),

тодi 0 < 𝑞 < 𝑛 < ∞. В цьому випадку ми також вибираємо 𝑛 однорiдних

елементiв, якi задовольняють умову (3.7). Але тепер вони мають бути та-

кими, щоб 𝑛− 𝑞 з них належали кореневiй пiдалгебрi ℒ2. А саме, спочатку

виберемо однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑞 так, щоб

Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑞}+ ℒ2 = ℒ

а далi виберемо однорiднi елементи

ℓ𝑞+1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ2

так, щоб виконувалася умова (3.7).

Далi виберемо однорiдний базис {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑛+1 пiдалгебри Лi ℒ1 i побудуємо

базиси (1.9) i (1.12). Розглянемо ряд

𝑆 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑞 + 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑛. (3.8)

Цей ряд не є однорiдним; його однорiдна апроксимацiя дорiвнює

̂︀𝑆 = 𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑞.

Коренева пiдалгебра Лi ряду ̂︀𝑆 дорiвнює ℒ2, тобто ℒ̂︀𝑆 = ℒ2, що випли-

ває з доведення теореми 2.3. Доведемо, що коренева пiдалгебра Лi ряду 𝑆

дорiвнює ℒ1.
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Позначимо 𝑝 = ord(ℓ1 · · · ℓ𝑛) i зауважимо, що ord(ℓ1 · · · ℓ𝑞) < 𝑝. Розгля-

немо елементи базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (1.9), якi мають порядок

не менший, нiж 𝑝, тобто елементи, якi належать
∞∑︀
𝑘=𝑝

ℱ𝑘. На них вiдображе-

ння 𝑐 : ℱ → R, яке вiдповiдає ряду 𝑆, задовольняє рiвностi

𝑐(ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) = (1, . . . , 𝑛),

0, iнакше.

Оскiльки тут розглядаються лише елементи базису Пуанкаре-Бiркгофа-

Вiтта, то мається на увазi, що 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑘. Цi рiвностi означають,

що вiдображення, що вiдповiдає ряду (3.8), задовольняє умову (2.31) для

елементiв ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘 , для яких ord(ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘) ≥ 𝑝 i iндекси (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) впоряд-

кованi.

Повернемось до мiркувань з доведення леми 2.2. Зауважимо, що у цьо-

му доведеннi всi перетворення вихiдного елемента ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘 вiдбувалися в

одному й тому самому однорiдному пiдпросторi. Справдi, розглянемо рiв-

нiсть (2.34). Очевидно, що елементи 𝑎1 i 𝑎2 належать тому самому однорi-

дному пiдпростору, що й елемент ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘 . Отже, ми можемо застосувати

мiркування з доведення леми 2.2 для тих наборiв (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘), для яких

ord(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘) ≥ 𝑝, де iндекси 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 уже не є впорядкованими.

Повторюючи мiркування з доведення леми 2.2, отримуємо, що для будь-

якого (невпорядкованого) набору (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) такого, що ord(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘) ≥ 𝑝,

виконуються рiвностi

𝑐(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑘) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘) є перестановкою {1, . . . , 𝑛},

0, iнакше.
(3.9)

Тепер розглянемо довiльний ряд вигляду 𝐹𝑐(ℓ), де ℓ ∈ ℒ. Його розклад

у дуальному базисi (1.12) має вигляд

𝐹𝑐(ℓ) =
∑︁

𝑗1<···<𝑗𝑘

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑐(ℓ𝑞1𝑗1 · · · ℓ

𝑞𝑘
𝑗𝑘
ℓ)𝑑ш𝑞1

𝑗1
ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑘

𝑗𝑘
.
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Використовуючи це представлення, покажемо, що ряди

𝐹𝑐(ℓ1), . . . , 𝐹𝑐(ℓ𝑛) (3.10)

є лiнiйно незалежними. Для цього розглянемо 𝑛× 𝑛 матрицю 𝐶 з елемен-

тами 𝐶𝑘𝑗, якi дорiвнюють коефiцiєнтам елементiв

𝑑1 ш · · · ш 𝑑𝑘−1 ш 𝑑𝑘+1 ш · · · ш 𝑑𝑛

у рядi 𝐹𝑐(ℓ𝑗), тобто

𝐶𝑘𝑗 = 𝑐(ℓ1 · · · ℓ𝑘−1ℓ𝑘+1 · · · ℓ𝑛ℓ𝑗), 1 ≤ 𝑘, 𝑗 ≤ 𝑛.

Тодi з (3.9) випливає, що для 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

𝐶𝑘𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑗 = 𝑘,

0, якщо 𝑗 > 𝑘.

Тобто матриця 𝐶 є нижньою трикутною з одиницями на дiагоналi, а отже,

є невиродженою. Це означає, що ряди (3.10) є лiнiйно незалежними, а отже,

ранг Лi ряду 𝑆 не менший, нiж 𝑛.

З iншого боку, ряд 𝑆, очевидно, має 𝑛-вимiрну реалiзацiю, ряд якої має

вигляд ̃︀𝑆𝑘 = 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (3.11)

з виходом

𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥1 · · ·𝑥𝑞 + 𝑥1 · · ·𝑥𝑛.

Ця реалiзацiя могла б бути не мiнiмальною, але мiнiмальна реалiзацiя має

не бiльшу розмiрнiсть. Це означає, що ранг Лi ряду 𝑆 не бiльший, нiж 𝑛.

Таким чином, ранг Лi ряду 𝑆 дорiвнює 𝑛, i тому реалiзацiя, що вiдпо-

вiдає ряду (3.11), насправдi є мiнiмальною. Оскiльки коренева пiдалгебра

Лi ряду (3.11) очевидно дорiвнює ℒ1, ми отримуємо, що ℒ𝑆 = ℒ1. Теорему

доведено. 2
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3.4 Задача швидкодiї для однорiдних одновимiрних рядiв

Розглянемо однорiдний ряд

̂︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼 (3.12)

(який може бути однорiдною апроксимацiєю якогось iншого ряду 𝑆). Нехай

система

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖

є його мiнiмальною реалiзацiєю, а 𝑦 = ̂︀ℎ(𝑥) – вiдповiдний вихiд. У цьому

пiдроздiлi ми будемо розглядати керування з одиничної кулi пiдпростору

𝐿∞([0, 𝜃];R𝑚), а саме, з множини

𝐵(𝜃) = {𝑢(·) ∈ 𝐿∞([0, 𝜃];R𝑚) :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1 м.в., 𝑡 ∈ [0, 𝜃]}. (3.13)

Зауважимо, що (з точнiстю до майже всюди)𝐵(𝜃) є пiдмножиною множини

𝑈(𝜃), див. (2.2). У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо множину допустимих

керувань 𝐵(𝜃) замiсть 𝑈(𝜃); в такому разi оптимальнi керування, принайм-

нi у прикладах, виходять неперервними.

Розглянемо наступну задачу швидкодiї для мiнiмальної реалiзацiї одно-

рiдного ряду ̂︀𝑆:

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0, (3.14)

̂︀ℎ(𝑥(𝜃)) = 𝑠, (3.15)

𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), 𝜃 → min, (3.16)

де 𝑠 ∈ R — задане ненульове число. Таким чином, задача полягає в тому,

щоб знайти керування, яке переводить систему з початку координат до

поверхнi ̂︀ℎ(𝑥) = 𝑠 за мiнiмально можливий час.

Якщо iснує допустиме керування та момент часу 𝑇 , що задовольняє

рiвнiсть ̂︀ℎ(𝑥(𝑇 ;𝑢)) = 𝑠, то задача (3.14)–(3.16) має розв’язок за теоремою
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Фiлiпова [15]. У цьому випадку ми позначаємо оптимальний час через ̂︀𝜃*𝑠 i

оптимальне керування через ̂︀𝑢*𝑠(𝑡).
Зауважимо, що керування, яке задовольняє рiвнiсть ̂︀ℎ(𝑥(𝑇 ;𝑢)) = 𝑠,

не завжди iснує. Наприклад, для одновимiрної системи �̇�1 = 𝑢1 i функцiї

ℎ(𝑥1) = 𝑥21 при 𝑠 < 0 такого керування, яке має задовольняти рiвнiсть

(
∫𝑇
0 𝑢1(𝑡)𝑑𝑡)

2 = 𝑠, очевидно, не iснує.

Оскiльки система (3.14) з виходом (3.15) вiдповiдає ряду (3.12), тобто

вихiд дорiвнює

𝑦(𝑡;𝑢) =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(𝑡, 𝑢),

то задачу швидкодiї (3.14)–(3.16) можна переписати у виглядi∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) = 𝑠, 𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), 𝜃 → min . (3.17)

Оскiльки ряд однорiдний, ми можемо спростити задачу. А саме, зауважи-

мо, що для 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘)

𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

= 𝜃𝑘
∫ 1
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1𝜃) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘𝜃)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

= 𝜃𝑘𝜂𝐼(1, �̄�), (3.18)

де �̄�(𝑡) = 𝑢(𝑡𝜃), 𝑡 ∈ [0, 1]. Коли керування 𝑢(𝑡) пробiгає множину (3.13),

керування �̄�(𝑡) пробiгає множину 𝐵(𝜃) (вигляду (3.13) з 𝜃 = 1). Таким

чином, задача (3.17) зводиться до задачi

𝜃𝑟
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(1, 𝑢) = 𝑠, 𝑢 ∈ 𝐵(1), 𝜃 → min .

Ця задача, очевидно, зводиться до задачi оптимiзацiї нелiнiйного однорi-

дного функцiонала на одиничнiй кулi простору 𝐿∞([0, 1];R𝑚).

А саме, якщо 𝑠 > 0, то ми розглядаємо наступну задачу∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(1, 𝑢) → max, 𝑢 ∈ 𝐵(1).
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Якщо максимальне значення дорiвнює 𝜇 > 0, то ̂︀𝜃*𝑠 = ( 𝑠𝜇)
1
𝑟 є оптимальним

часом у задачi (3.14)–(3.16).

Аналогiчно для 𝑠 < 0 розглядаємо задачу∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(1, 𝑢) → min, 𝑢 ∈ 𝐵(1).

Якщо мiнiмальне значення дорiвнює 𝜇 < 0, то ̂︀𝜃*𝑠 = ( 𝑠
−𝜇)

1
𝑟 є оптимальним

часом у задачi (3.14)–(3.16).

Для будь-якої функцiї �̄�(𝑡), на якiй досягається максимальне / мiнi-

мальне значення, фукнцiя ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) = �̄�(𝑡/̂︀𝜃*𝑠) є оптимальним керуванням у

задачi (3.14)–(3.16).

Отже, справедлива наступна лема.

Лема 3.2. Зафiксуємо число 𝑠 > 0 (вiдповiдно 𝑠 < 0) i розглянемо

задачу швидкодiї для однорiдної системи

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0,

̂︀ℎ(𝑥(𝜃)) = 𝑠,

𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), 𝜃 → min,

яка зводиться до задачi∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼(𝜃, 𝑢) = 𝑠, 𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), 𝜃 → min .

Нехай ця задача має розв’язок: ̂︀𝜃*𝑠 — оптимальний час, а ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) — опти-

мальне керування. Тодi для довiльного числа 𝑠 > 0 (вiдповiдно, 𝑠 < 0)

задача (3.14)–(3.16) теж має розв’язок: а саме, оптимальний час дорiв-

нює ̂︀𝜃*𝑠 = (︁𝑠𝑠)︁ 1
𝑟 ̂︀𝜃*𝑠 ,

а функцiя ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠 (︁𝑡(𝑠/𝑠) 1
𝑟

)︁
, 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠 ],

є оптимальним керуванням.
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Зокрема, якщо 𝑠 = 1, то оптимальний час i оптимальне керування дорiв-

нюють ̂︀𝜃*𝑠 = 𝑠
1
𝑟 ̂︀𝜃*1, ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) = ̂︀𝑢*1(︂ 𝑡

𝑠
1
𝑟

)︂
, 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠 ].

Приклад 3.2. Розглянемо систему, яка описує так звану площину

Грушина [12]
�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑥1𝑢2
(3.19)

з виходом

𝑦 = 𝑥1𝑥2.

Ця система i вихiд є однорiдними, а вiдповiдний однорiдний ряд має вигляд

̂︀𝑆 = 𝜂1 ш 𝜂21 = 𝜂121 + 2𝜂211.

Як зазначалося вище, достатньо розглянути два конкретних числа 𝑠, на-

приклад, 𝑠 = 1 та 𝑠 = −1, щоб отримати розв’язок задачi для довiльного

𝑠 ̸= 0.

Розглянемо 𝑠 = 1. Вiдповiдна задача оптимiзацiї полягає в максимiзацiї

функцiоналу

𝜂121(1, 𝑢) + 2𝜂211(1, 𝑢) (3.20)

на множинi 𝐵(1) ⊂ 𝐿∞([0, 1];R2) керувань, що задовольняють обмеження

𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 1]. (3.21)

Розв’язок задачi швидкодiї для цiєї системи добре вiдомий [5]; ми коро-

тко пояснимо, як його можна отримати, застосовуючи принцип максимуму

Понтрягiна.

Спочатку запишемо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

𝐻 = 𝜓1𝑢1 + 𝜓2𝑥1𝑢2,
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та спряжену систему

�̇�1 = −𝜓2𝑢2,

�̇�2 = 0.

Отже, функцiя 𝜓2(𝑡) є константою; позначимо її 𝑐.

Тепер застосуємо принцип максимуму Понтрягiна. Нехай 𝑢(𝑡) – опти-

мальне керування, 𝑥(𝑡) – вiдповiдна оптимальна траєкторiя, а 𝜓(𝑡) – спря-

жена змiнна. Тодi для (майже) довiльного 𝑡

𝜓1(𝑡)𝑢1(𝑡) + 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢2(𝑡) = max
𝑢2
1+𝑢2

2≤1
(𝜓1(𝑡)𝑢1 + 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢2).

Отже, для довiльного фiксованого 𝑡 знайдемо максимальне значення фун-

кцiї 𝐻 = 𝜓1(𝑡)𝑢1 + 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢2 на множинi векторiв 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2), якi задоволь-

няють обмеження 𝑢21 + 𝑢22 ≤ 1. Для цього запишемо функцiю Лагранжа

𝐿 = 𝜓1(𝑡)𝑢1 + 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢2 + 𝜆(𝑢21 + 𝑢22 − 1).

Оскiльки ця задача розглядається для фiксованого 𝑡, то 𝜆, взагалi кажучи,

може залежати вiд 𝑡, тому поки що будемо позначати її 𝜆(𝑡).

Прирiвнюючи частиннi похiднi функцiї 𝐿 по 𝑢1 i 𝑢2 до нуля, отримуємо

два рiвняння
𝜓1(𝑡) + 2𝜆(𝑡)𝑢1 = 0,

𝑐𝑥1(𝑡) + 2𝜆(𝑡)𝑢2 = 0.
(3.22)

Домножимо перше рiвняння на 𝑢2, а друге – на 𝑢1; вiднiмаючи одне вiд

одного, отримуємо рiвнiсть 𝜓1(𝑡)𝑢2 = 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢1.

Iншими словами, компоненти оптимального керування для майже всiх

𝑡 задовольняють рiвнiсть 𝜓1(𝑡)𝑢2(𝑡) = 𝑐𝑥1(𝑡)𝑢1(𝑡). Домножимо обидвi ча-

стини цiєї рiвностi на 𝑐 i врахуємо, що �̇�1(𝑡) = −𝑐𝑢2(𝑡) i �̇�1(𝑡) = 𝑢1(𝑡). В

результатi отримуємо рiвнiсть

𝜓1(𝑡)�̇�1(𝑡) + 𝑐2𝑥1(𝑡)�̇�1(𝑡) = 0,
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яка справджується для майже всiх значень 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Звiдси випливає, що

𝜓2
1(𝑡) + 𝑐2𝑥21(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при всiх 𝑡, оскiльки 𝜓1(𝑡) i 𝑥1(𝑡) є неперервними.

Використовуючи рiвностi (3.22), пiдставимо 𝜓1(𝑡) = −2𝜆(𝑡)𝑢1(𝑡) i

𝑐𝑥1(𝑡) = −2𝜆(𝑡)𝑢2(𝑡); отримуємо 4𝜆2(𝑡)(𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Але вiдо-

мо [38], що насправдi оптимальне керування (майже всюди) задовольняє

рiвнiсть 𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) ≡ 1, отже, |𝜆(𝑡)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (майже всюди). Оскiльки

функцiя 𝐻 набуває максимального значення на оптимальному керуваннi,

число 𝜆(𝑡) є недодатним, отже, 𝜆(𝑡) = 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на оптимальнiй траєкторiї

(майже всюди). Але якщо 𝜆 = 0, то 𝜓1(𝑡) ≡ 0 i 𝑐𝑥1(𝑡) ≡ 0, що випливає з

(3.22) (оскiльки 𝜓1(𝑡) i 𝑥1(𝑡) є неперервними). З iншого боку, тодi за прин-

ципом максимуму Понтрягiна 𝑐 = 𝜓2(𝑡) ̸= 0, а тому 𝑥1(𝑡) ≡ 0. Це означає,

що 𝜆 ̸= 0 для будь-якої оптимальної траєкторiї, яка закiнчується на кривiй

𝑥1𝑥2 = 1.

Таким чином, оптимальнi керування мають вигляд

𝑢1(𝑡) = − 1
2𝜆𝜓1(𝑡), 𝑢2(𝑡) = − 𝑐

2𝜆𝑥1(𝑡),

де 𝜆 – ненульова константа. Отже, оптимальнi керування 𝑢1(𝑡) i 𝑢2(𝑡) ди-

ференцiйовнi i задовольняють диференцiальнi рiвняння

�̇�1(𝑡) = −𝜉𝑢2(𝑡), �̇�2(𝑡) = 𝜉𝑢1(𝑡), де 𝜉 = − 𝑐

2𝜆
.

Розв’язуючи цю систему, отримуємо

𝑢1(𝑡) = cos(𝜉𝑡+ 𝜙), 𝑢2(𝑡) = sin(𝜉𝑡+ 𝜙).

З урахуванням початкової умови 𝑢2(0) = 𝜉𝑥1(0) = 0, яка випливає з (3.22),

отримуємо 𝜙 = 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Насправдi можна показати, що точки на траєкторiї, для яких 𝑥1(𝜏) = 0,

є спряженими [12]. Отже, лише при 𝑡 ∈ (0, 𝜋
|𝜉|) вказанi траєкторiї можуть

бути оптимальними. Таким чином, остаточно, оптимальнi керування мають

вигляд

𝑢1(𝑡) = 𝛼 cos(𝜉𝑡), 𝑢2(𝑡) = 𝛼 sin(𝜉𝑡),
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де 𝛼 = ±1. Пiдставляючи такi керування у вихiдну систему, отримуємо

оптимальнi траєкторiї

𝑥1(𝑡) =
𝛼

𝜉
sin(𝜉𝑡), 𝑥2(𝑡) =

𝑡

2𝜉
− 1

4𝜉2
sin(2𝜉𝑡).

Тепер застосуємо умову трансверсальностi, яка означає, що в кiнцевий

момент часу 𝑇 = ̂︀𝜃*1 вектор (𝜓1(𝑇 ), 𝜓2(𝑇 )) пропорцiйний вектору нормалi

до кривої 𝑥1𝑥2 = 1 у точцi (𝑥1(𝑇 ), 𝑥2(𝑇 )), тобто

𝜓1(𝑇 )

𝜓2(𝑇 )
=
𝑥2(𝑇 )

𝑥1(𝑇 )
.

Пiдставляючи 𝜓1(𝑇 ) = −2𝜆𝛼 cos(𝜉𝑇 ), 𝜓2(𝑇 ) = 𝑐, враховуючи, що 𝜉 = − 𝑐
2𝜆 ,

i пiдставляючи вирази для 𝑥1(𝑇 ), 𝑥2(𝑇 ), отримуємо рiвнiсть

𝛼 cos(𝜉𝑇 )

𝜉
=

𝑇
2𝜉 −

1
4𝜉2 sin(2𝜉𝑇 )

𝛼
𝜉 sin(𝜉𝑇 )

,

перетворюючи яку, отримуємо

sin(2𝜉𝑇 ) =
2𝜉𝑇

3
. (3.23)

Позначимо через 𝑧 розв’язок рiвняння sin 𝑧 = 𝑧
3 , який належить iнтервалу

[0, 𝜋]; вiн дорiвнює 𝑧 ≈ 2.27886. Тодi 2𝜉𝑇 = ±𝑧 (залежно вiд знака 𝜉).

З iншого боку, оптимальний час 𝑇 = ̂︀𝜃*1 дорiвнює моменту досягнення

траєкторiєю кривої 𝑥1𝑥2 = 1, отже,

𝛼
𝜉 sin(𝜉𝑇 )

(︁
𝑇
2𝜉 −

1
4𝜉2 sin(2𝜉𝑇 )

)︁
= 1. (3.24)

Об’єднуючи рiвняння (3.23) i (3.24), отримуємо явнi вирази для оптималь-

ного часу та оптимальних керувань

̂︀𝜃*1 = (︁ 3𝑧2

4 sin(𝑧/2)

)︁1/3
≈ 1.62458, (3.25)

̂︀𝑢*1(𝑡) = (̂︀𝑢*11(𝑡), ̂︀𝑢*12(𝑡)) = (𝛼 cos(𝜉𝑡), 𝛼 sin(𝜉𝑡)),

де

𝛼 = ±1, 𝜉 = 𝛼
𝑧

2̂︀𝜃*1 ≈ 0.70137𝛼.
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Рис. 3.1: Оптимальнi траєкторiї

Таким чином, iснує два оптимальних керування, що вiдповiдають зна-

ченням 𝛼 = +1 i 𝛼 = −1; вони переводять систему з початку коор-

динат до точок ( sin(𝜉𝑇 )𝜉 , 𝜉
sin(𝜉𝑇 )) ≈ (1.2952, 0.7721) i (− sin(𝜉𝑇 )

𝜉 ,− 𝜉
sin(𝜉𝑇 )) ≈

(−1.2952,−0.7721) вiдповiдно на кривiй 𝑥1𝑥2 = 1. На рисунку 3.1 зображе-

нi обидвi оптимальнi траєкторiї i продемонстровано, що в точках, де тра-

єкторiя потрапляє на криву 𝑥1𝑥2 = 1, ця крива дотикається межi областi

досяжностi за час 𝑇 = ̂︀𝜃*1.
Для кiнцевої умови 𝑥1𝑥2 = −1 результат аналогiчний: оптимальний час

той самий, тодi як оптимальнi керування мають вигляд

̂︀𝑢*1(𝑡) = (𝛼 cos(𝜉𝑡),−𝛼 sin(𝜉𝑡)), 𝛼 = ±1.

Нарештi, для будь-якої кiнцевої умови 𝑥1𝑥2 = 𝑠 ̸= 0 оптимальний час i

оптимальнi керування можна знайти, використовуючи отриманi результа-

ти, як описано в лемi 3.2.
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3.5 Апроксимацiя в сенсi швидкодiї

Тепер розглянемо довiльний реалiзовний ряд 𝑆. Припустимо, що його

мiнiмальна реалiзацiя 𝑛-вимiрна i має вигляд (2.3) з виходом (2.4). Розгля-

немо задачу швидкодiї

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0, (3.26)

ℎ(𝑥(𝜃)) = 𝑠, (3.27)

𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), 𝜃 → min, (3.28)

де 𝑠 ̸= 0 — фiксоване число. Якщо оптимальне керування iснує, ми позна-

чаємо оптимальний час через 𝜃*𝑠 , а множину оптимальних керувань через

𝑈 *
𝑠 .

Також розглянемо однорiдну апроксимацiю ̂︀𝑆 ряду 𝑆 i вiдповiдну зада-

чу швидкодiї (3.14)–(3.16) для мiнiмальної реалiзацiї (3.14) ряду ̂︀𝑆. Якщо

задача (3.14)–(3.16) має розв’язок, ми позначаємо через ̂︀𝜃*𝑠 оптимальний

час, а через ̂︀𝑈 *
𝑠 — множину оптимальних керувань.

Теорема 3.3. Розглянемо задачi швидкодiї (3.26)–(3.28) та (3.14)–

(3.16) для мiнiмальних реалiзацiй ряду 𝑆 та його однорiдної апроксима-

цiї ̂︀𝑆 вiдповiдно. Припустимо, що задача (3.14)–(3.16) має розв’язок для

𝑠 = 1. Тодi iснує таке число 𝜀 > 0, що для будь-якого 𝑠 ∈ (0, 𝜀) задача

(3.26)–(3.28) також має розв’язок i

𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 → 1 для 𝑠→ +0. (3.29)

Для 𝑠 < 0 справедливий аналогiчний результат: якщо задача (3.14)–

(3.16) має розв’язок для 𝑠 = −1, то iснує таке число 𝜀 > 0, що для

будь-якого 𝑠 ∈ (−𝜀, 0) задача (3.26)–(3.28) також має розв’язок i

𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 → 1 для 𝑠→ −0. (3.30)
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Доведення. Ми використаємо iдею зi статтi [27], яка була також розвине-

на в [38]. Спочатку зафiксуємо 𝛿 ∈ (0, 1) i для будь-якого 𝑠 > 0 розглянемо

вiдрiзок

𝑄𝑠 = [𝑠(1− 𝛿), 𝑠(1 + 𝛿)].

Очевидно, 0 ̸∈ 𝑄𝑠. Введемо позначення

𝑅𝑘(𝜃, 𝑢) =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑘

𝑐𝐼𝜂𝐼(𝜃, 𝑢), 𝑘 ≥ 𝑟 + 1,

𝑅(𝜃, 𝑢) =
∞∑︁

𝑘=𝑟+1

𝑅𝑘(𝜃, 𝑢),

тодi

𝑆(𝜃, 𝑢) = ̂︀𝑆(𝜃, 𝑢) +𝑅(𝜃, 𝑢). (3.31)

Оскiльки векторнi поля 𝑋𝑖(𝑥) i вихiд ℎ(𝑥) є аналiтичними, то iснують

такi константи 𝐶1, 𝐶2, 𝐶 > 0, що ряд 𝑆(𝜃, 𝑢) збiгається для будь-якого

𝜃 ∈ (0, 1/𝐶) i будь-якого керування 𝑢 ∈ 𝐵(𝜃), причому справедливi оцiнки

|𝑅𝑘(𝜃, 𝑢)| ≤ 𝐶1(𝐶𝜃)
𝑘, 𝑘 ≥ 𝑟 + 1,

|𝑅(𝜃, 𝑢)| ≤ 𝐶2(𝐶𝜃)
𝑟+1.

(3.32)

Введемо функцiю

𝐺𝑠(𝑥) = 𝑠−𝑅(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥),
визначену на таких 𝑥 ∈ R, для яких ряд 𝑆(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥) збiгається. Покажемо,

що функцiя 𝐺𝑠 визначена на множинi 𝑄𝑠 i вiдображає 𝑄𝑠 на себе.

Якщо 𝑥 ∈ 𝑄𝑠, то за визначенням цiєї множини виконується нерiвнiсть

0 < 𝑠(1− 𝛿) ≤ 𝑥 ≤ 𝑠(1 + 𝛿) < 2𝑠.

З леми 3.2 випливає, що ̂︀𝜃*𝑥 < (2𝑠)1/𝑟̂︀𝜃*1. Тому ряд 𝑆(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥) напевне збiгає-

ться для всiх 𝑥 ∈ 𝑄𝑠, якщо (2𝑠)1/𝑟̂︀𝜃*1 < 1
𝐶 , тобто якщо

0 < 𝑠 <
1

2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟 = 𝜀1. (3.33)
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Крiм того, з (3.32) випливає оцiнка

|𝑅(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| ≤ 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*𝑥)𝑟+1 < (2𝑠)
𝑟+1
𝑟 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1 = 𝑠(𝐶2𝑠

1
𝑟2

𝑟+1
𝑟 (𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1).

Таким чином, |𝑅(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| ≤ 𝑠𝛿, якщо виконується нерiвнiсть

𝐶2𝑠
1
𝑟2

𝑟+1
𝑟 (𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1 < 𝛿.

Ця нерiвнiсть виконується, якщо

0 < 𝑠 <
𝛿𝑟

2𝑟+1𝐶𝑟
2(𝐶

̂︀𝜃*1)(𝑟+1)𝑟
= 𝜀2. (3.34)

Виберемо 𝜀 = min{𝜀1, 𝜀2} > 0; тодi для будь-якого 𝑠 ∈ (0, 𝜀) обидвi

нерiвностi (3.33) i (3.34) виконуються. Це означає, що для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄𝑠

|𝐺𝑠(𝑥)− 𝑠| = |𝑅(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| ≤ 𝑠𝛿.

Iншими словами, 𝐺𝑠(𝑥) ∈ [𝑠−𝑠𝛿, 𝑠+𝑠𝛿] = [𝑠(1−𝛿), 𝑠(1+𝛿)], тобто функцiя

𝐺𝑠 вiдображає множину 𝑄𝑠 на себе.

Тепер доведемо, що функцiя 𝐺𝑠(𝑥) неперервна на множинi 𝑄𝑠. Розгля-

немо довiльне 𝑥 ∈ 𝑄𝑠 i довiльну послiдовнiсть 𝑥𝑞 ∈ 𝑄𝑠, яка збiгається до 𝑥.

Застосуємо лему 3.2 для 𝑠 = 𝑥 i 𝑠 = 𝑥𝑞. Маємо

̂︀𝜃*𝑥𝑞̂︀𝜃*𝑥 =
1

𝜉
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑥(𝑡𝜉), де 𝜉 =

(︂
𝑥

𝑥𝑞

)︂ 1
𝑟

.

А тодi для будь-якого 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) ∈𝑀𝑘 маємо

𝜂𝐼(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

) =

∫ ̂︀𝜃*𝑥𝑞
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

(̂︀𝑢*𝑥𝑞
)𝑖1(𝜏1) · · · (̂︀𝑢*𝑥𝑞

)𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

=

∫ ̂︀𝜃*𝑥/𝜉
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

(̂︀𝑢*𝑥)𝑖1(𝜏1𝜉) · · · (̂︀𝑢*𝑥)𝑖𝑘(𝜏𝑘𝜉)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =
=

(︂
1

𝜉

)︂𝑘 ∫ ̂︀𝜃*𝑥
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

(̂︀𝑢*𝑥)𝑖1(𝜏1) · · · (̂︀𝑢*𝑥)𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1
=
(︁𝑥𝑞
𝑥

)︁𝑘
𝑟

𝜂𝐼(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥),
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тобто

𝜂𝐼(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)− 𝜂𝐼(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥) = (︂(︁𝑥𝑞𝑥 )︁𝑘
𝑟 − 1

)︂
𝜂𝐼(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)

для будь-якого 𝐼 ∈𝑀𝑘. Отже,

𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)−𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥) = (︂(︁𝑥𝑞𝑥 )︁𝑘
𝑟 − 1

)︂
𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥). (3.35)

Крiм того, оскiльки послiдовнiсть 𝑥𝑞 i число 𝑥 належать множинi 𝑄𝑠,

то

0 < 𝑥𝑞 < 𝑠(1 + 𝛿), 0 < 𝑥 < 𝑠(1 + 𝛿),

а з (3.33) випливає, що

𝐶̂︀𝜃*1 < 1

(2𝑠)
1
𝑟

.

За лемою 3.2, ̂︀𝜃*𝑥 = 𝑥
1
𝑟 ̂︀𝜃*1, ̂︀𝜃*𝑥𝑞

= 𝑥
1
𝑟
𝑞
̂︀𝜃*1,

Отже, з (3.32) отримуємо

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| ≤ 𝐶1(𝐶̂︀𝜃*𝑥)𝑘 = 𝐶1𝑥
𝑘
𝑟 (𝐶̂︀𝜃*1)𝑘 ≤ 𝐶1𝑠

𝑘
𝑟 (1 + 𝛿)

𝑘
𝑟

(2𝑠)
𝑘
𝑟

= 𝐶1

(︂
1 + 𝛿

2

)︂𝑘
𝑟

для 𝑘 ≥ 𝑟 + 1 i аналогiчно

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)| ≤ 𝐶1

(︂
1 + 𝛿

2

)︂𝑘
𝑟

.

Нагадаємо, що 𝛿 ∈ (0, 1), отже, 𝜇 =
(︀
1+𝛿
2

)︀ 1
𝑟 < 1. Тодi для будь-якого

𝑁 > 𝑟 маємо
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)| = 𝐶1𝜇
𝑁+1

1− 𝜇
,

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| = 𝐶1𝜇
𝑁+1

1− 𝜇
.

Таким чином, для будь-якого 𝜀′ > 0 можна вибрати 𝑁 > 𝑟 так, що для

будь-якого 𝑞

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)| < 𝜀′

4
,

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| < 𝜀′

4
.
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Нагадаємо, що 𝑥𝑞 → 𝑥. Враховуючи (3.35), виберемо 𝑞0 так, щоб для будь-

якого 𝑞 > 𝑞0 виконувалась нерiвнiсть

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)−𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| < 𝜀′

2(𝑁 − 𝑟)
для всiх 𝑟 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁,

тодi
𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)−𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| < 𝜀′

2
.

Остаточно, отримуємо, що для будь-якого 𝜀′ > 0 iснує 𝑞0 такий, що для

всiх 𝑞 > 𝑞0 виконується оцiнка

|𝐺𝑠(𝑥)−𝐺𝑠(𝑥𝑞)| =
⃒⃒⃒
𝑅(̂︀𝜃*𝑥𝑞

, ̂︀𝑢*𝑥𝑞
)−𝑅(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)⃒⃒⃒ ≤

≤
𝑁∑︁

𝑘=𝑟+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)−𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)|+
+

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥𝑞
, ̂︀𝑢*𝑥𝑞

)|+
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

|𝑅𝑘(̂︀𝜃*𝑥, ̂︀𝑢*𝑥)| ≤
≤ 𝜀′.

Це означає, що оператор 𝐺𝑠 є неперервним у (довiльнiй) точцi 𝑥 ∈ 𝑄𝑠.

Таким чином, неперервна функцiя вiдображає вiдрiзок𝑄𝑠 на себе, отже,

вона має нерухому точку на вiдрiзку 𝑄𝑠. Позначимо її через 𝑠1. Тодi

𝐺𝑠(𝑠
1) = 𝑠1,

тобто

𝑠 = 𝑠1 +𝑅(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1).
Але з iншого боку, за визначенням 𝑠1 = ̂︀𝑆(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1). Таким чином, врахову-

ючи (3.31), отримуємо

𝑠 = 𝑠1 +𝑅(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1) = ̂︀𝑆(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1) +𝑅(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1) = 𝑆(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1).
Це означає, що керування ̂︀𝑢*𝑠1(𝑡) переводить систему (3.26) з початку коор-

динат на поверхню ℎ(𝑥) = 𝑠 за час ̂︀𝜃*𝑠1. Отже, задача швидкодiї (3.26)–(3.28)
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має розв’язок, причому

𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1. (3.36)

Тепер розглянемо точку

𝑠0 = 𝑠−𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠).

Права частина рiвностi визначена, оскiльки ряд 𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠) збiгається, що

випливає з оцiнки 𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1 ≤ 1
𝐶 . Крiм того, враховуючи (3.32), аналогiчно

отриманому вище маємо

|𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠)| ≤ 𝐶2(𝐶𝜃
*
𝑠)

𝑟+1 ≤ 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*𝑠1)𝑟+1 < 𝑠𝛿.

Отже, |𝑠0 − 𝑠| ≤ 𝑠𝛿, тобто 𝑠0 ∈ [𝑠− 𝑠𝛿, 𝑠+ 𝑠𝛿] = 𝑄𝑠.

Оскiльки

𝑠 = 𝑆(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠) = ̂︀𝑆(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠) +𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢

*
𝑠),

ми отримуємо

𝑠0 = 𝑠−𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠) = ̂︀𝑆(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠),

з чого випливає, що ̂︀𝜃*𝑠0 ≤ 𝜃*𝑠 .

Таким чином, ми отримуємо двосторонню оцiнку

̂︀𝜃*𝑠0 ≤ 𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1,
яка виконується для будь-якого 𝑠 ∈ (0, 𝜀). (Нагадаємо, що 𝑠0 i 𝑠1 залежать

вiд 𝑠.) Тодi ̂︀𝜃*𝑠0̂︀𝜃*𝑠 ≤ 𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 ≤
̂︀𝜃*𝑠1̂︀𝜃*𝑠 . (3.37)

Нагадаємо, що ̂︀𝜃*𝑠0̂︀𝜃*𝑠 =

(︂
𝑠0

𝑠

)︂ 1
𝑟

,
̂︀𝜃*𝑠1̂︀𝜃*𝑠 =

(︂
𝑠1

𝑠

)︂ 1
𝑟

,

отже, (3.37) набуває вигляду(︂
𝑠0

𝑠

)︂ 1
𝑟

≤ 𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 ≤
(︂
𝑠1

𝑠

)︂ 1
𝑟

. (3.38)
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Покажемо, що лiва i права частини цiєї подвiйної нерiвностi прямують

до одиницi. Повторючи мiркування, що наведенi вище, отримуємо

|𝑠1 − 𝑠|
𝑠

=
|𝑅(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1)|

𝑠
≤ (2𝑠)

𝑟+1
𝑟 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1

𝑠
= 2

𝑟+1
𝑟 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1𝑠

1
𝑟 .

Аналогiчно, враховуючи (3.36), отримуємо

|𝑠0 − 𝑠|
𝑠

=
|𝑅(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠)|

𝑠
≤ (2𝑠)

𝑟+1
𝑟 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1

𝑠
= 2

𝑟+1
𝑟 𝐶2(𝐶̂︀𝜃*1)𝑟+1𝑠

1
𝑟 ,

отже,
|𝑠1 − 𝑠|

𝑠
→ 0 та

|𝑠0 − 𝑠|
𝑠

→ 0 при 𝑠→ +0.

Це означає, що
𝑠1

𝑠
→ 1 та

𝑠0

𝑠
→ 1 при 𝑠→ +0.

Таким чином, з (3.38) випливає (3.29). Теорему доведено. 2

Теорема 3.3 означає, що оптимальний час для ряду 𝜃*𝑠 та для його одно-

рiдної апроксимацiї ̂︀𝜃*𝑠 еквiвалентнi як функцiї 𝑠 в околi початку координат.

Цей результат частково узагальнює апроксимацiйну теорему для керова-

них систем [38], див. (1.23). У випадку систем властивiсть апроксимацiї та-

кож виконується для оптимальних керувань, див. (1.24). Для одновимiрних

рядiв пряме узагальнення неможливе, оскiльки в типових ситуацiях опти-

мальне керування для однорiдної апроксимацiї не є єдиним, що демонструє

приклад 3.2.

Проте ми можемо довести наступну властивiсть.

Лема 3.3. Для будь-якої послiдовностi 𝑠𝑞 → +0 розглянемо послiдов-

нiсть оптимальних керувань 𝑢*𝑠𝑞(𝑡) ∈ 𝑈 *
𝑠𝑞
. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть 𝑠𝑞𝑘

i вектор-функцiя 𝑣(𝑡) ∈ 𝐵(1) такi, що∫ 1
0

⃒⃒⃒
𝑢*𝑠𝑞𝑘 𝑖

(𝑡𝜃*𝑠𝑞𝑘
)− 𝑣𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡→ 0 при 𝑘 → ∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, (3.39)

i, крiм того, 𝑣(𝑡/̂︀𝜃*1) ∈ ̂︀𝑈 *
1 .
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Доведення. Розглянемо вектор-функцiї 𝑣𝑞(𝑡) = 𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
) як елементи

гiльбертового простору 𝐿2([0, 1];R𝑚), норма в якому задається як

‖𝑣𝑞‖ =

⎯⎸⎸⎷∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

|(𝑣𝑞)𝑖(𝑡)|2𝑑𝑡.

Зауважимо, що оскiльки 𝑢*𝑠𝑞(𝑡) – оптимальнi керування в задачi (3.26)–

(3.28), то 𝑢*𝑠𝑞(𝑡) ∈ 𝐵(1), тобто для майже всiх 𝑡 ∈ [0, 1]

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑣𝑞)
2
𝑖 (𝑡) ≤ 1.

З цього випливає, що 𝑣𝑞(𝑡) належить (замкненiй) одиничнiй кулi гiльбер-

тового простору 𝐿2([0, 1];R𝑚), тобто ‖𝑣𝑞‖ ≤ 1.

Оскiльки одинична куля в гiльбертовому просторi є слабо секвенцi-

ально компактною, то послiдовнiть 𝑣𝑞(𝑡) має слабо збiжну пiдпослiдов-

нiсть {𝑣𝑞𝑘(𝑡)}∞𝑘=1. Нехай 𝑣(𝑡) – слабка границя 𝑣𝑞𝑘(𝑡); можна показати, що

𝑣(𝑡) ∈ 𝐵(1). З iншого боку, можна показати, що будь-який функцiонал

𝜂𝐼(1, 𝑢) є слабо неперервним [38], отже,

𝜂𝐼(1, 𝑣𝑞𝑘) → 𝜂𝐼(1, 𝑣) при 𝑘 → ∞.

Оскiльки ̂︀𝑆 мiстить скiнченну кiлькiсть доданкiв, то як наслiдок

̂︀𝑆(1, 𝑣𝑞𝑘) → ̂︀𝑆(1, 𝑣) при 𝑘 → ∞. (3.40)

За визначенням (3.31), маємо

𝑠𝑞 = ̂︀𝑆(𝜃*𝑠𝑞 , 𝑢*𝑠𝑞) +𝑅(𝜃*𝑠𝑞 , 𝑢
*
𝑠𝑞
). (3.41)

Але ̂︀𝑆 однорiдний i включає лише члени порядку 𝑟, отже, за властивiстю

(3.18) i за оцiнкою (3.32) маємо̂︀𝑆(𝜃*𝑠𝑞 , 𝑢*𝑠𝑞)
(𝜃*𝑠𝑞)

𝑟
= ̂︀𝑆(1, 𝑣𝑞),

|𝑅(𝜃*𝑠𝑞 , 𝑢
*
𝑠𝑞
)|

(𝜃*𝑠𝑞)
𝑟

≤ 𝐶2𝐶
𝑟+1𝜃*𝑠𝑞 → 0 при 𝑠𝑞 → 0. (3.42)
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Крiм того,
𝑠𝑞

(𝜃*𝑠𝑞)
𝑟
=

𝑠𝑞

(̂︀𝜃*𝑠𝑞)𝑟 ·
(︃̂︀𝜃*𝑠𝑞
𝜃*𝑠𝑞

)︃𝑟

→ 1

(̂︀𝜃*1)𝑟 при 𝑠𝑞 → 0 (3.43)

за лемою 3.2 i теоремою 3.3.

Отже, розглянемо рiвнiсть (3.41) лише для iндексiв 𝑞, що належать пiд-

послiдовностi 𝑞𝑘, i подiлимо обидвi частини рiвностi на (𝜃*𝑠𝑞𝑘
)𝑟:

𝑠𝑞𝑘
(𝜃*𝑠𝑞𝑘

)𝑟
=
̂︀𝑆(𝜃*𝑠𝑞𝑘 , 𝑢*𝑠𝑞𝑘 ) +𝑅(𝜃*𝑠𝑞𝑘

, 𝑢*𝑠𝑞𝑘
)

(𝜃*𝑠𝑞𝑘
)𝑟

=

= ̂︀𝑆(1, 𝑣𝑞𝑘) + 𝑅(𝜃*𝑠𝑞𝑘
, 𝑢*𝑠𝑞𝑘

)

(𝜃*𝑠𝑞𝑘
)𝑟

.

Переходячи до границi при 𝑘 → ∞ i використовуючи (3.40), (3.42), (3.43),

отримуємо
1

(̂︀𝜃*1)𝑟 = ̂︀𝑆(1, 𝑣). (3.44)

З властивостi (3.18) випливає, що (̂︀𝜃*1)𝑟 ̂︀𝑆(1, 𝑣) = ̂︀𝑆(̂︀𝜃*1, ̃︀𝑣), де ̃︀𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡/̂︀𝜃*1),
𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*1]. Отже, рiвнiсть (3.44) можна записати як

1 = ̂︀𝑆(̂︀𝜃*1, ̃︀𝑣),
де ̃︀𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡/̂︀𝜃*1), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*1]. Ця рiвнiсть означає, що керування ̃︀𝑣(𝑡)
розв’язує задачу швидкодiї (3.14)–(3.16) для 𝑠 = 1 (за час ̂︀𝜃*1), тобто̃︀𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡/̂︀𝜃*1) ∈ ̂︀𝑈 *

1 . Зауважимо, що тодi 𝑣(𝑡) ∈ ̂︀𝑈 *
𝑠 для 𝑠 = 1/(̂︀𝜃*1)𝑟.

Оскiльки 𝑢*𝑠𝑞𝑘
(𝑡𝜃*𝑠𝑞𝑘

) i 𝑣(𝑡) є оптимальними за часом керуваннями, во-

ни задовольняють рiвностi
𝑚∑︀
𝑖=1

(𝑢*𝑠𝑞𝑘
)2𝑖 (𝑡) = 1 i

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑣2𝑖 (𝑡) = 1 майже всюди

[38]. Тому вони належать межi одиничної кулi в гiльбертовому просторi

𝐿2([0, 1];R𝑚). Отже, зi слабкої збiжностi 𝑢*𝑠𝑞𝑘 (𝑡𝜃
*
𝑠𝑞𝑘
) до 𝑣(𝑡) випливає сильна

збiжнiсть, яка, у свою чергу, означає, що виконується властивiсть (3.39).

Лему доведено. 2

Доведення леми 3.3 показує, що будь-яка слабка часткова границя по-

слiдовностi 𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
) є оптимальним керуванням 𝑣(𝑡) задачi (3.14)–(3.16).
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Якщо оптимальне керування єдине, то послiдовнiсть 𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
) збiгається до

цього керування. Але, як було зазначено вище, зазвичай оптимальне ке-

рування не є єдиним. Проте ми можемо уточнити результат леми 3.3 для

одного важливого випадку.

Теорема 3.4. Розглянемо задачi швидкодiї (3.26)–(3.28) та (3.14)–

(3.16) для мiнiмальної реалiзацiї ряду 𝑆 та для його однорiдної апроксима-

цiї ̂︀𝑆 вiдповiдно. Припустимо, що задача (3.14)–(3.16) має розв’язок для

𝑠 = 1 i, крiм того, множина оптимальних керувань ̂︀𝑈 *
1 скiнченна. Тодi

для будь-якої послiдовностi 𝑠𝑞 → +0 i будь-якої послiдовностi оптималь-

них керувань 𝑢*𝑠𝑞(𝑡) ∈ 𝑈 *
𝑠𝑞

iснує послiдовнiсть ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡) ∈ ̂︀𝑈 *
𝑠𝑞

така, що∫ 1
0

⃒⃒⃒
(𝑢*𝑠𝑞)𝑖(𝑡𝜃

*
𝑠𝑞
)− (̂︀𝑢*𝑠𝑞)𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠𝑞)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0 при 𝑠𝑞 → +0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. (3.45)

Для 𝑠𝑞 → −0 справедливий аналогiчний результат.

Доведення. Ми розглянемо випадок 𝑠𝑞 → +0; випадок 𝑠𝑞 → −0 розгля-

дається аналогiчно.

За нашим припущенням, множина ̂︀𝑈 *
1 мiстить скiнченну кiлькiсть (рi-

зних) елементiв; позначимо їх 𝑤𝑗(𝑡/̂︀𝜃*1), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*1], 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Тодi мно-

жина ̂︀𝑈 *
𝑠 ⊂ 𝐵(1) для 𝑠 = 1/(̂︀𝜃*1)𝑟 складається з елементiв 𝑤1(𝑡), . . . 𝑤𝑁(𝑡),

𝑡 ∈ [0, 1].

Будемо розглядати всi керування як елементи гiльбертового простору

𝐿2([0, 1];R𝑚) з нормою

‖𝑢‖ =

⎯⎸⎸⎷∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)𝑑𝑡.

Очевидно, що iснує таке 𝜀 > 0, для якого ‖𝑤𝑗 − 𝑤𝑘‖ > 𝜀 для всiх 𝑗 ̸= 𝑘.

З iншого боку, як було показано в доведеннi леми 3.3, будь-яка слаб-

ка часткова границя послiдовностi 𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
) є сильною частковою грани-

цею i належить множинi ̂︀𝑈 *
𝑠 , тобто збiгається з одною з вектор-функцiй
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𝑤1(𝑡), . . . 𝑤𝑁(𝑡). Отже, iснує таке 𝑞0, що кожний член послiдовностi 𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
)

при 𝑞 > 𝑞0 потрапить в 𝜀
2-окiл рiвно одної точки з набору 𝑤1(𝑡), . . . 𝑤𝑁(𝑡).

Iншими словами, iснує таке 𝑞0, що для будь-якого 𝑞 > 𝑞0 iснує єдине число

𝑗 = 𝑗(𝑞) ∈ {1, . . . , 𝑁} таке, що

‖𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
)− 𝑤𝑗(𝑞)(𝑡)‖ <

𝜀

2
.

Зауважимо, що 𝑤𝑗(𝑞)(𝑡/̂︀𝜃*𝑠𝑞) ∈ ̂︀𝑈 *
𝑠𝑞

, отже, ми можемо використовувати по-

значення 𝑤𝑗(𝑞)(𝑡/̂︀𝜃*𝑠𝑞) = ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡), тобто 𝑤𝑗(𝑞)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡̂︀𝜃*𝑠𝑞). Таким чином, для

будь-якого 𝑠𝑞 (де 𝑞 ≥ 𝑞0) ми вибрали єдине керування ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡) ∈ ̂︀𝑈 *
𝑠𝑞

.

Тодi, очевидно, для будь-якого 𝜀′ ∈ (0, 𝜀2) iснує таке 𝑞′0 ≥ 𝑞0, що для

будь-якого 𝑞 > 𝑞′0

‖𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
)− ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡̂︀𝜃*𝑠𝑞)‖ < 𝜀′.

Це означає, що

‖𝑢*𝑠𝑞(𝑡𝜃
*
𝑠𝑞
)− ̂︀𝑢*𝑠𝑞(𝑡̂︀𝜃*𝑠𝑞)‖ → 0 при 𝑞 → ∞,

звiдки за визначенням норми∫ 1
0

⃒⃒⃒
(𝑢*𝑠𝑞)𝑖(𝑡𝜃

*
𝑠𝑞
)− (̂︀𝑢*𝑠𝑞)𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠𝑞)⃒⃒⃒2 𝑑𝑡→ 0 при 𝑞 → ∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Остаточно, використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, отримуємо

(3.45). Теорему доведено. 2

Приклад 3.3. Знову розглянемо систему (3.19), але визначимо вихiд

як 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2. Вiдповiдний ряд 𝑆 = 𝜂1 + 𝜂21 не є однорiдним. Його

однорiдна апроксимацiя дорiвнює ̂︀𝑆 = 𝜂1. Мiнiмальна реалiзацiя однорiдної

апроксимацiї одновимiрна i може бути вибрана у виглядi

�̇�1 = 𝑢1, 𝑦 = ̂︀ℎ(𝑥) = 𝑥1.

Якщо 𝑠 > 0, то оптимальне керування, очевидно, дорiвнює ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) ≡ (1, 0),

𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠 ], де ̂︀𝜃*𝑠 = 𝑠.
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Для системи (3.19), мiркуючи подiбно до прикладу 3.2 i застосовуючи

умови трансверсальностi, отримуємо два рiвняння

𝛼

𝜉
cos(𝜉𝑇 ) = 1,

𝛼

𝜉
sin(𝜉𝑇 ) +

2𝜉𝑇 − sin(2𝜉𝑇 )

4𝜉2
= 𝑠,

де 𝛼 = ±1. Виразимо з першого рiвняння 𝜉 = 𝛼 cos(𝜉𝑇 ) i пiдставимо у

знаменники дробiв другого рiвняння:

𝛼 sin(𝜉𝑇 )

𝛼 cos(𝜉𝑇 )
+

2𝜉𝑇 − sin(2𝜉𝑇 )

4𝛼2 cos2(𝜉𝑇 )
= 𝑠.

Пiсля спрощення отримуємо

sin 𝜉𝑇

2 cos 𝜉𝑇
+

𝜉𝑇

2 cos2 𝜉𝑇
= 𝑠.

Отже, 𝜉𝑇 дорiвнює кореню рiвняння 𝐹 (𝑧) = 𝑠, де

𝐹 (𝑧) =
sin 𝑧

2 cos 𝑧
+

𝑧

2 cos2 𝑧
.

Функцiя 𝐹 (𝑧) строго зростає для 𝑧 ∈ (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ) i задовольняє рiвнiсть 𝐹 (0) =

0. Крiм того, 𝐹 (𝑧) → +∞ при 𝑧 → 𝜋
2 i 𝐹 (𝑧) → −∞ при 𝑧 → −𝜋

2 . Отже,

рiвняння 𝐹 (𝑧) = 𝑠 для довiльного 𝑠 має єдиний розв’язок 𝑧(𝑠) ∈ (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ),

причому 𝑧(0) = 0. Якщо 𝑠 > 0, то 𝜉𝑇 = 𝑧(𝑠) > 0 для 𝑠 > 0, звiдки 𝜉 > 0,

а отже, 𝛼 = +1. Якщо 𝑠 < 0, то аналогiчно 𝛼 = −1. Оптимальний час

дорiвнює

𝜃*𝑠 = 𝑇 =
𝑧(𝑠)

𝛼𝜉
=

𝑧(𝑠)

𝛼 cos(𝑧(𝑠))
=

|𝑧(𝑠)|
cos(𝑧(𝑠))

.

За теоремою про неявну функцiю, 𝑧(𝑠) диференцiйовна i 𝑧′(𝑠) = 1
𝐹 ′(𝑧(𝑠)) .

Оскiльки 𝐹 ′(0) = 1, отримуємо, що 𝑧′(0) = 1. Отже, застосовуючи правило

Лопiталя, для 𝑠 > 0 маємо

lim
𝑠→+0

𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 = lim
𝑠→+0

𝜃*𝑠
𝑠

= lim
𝑠→+0

𝑧(𝑠)

cos(𝑧(𝑠))𝑠
= lim

𝑠→+0

𝑧(𝑠)

𝑠
= lim

𝑠→+0
𝑧′(𝑠) = 1.

Таким чином,

lim
𝑠→+0

𝜃*𝑠̂︀𝜃*𝑠 = 1,
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що iлюструє теорему 3.3. Компоненти оптимального керування для 𝑠 > 0,

як було показано у прикладi 3.2, мають вигляд 𝑢*𝑠(𝑡) = (cos(𝜉𝑡), sin(𝜉𝑡)),

𝑡 ∈ [0, 𝜃*𝑠 ]. Оскiльки 𝜉𝜃*𝑠 = 𝑧(𝑠), отримуємо

𝑢*𝑠(𝑡𝜃
*
𝑠) = (cos(𝑧(𝑠)𝑡), sin(𝑧(𝑠)𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 1].

Тому∫ 1
0

⃒⃒⃒
(𝑢*𝑠)1(𝑡𝜃

*
𝑠)− (̂︀𝑢*𝑠)1(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡 = ∫ 1

0

|cos(𝑧(𝑠)𝑡)− 1| 𝑑𝑡 ≤ 1− cos(𝑧(𝑠)) → 0,∫ 1
0

⃒⃒⃒
(𝑢*𝑠)2(𝑡𝜃

*
𝑠)− (̂︀𝑢*𝑠)2(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡 = ∫ 1

0

|sin(𝑧(𝑠)𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ sin(𝑧(𝑠)) → 0

при 𝑠→ +0, оскiльки 𝑧(𝑠) → +0, що iлюструє теорему 3.4.

3.6 Одновимiрна однорiдна задача швидкодiї як

оптимiзацiйна задача

У попередньому пiдроздiлi була розв’язана задача швидкодiї для си-

стеми (3.19) за допомоги принципу максимуму Понтрягiна. Водночас бу-

ло показано, що ця задача еквiвалентна задачi оптимiзацiї (3.20), (3.21)

у просторi 𝐿∞([0, 1];R2). У цьому пiдроздiлi ми пропонуємо iнший спосiб

розв’язання цiєї задачi.

Для зручностi введемо позначення

𝜂𝑖(𝛼, 𝛽, 𝑢) =

∫𝛽
𝛼

𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2,

𝜂𝑖𝑗(𝛼, 𝛽, 𝑢) =

∫𝛽
𝛼

∫ 𝜏1
𝛼

𝑢𝑖(𝜏1)𝑢𝑗(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Розглянемо наступну задачу оптимiзацiї в просторi 𝐿2([0, 1];R2):

max 𝑓(𝑢) за умов ‖𝑢‖2 ≤ 1, (3.46)

де функцiонал 𝑓 має вигляд

𝑓(𝑢) = 𝜂1(0, 1, 𝑢) · 𝜂21(0, 1, 𝑢), (3.47)
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а ‖𝑢‖ – норма в просторi 𝐿2([0, 1];R2), тобто

‖𝑢‖ =

√︃∫ 1
0

(𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡))𝑑𝑡.

Ми покажемо, що оптимальнi керування в цiй задачi належать одиничнiй

кулi простору 𝐿∞([0, 1];R2) (див. також [38]), а отже, є розв’язками вихiдної

задачi (3.20), (3.21).

По-перше, зауважимо, що оптимальне керування в задачi (3.46), (3.47)

задовольняє умову ‖𝑢‖2 = 1. Справдi, якщо 𝑢(𝑡) – оптимальне керування

i ‖𝑢‖ = 𝑎 < 1, то розглянемо керування ̃︀𝑢(𝑡) = 1
𝑎𝑢(𝑡), яке належить оди-

ничнiй кулi. Завдяки однорiдностi 𝑓(̃︀𝑢(𝑡)) = 1
𝑎3𝑓(𝑢) > 𝑓(𝑢), що суперечить

оптимальностi 𝑢(𝑡). Таким чином, задача (3.46), (3.47) рiвносильна задачi

max 𝑓(𝑢) за умов ‖𝑢‖2 = 1 (3.48)

з функцiоналом (3.47).

Отже, отримали задачу математичного програмування в гiльбертовому

просторi з одним обмеженням-рiвнiстю. Зауважимо, що функцiонал 𝑓(𝑢) i

функцiонал 𝑔(𝑢) = ‖𝑢‖2, який задає обмеження, диференцiйовнi по Фреше.

Очевидно,

𝑔′Ф(𝑢) =

⎛⎝2𝑢1(𝑡)

2𝑢2(𝑡)

⎞⎠ .

Знайдемо похiдну Фреше функцiоналу 𝑓(𝑢). Позначимо 𝑓1(𝑢) = 𝜂1(0, 1, 𝑢),

𝑓2(𝑢) = 𝜂21(0, 1, 𝑢). Тодi

𝑓1(𝑢+ ℎ)− 𝑓1(𝑢) =

∫ 1
0

ℎ1(𝑡)𝑑𝑡 = ⟨𝑓 ′1Ф(𝑢), ℎ⟩,

𝑓2(𝑢+ ℎ)− 𝑓2(𝑢) =

=

∫ 1
0

(𝑢2(𝜏1) + ℎ2(𝜏1))

∫ 𝜏1
0

(𝑢1(𝜏2) + ℎ1(𝜏2))𝑑𝜏2𝑑𝜏1 −
∫ 1
0

𝑢2(𝜏1)

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

=

∫ 1
0

𝑢2(𝜏1)

∫ 𝜏1
0

ℎ1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 +

∫ 1
0

ℎ2(𝜏1)

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 + 𝑜(ℎ) =
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=

∫ 1
0

ℎ1(𝜏2)

∫ 1
𝜏2

𝑢2(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 +

∫ 1
0

ℎ2(𝜏1)

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 + 𝑜(ℎ) =

=

∫ 1
0

ℎ1(𝜏2)𝜂2(𝜏2, 1, 𝑢)𝑑𝜏2 +

∫ 1
0

ℎ2(𝜏1)𝜂1(0, 𝜏1, 𝑢) = ⟨𝑓 ′2Ф(𝑢), ℎ⟩+ 𝑜(ℎ),

тобто похiднi Фреше 𝑓1 i 𝑓2 дорiвнюють

𝑓 ′1Ф(𝑢) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ , 𝑓 ′2Ф(𝑢) =

⎛⎝𝜂2(𝑡, 1, 𝑢)
𝜂1(0, 𝑡, 𝑢)

⎞⎠ .

А оскiльки 𝑓(𝑢) = 𝑓1(𝑢) · 𝑓2(𝑢), то

𝑓 ′Ф(𝑢) = 𝑓2(𝑢)𝑓
′
1Ф(𝑢) + 𝑓1(𝑢)𝑓

′
2Ф(𝑢) =

⎛⎝𝜂21(0, 1, 𝑢) + 𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂2(𝑡, 1, 𝑢)

𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂1(0, 𝑡, 𝑢)

⎞⎠ .

Скористаємось методом множникiв Лагранжа: розглянемо функцiю Ла-

гранжа 𝐿(𝜆, 𝑢) = 𝑓(𝑢)−𝜆𝑔(𝑢) i отримаємо необхiдну умову оптимальностi:

𝜂21(0, 1, 𝑢) + 𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂2(𝑡, 1, 𝑢) = 2𝜆𝑢1(𝑡)

𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂1(0, 𝑡, 𝑢) = 2𝜆𝑢2(𝑡).
(3.49)

Неважко бачити, що у нетривiальному випадку 𝜆 ̸= 0, тому з рiвностей

(3.49) випливає, що функцiї 𝑢1(𝑡) i 𝑢2(𝑡) є неперервно диференцiйовними.

Диференцiюючи рiвняння (3.49), отримуємо:

�̇�1(𝑡) = −𝑘𝑢2(𝑡),
�̇�2(𝑡) = 𝑘𝑢1(𝑡),

(3.50)

де

𝑘 =
𝜂1(0, 1, 𝑢)

2𝜆
.

З системи (3.50), враховуючи умову ‖𝑢‖ = 1, отримуємо явний вигляд

оптимального керування

𝑢1(𝑡) = cos(𝑘𝑡+ 𝑏), 𝑢2(𝑡) = sin(𝑘𝑡+ 𝑏). (3.51)

Але оскiльки 𝑢2(0) = 0 (це випливає з другого рiвняння системи (3.49)), то

𝑏 = 0 або 𝑏 = 𝜋, тобто

𝑢1(𝑡) = ± cos(𝑘𝑡), 𝑢2(𝑡) = ± sin(𝑘𝑡)
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(обидва знаки або верхнi, або нижнi). Очевидно, це керування належить

одиничнiй кулi простору 𝐿∞([0, 1];R2), отже, розв’язує задачу (3.20), (3.21).

Залишилося знайти значення 𝑘. Для цього пiдставимо отриманi керува-

ння в першу рiвнiсть (3.49) при 𝑡 = 1 i врахуємо, що 2𝜆 = 𝜂1(0,1)
𝑘 . Оскiльки

𝜂21(0, 1, 𝑢) =

∫ 1
0

sin(𝑘𝜏1)

∫ 𝜏1
0

cos(𝑘𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =
1

𝑘

∫ 1
0

sin2(𝑘𝜏1)𝑑𝜏1 =
2𝑘 − sin 2𝑘

4𝑘2
,

𝜂1(0, 1, 𝑢) = ±
∫ 1
0

cos(𝑘𝑡)𝑑𝑡 =
± sin 𝑘

𝑘
, 𝜂2(1, 1, 𝑢) = 0, 𝑢1(1) = ± cos(𝑘),

отримуємо
2𝑘 − sin 2𝑘

4𝑘2
=

sin 𝑘 cos 𝑘

𝑘
=

sin 2𝑘

2𝑘2
,

тобто
2

3
𝑘 = sin 2𝑘.

Ми прийшли до рiвняння (3.23), отже, 𝑘 ≈ 1.13943.

Пiдставляючи цi керування, знаходимо максимальне значення функцiо-

налу (3.47): воно дорiвнює 𝑠 ≈ 0.23323. Повертаючись до вихiдної задачi

швидкодiї для системи (3.19) з умовою 𝑥1(𝜃)𝑥2(𝜃) = 𝑠 = 1, отримуємо, що

оптимальний час дорiвнює

̂︀𝜃*1 = 1

𝑠1/3
≈ 1.62458,

що збiгається з результатом (3.25), отриманим вище.

Для пошуку наближеного керування можна мiркувати в такий спосiб.

Зафiксуємо ортонормований базис {𝜙𝑗(𝑡)}∞𝑗=1 у просторi 𝐿2([0, 1]) i будемо

розглядати скiнченновимiрну задачу оптимiзацiї, вiдшукуючи керування

як скiнченнi суми 𝑢1(𝑡) =
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑡), 𝑢2(𝑡) =
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝜙𝑗(𝑡). Зручно взяти

набiр функцiй

1, sin(2𝜋𝑡), cos(2𝜋𝑡), . . . , sin(2𝜋𝑚𝑡), cos(2𝜋𝑚𝑡),

де 𝑁 = 2𝑚+1, тодi за рахунок ортогональностi неважко знайти вираз для

функцiонала 𝑓 . Покажемо це на прикладi випадку 𝑁 = 3, коли

𝑢1(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1 sin(2𝜋𝑡) + 𝑎2 cos(2𝜋𝑡), 𝑢2(𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1 sin(2𝜋𝑡) + 𝑏2 cos(2𝜋𝑡).
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Тодi маємо задачу оптимiзацiї в 6-вимiрному просторi: знайти максимум

функцiї

𝑓(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2) =
𝑎0(2𝜋𝑎0𝑏0 − 2𝑎0𝑏1 + 2𝑎1𝑏0 − 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)

4𝜋

за умов

𝑎20 + 𝑏20 +
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑏21 + 𝑏22

2
= 1.

Чисельно розв’язуючи цю задачу, отримуємо, що максимальне значення

функцiоналу дорiвнює 𝑠 ≈ 0.219195 i досягається на керуваннi

𝑢1(𝑡) = 0.80118 + 0.21338 sin(2𝜋𝑡)− 0.06269 cos(2𝜋𝑡),

𝑢2(𝑡) = 0.52948− 0.32300 sin(2𝜋𝑡)− 0.04138 cos(2𝜋𝑡)

(коефiцiєнти округленi до 5 цифр пiсля коми). Повертаючись до вихiдної

задачi, отримуємо, що час потрапляння на криву 𝑥1𝑥2 = 1 з таким керува-

нням («розтягнутим» на вiдрiзок [0, 𝜃1]) дорiвнює 𝜃1 = 1
𝑠1/3

≈ 1.65853.

Якщо взяти 𝑁 = 5, тобто шукати керування у виглядi

𝑢1(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1 sin(2𝜋𝑡) + 𝑎2 cos(2𝜋𝑡) + 𝑎3 sin(4𝜋𝑡) + 𝑎4 cos(4𝜋𝑡),

𝑢2(𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1 sin(2𝜋𝑡) + 𝑏2 cos(2𝜋𝑡) + 𝑏3 sin(4𝜋𝑡) + 𝑏4 cos(4𝜋𝑡),

то, мiркуючи аналогiчно, отримаємо керування, для якого час потрапляння

на криву 𝑥1𝑥2 = 1 дорiвнює 𝜃1 ≈ 1.64456. При збiльшеннi 𝑁 отримуємо

скiнченнi суми, якi наближаються до рядiв Фур’є функцiй cos(𝑘𝑡), sin(𝑘𝑡)

вiдповiдно.

Зауважимо ще, що при 𝑁 = 1 керування будуть константами, а час

потрапляння дорiвнюватиме 𝜃1 ≈ 1.73205.

На рисунку 3.2 зображена оптимальна траєкторiя i три її наближення,

що описанi вище.

Насамкiнець розглянемо задачу швидкодiї для тривимiрної системи

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2,

�̇�3 = 𝑥1𝑢2 − 𝑥2𝑢1

(3.52)
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Рис. 3.2: Оптимальна траєкторiя i її наближення

з виходом 𝑦 = 𝑥1𝑥2𝑥3, яка зводиться до задачi максимiзацiї функцiонала

𝑓(𝑢) = 𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂2(0, 1, 𝑢)(𝜂21(0, 1, 𝑢)− 𝜂12(0, 1, 𝑢))

на одиничнiй сферi простору 𝐿2([0, 1];R2). Мiркуючи аналогiчно розгляну-

тому вище прикладу, застосуємо метод множникiв Лагранжа i отримаємо

необхiдну умову оптимальностi:

𝑑𝜂2(0, 1, 𝑢) + 𝑐(𝜂2(𝑡, 1, 𝑢)− 𝜂2(0, 𝑡, 𝑢)) = 2𝜆𝑢1(𝑡),

𝑑𝜂1(0, 1, 𝑢) + 𝑐(𝜂1(0, 𝑡, 𝑢)− 𝜂1(𝑡, 1, 𝑢)) = 2𝜆𝑢2(𝑡),
(3.53)

де використанi позначення

𝑐 = 𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂2(0, 1, 𝑢), 𝑑 = 𝜂21(0, 1, 𝑢)− 𝜂12(0, 1, 𝑢).

Як i в попередньому прикладi, 𝜆 ̸= 0, отже, керування неперервно дифе-
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ренцiйовнi. Диференцiюючи по 𝑡, отримуємо систему (3.50), де

𝑘 =
𝑐

𝜆
.

Отже, оптимальнi керування мають вигляд (3.51). Для того, щоб знайти 𝑘

i 𝑏, розглянемо рiвняння (3.53) при 𝑡 = 0, тобто

𝑑𝜂2(0, 1, 𝑢) + 𝑐𝜂2(0, 1, 𝑢) =
2𝑐

𝑘
𝑢1(0),

𝑑𝜂1(0, 1, 𝑢)− 𝑐𝜂1(0, 1, 𝑢) =
2𝑐

𝑘
𝑢2(0).

Домножимо перше рiвняння на 𝜂1(0, 1, 𝑢), друге на 𝜂2(0, 1, 𝑢), спочатку до-

дамо цi рiвняння, а потiм вiднiмемо вiд першого друге, причому врахуємо,

що 𝜂1(0, 1, 𝑢)𝜂2(0, 1, 𝑢) = 𝑐. Отримуємо:

2𝑑𝑐 =
2𝑐

𝑘
(𝑢1(0)𝜂1(0, 1, 𝑢) + 𝑢2(0)𝜂2(0, 1, 𝑢)),

2𝑐2 =
2𝑐

𝑘
(𝑢1(0)𝜂1(0, 1, 𝑢)− 𝑢2(0)𝜂2(0, 1, 𝑢)).

Друге рiвняння перепишемо як

𝑘𝑐 = 𝑢1(0)𝜂1(0, 1, 𝑢)− 𝑢2(0)𝜂2(0, 1, 𝑢).

Пiдставляючи в цi рiвняння керування (3.51) i враховуючи, що

𝜂1(0, 1, 𝑢) =
sin(𝑘 + 𝑏)− sin(𝑏)

𝑘
, 𝜂2(0, 1, 𝑢) =

− cos(𝑘 + 𝑏) + cos(𝑏)

𝑘
,

𝑑 = 𝜂21(0, 1, 𝑢)− 𝜂12(0, 1, 𝑢) =
1

𝑘
− sin 𝑘

𝑘2
,

з другого рiвняння отримуємо:(︀
sin(𝑘 + 𝑏)− sin(𝑏)

)︀(︀
− cos(𝑘 + 𝑏) + cos(𝑏)

)︀
=

= cos(𝑏)
(︀
sin(𝑘 + 𝑏)− sin(𝑏)

)︀
− sin(𝑏)

(︀
− cos(𝑘 + 𝑏) + cos(𝑏)

)︀
,

звiдки

sin(2(𝑏+ 𝑘)) = sin(2𝑏),
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а з першого отримуємо, що

𝑑 =
sin 𝑘

𝑘2
,

тобто

𝑘 = 2 sin 𝑘.

Ненульовi коренi цього рiвняння – це 𝑘 = ±𝑘0, де 𝑘0 ≈ 1.8955.

Оскiльки sin(2(𝑏 + 𝑘)) = sin(2𝑏), то 𝑏 = 𝜋
4 − 𝑘

2 + 𝜋𝑚
2 , де 𝑚 – цiле чи-

сло, причому достатньо вважати, що |𝑏| < 𝜋. Тодi функцiонал 𝑓 набуває

максимального значення 𝑓max ≈ 0.0968 для наступних пар (𝑘, 𝑏):

(𝑘0,
𝜋
4 −

𝑘0
2 ), (𝑘0,

5𝜋
4 − 𝑘0

2 ), (−𝑘0,−
𝜋
4 +

𝑘0
2 ), (−𝑘0,−

5𝜋
4 + 𝑘0

2 )

(iншi чотири можливих пари дають мiнiмальне значення 𝑓 , яке дорiвнює

𝑓min = −𝑓max). Отже, оптимальнi керування дорiвнюють

𝑢1(𝑡) = ± cos(𝑘0𝑡+
𝜋
4 −

𝑘0
2 ), 𝑢2(𝑡) = ± sin(𝑘0𝑡+

𝜋
4 −

𝑘0
2 )

(всi чотири комбiнацiї знакiв можливi).

Висновки до роздiлу 3

В роздiлi 3 детально дослiдженi одновимiрнi реалiзовнi ряди, тобто ряди

зi скалярними коефiцiєнтами.

1. Перш за все, дослiджена реалiзацiя однорiдних рядiв 𝑆, тобто лiнiй-

них комбiнацiй елементiв алгебри ℱ одного й того самого порядку.

Мiнiмальна реалiзацiя такого ряду є, очевидно, однорiдною, i повнi-

стю визначається своєю кореневою пiдалгеброю Лi. Показано, що ця

пiдалгебра породжує лiвий iдеал, ортогональний до 𝑆 (лема 3.1). Це

означає, що можна побудувати однорiдну апроксимацiю мiнiмальної

реалiзацiї в такий спосiб: спочатку побудувати ортогональний лiвий

iдеал, а потiм – вiдповiдну пiдалгебру Лi (як перетин знайденого iде-

ала з алгеброю Лi).
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2. Запропоноване визначення однорiдної апроксимацiї довiльного реалi-

зовного одновимiрного ряду (визначення 3.2): однорiдною апроксима-

цiєю пропонується вважати члени ряду найменшого порядку. Подаль-

шi результати демонструють, що таке визначення є доречним.

3. Дослiджений зв’язок однорiдної апроксимацiї ряду i однорiдної апро-

ксимацiї його мiнiмальної реалiзацiї, точнiше, зв’язок мiж вiдповiд-

ними кореневими пiдалгебрами Лi: показано, що ранг Лi однорiдної

апроксимацiї не менший, нiж ранг Лi самого ряду, а коренева пiд-

алгебра Лi однорiдної апроксимацiї включає кореневу пiдалгебру Лi

самого ряду (теорема 3.1).

4. Доведена класифiкацiйна теорема: показано, що будь-яка пара вкла-

дених градуйованих пiдалгебр Лi скiнченної корозмiрностi є вiдповiд-

но кореневими пiдалгебрами Лi однорiдної апроксимацiї ряду i його

мiнiмальної реалiзацiї (теорема 3.2).

5. Для одновимiрних рядiв дослiджений зв’язок однорiдної апроксима-

цiї i апроксимацiї в сенсi швидкодiї. Для цього розглянута задача

швидкодiї з початку координат до точок поверхнi, що задається ви-

ходом. Вивченi властивостi оптимальних керувань для однорiдного

ряду (лема 3.2), а також показано, що за певних умов оптималь-

ний час i оптимальне керування однорiдної апроксимацiї наближають

оптимальний час i оптимальне керування для вихiдної задачi (теоре-

ми 3.3, 3.4).

6. У випадку одновимiрних однорiдних рядiв задачу швидкодiї мо-

жна звести до задачi оптимiзацiї в гiльбертовому просторi, для

розв’язання якої можна застосувати методи функцiонального аналi-

зу. Таке дослiдження проведене у пiдроздiлi 3.6. У якостi прикладу

розглянута система, що описує площину Грушина, для якої знайде-

ний явний вигляд оптимального за швидкодiєю керування потрапля-
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ння на певну поверхню. Також запропонований наближений метод

знаходження оптимального керування, який полягає у наближеннi

оптимального керування частковими сумами рядiв Фур’є.

Результати цього роздiлу опублiкованi у статтi [9] та тезах [1], [2], [10].
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РОЗДIЛ 4

ОДНОРIДНА АПРОКСИМАЦIЯ НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ З

БАГАТОВИМIРНИМ ВИХОДОМ

4.1 Мiнiмальна частина реалiзовного ряду

У цьому роздiлi ми розглядаємо системи з багатовимiрним виходом i,

вiдповiдно, формальнi ряди з векторними коефiцiєнтами

𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀

𝑐𝐼𝜂𝐼 , (4.1)

де 𝑐𝐼 ∈ R𝑝. Цей ряд породжує лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ → R𝑝, яке

зiставляє базисному елементу ℱ його коефiцiєнт:

𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , 𝐼 ∈𝑀.

Розглянемо ряд 𝑆 вигляду (4.1). Припустимо, що вiн реалiзовний, тодi

його ранг Лi скiнченний, 𝜌𝐿(𝑆) = 𝑛. Без обмеження загальностi будемо

вважати, що кожна компонента 𝑆𝑖 ряду 𝑆 вiдмiнна вiд нуля.

Визначення 4.1. Позначимо через 𝑟𝑗 мiнiмальний порядок членiв ря-

ду, що входять до компоненти 𝑆𝑗 ряду (4.1),

𝑟𝑗 = min{𝑘 : (𝑐𝐼)𝑗 ̸= 0 для деяких 𝐼 ∈𝑀𝑘}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Визначимо мiнiмальну частину ряду 𝑆 як ряд

𝑆min =

⎛⎜⎜⎝
(𝑆1)min

· · ·
(𝑆𝑝)min

⎞⎟⎟⎠ ,

де компоненти цього ряду є однорiдними i мають вигляд

(𝑆𝑗)min =
∑︁
|𝐼|=𝑟𝑗

(𝑐𝐼)𝑗𝜂𝐼 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.
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Зауваження 4.1. У роздiлi 3 розглядалися одновимiрнi ряди, тобто

випадок 𝑝 = 1, i мiнiмальну частину такого ряду ми назвали однорiдною

апроксимацiєю, див. визначення 3.2. Проте для 𝑝 > 1 аналогiчне визначе-

ння однорiдної апроксимацiї не є природним, про що свiдчить такий при-

клад.

Приклад 4.1. Розглянемо двовимiрний ряд

𝑆 =

⎛⎝ 𝜂1

𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂211

⎞⎠ .

У цьому випадку мiнiмальна частина ряду 𝑆 має вигляд 𝑆min = (𝜂1, 𝜂1)
⊤.

Але перетворення 𝐹 (𝑥) = (𝑥1, 𝑥2−𝑥1)⊤, очевидно, зводить ряд 𝑆 до вигляду

𝐹 (𝑆) =

⎛⎝ 𝜂1

𝜂21 + 𝜂211

⎞⎠ ,

i є бiльший сенс в тому, щоб назвати (𝐹 (𝑆))min = (𝜂1, 𝜂21)
⊤ однорiдною

апроксимацiєю ряду 𝑆. Справдi, мiнiмальна реалiзацiя ряду 𝑆 може бути

вибрана у виглядi такої системи

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢1 + 𝑥1𝑢2 +
1
2𝑥

2
1𝑢2

(4.2)

з виходом 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥, а мiнiмальна реалiзацiя ряду (𝐹 (𝑆))min є однорi-

дною апроксимацiєю [38] системи (4.2), яку можна вибрати як

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑥1𝑢2

з виходом 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥.

Нижче пiд формальним 𝑟-вимiрним вiдображенням ми розумiємо будь-

який формальний ряд вигляду

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑝≥1

𝑓𝑞1...𝑞𝑝𝑎
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑞𝑝

𝑝
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з коефiцiєнтами 𝑓𝑞1...𝑞𝑝 ∈ R𝑟. Зокрема, якщо 𝑟 = 1, ми називаємо 𝑓 фор-

мальною функцiєю.

Якщо 𝑓 — формальна функцiя, то 𝑓(𝑆) — це ряд елементiв ℱ з одно-

вимiрними коефiцiєнтами. Тодi (𝑓(𝑆))min є сумою елементiв мiнiмального

порядку з цього ряду.

Як i в попередньому роздiлi, для реалiзовного ряду (4.1) ми позначаємо

через ℒ𝑆 кореневу пiдалгебру Лi системи, яка є мiнiмальною реалiзацiєю

ряду 𝑆, а через 𝒥𝑆 – градуйований лiвий iдеал, породжений ℒ𝑆.

Лема 4.1. Нехай 𝑆 — реалiзовний ряд вигляду (4.1). Тодi для будь-

якої формальної функцiї 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝)

𝒥𝑆 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min.

Доведення. Нехай codim(ℒ𝑆) = 𝜌𝐿(𝑐) = 𝑛. Розглянемо мiнiмальну реа-

лiзацiю ряду 𝑆 та (𝑛-вимiрний) ряд ̃︀𝑆, що вiдповiдає цiй мiнiмальнiй реалi-

зацiї. Тодi без обмеження загальностi ми можемо вибрати ряд ̃︀𝑆 у виглядi

̃︀𝑆𝑘 = 𝑑𝑘 +𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑑𝑘 — елементи дуального базису, побудованого так, як описано в попере-

дньому роздiлi. Залишок 𝑅𝑘 мiстить члени порядку, бiльшого нiж ord(𝑑𝑘),

i 𝑆 = ℎ(̃︀𝑆), де ℎ — формальне 𝑝-вимiрне вiдображення. Зрозумiло, що

(𝑓(𝑆))min = (𝑓(ℎ(̃︀𝑆)))min

дорiвнює тасуючому полiному вiд 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛. Оскiльки, аналогiчно теоре-

мi 1.5 , тасуючi добутки 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 утворюють базис пiдпростору 𝒥 ⊥
𝑆 , отри-

муємо, що (𝑓(𝑆))min ∈ 𝒥 ⊥
𝑆 . Лему доведено. 2

Тепер, розвиваючи iдею роздiлу 3, введемо максимальний лiвий iдеал,

який є ортогональним до будь-якого елемента (𝑓(𝑆))min.

Розглянемо множину 𝐷 всiх лiвих iдеалiв, породжених градуйованою

пiдалгеброю Лi, див. визначення 3.1. Зокрема, 𝒥𝑆 ∈ 𝐷; цей iдеал породже-

ний алгеброю Лi ℒ𝑆.
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Для заданого ряду 𝑆 вигляду (4.1) введемо наступну пiдмножину мно-

жини 𝐷:

𝐷𝑆 = {𝒥 ∈ 𝐷 : 𝒥 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min для будь-якої формальної функцiї 𝑓}.

З леми 4.1 випливає, що 𝒥𝑆 ∈ 𝐷𝑆, отже, 𝐷𝑆 ̸= ∅.

Очевидно, що в множинi 𝐷𝑆 iснує єдиний максимальний (у сенсi вклю-

чення) лiвий iдеал. Ми позначимо його через 𝒥 max
𝑆 , а пiдалгебру Лi, яка

породжує 𝒥 max
𝑆 , позначимо через ℒmax

𝑆 . Нехай 𝑟 = codim(ℒmax
𝑆 ). Оскiльки

ℒ𝑆 ⊂ ℒmax
𝑆 , ми маємо 𝑟 ≤ 𝑛.

Тепер застосуємо конструкцiю дуального базису, описану в попередньо-

му роздiлi, до пiдалгебри Лi ℒmax
𝑆 . А саме, виберемо однорiднi елементи̂︀ℓ1, . . . , ̂︀ℓ𝑟 ∈ ℒ такi, що ord(̂︀ℓ𝑖) ≤ ord(̂︀ℓ𝑗) при 𝑖 < 𝑗 та виконується рiвнiсть

ℒmax
𝑆 + Lin{̂︀ℓ1, . . . , ̂︀ℓ𝑟} = ℒ.

Далi, оберемо однорiдний базис {̂︀ℓ𝑖}∞𝑖=𝑟+1 пiдпростору ℒmax
𝑆 . Нарештi,

застосуємо теорему Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (теорема 1.1) i теорему

Мелансона-Рейтенауера (теорема 1.2) та побудуємо дуальний базис

̂︀𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
̂︀𝑑ш𝑞1
𝑖1

ш · · · ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑘
𝑖𝑘

,

де використовується позначення ̂︀𝑑𝑖 = ̂︀𝑑1𝑖 . Аналогiчно теоремi 1.5 можна

показати, що множина

{̂︀𝑑ш𝑞1
1 ш · · · ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑟

𝑟 : 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 ≥ 1}

утворює базис (𝒥 max
𝑆 )⊥. Оскiльки (𝑓(𝑆))min ⊂ (𝒥 max

𝑆 )⊥, то (𝑓(𝑆))min — та-

суючий полiном вiд ̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟 для будь-якої формальної функцiї 𝑓 .

Визначення 4.2. Для даного набору 𝐴 ⊂ ℱ ми визначаємо тасуючу

оболонку 𝐴 як

𝐴𝑠ℎ = Lin{𝑎 ш𝑖1
1 ш · · · ш 𝑎 ш𝑖𝑘

𝑘 : 𝑘 ≥ 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≥ 1}.
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Розглянемо пiдпростiр

𝑁𝑆 = {(𝑓(𝑆))min : 𝑓 є формальною функцiєю}. (4.3)

Тобто 𝒥 max
𝑆 – це максимальний (у сенсi включення) лiвий iдеал з множини

𝐷, ортогональний 𝑁𝑆.

Як показано вище, будь-який елемент 𝑁𝑆 є тасуючим полiномом вiд̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟, тобто

𝑁𝑆 ⊂ {̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟}𝑠ℎ.
Таким чином, будь-який елемент 𝑁𝑆 є тасуючим полiномом вiд 𝑟 еле-

ментiв ̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟, причому 𝑟 ≤ 𝑛 = 𝜌𝐿(𝑐). Однак самi елементи ̂︀𝑑𝑖 можуть

не належати до множини 𝑁𝑆. Далi покажемо, як можна знайти «тасуючий

базис» множини 𝑁𝑆, тобто елементи 𝑁𝑆, якi є в певному сенсi незалежними

i такими, що множина 𝑁𝑆 дорiвнює лiнiйнiй оболонцi тасуючих добуткiв

цих елементiв.

Визначення 4.3. Ми говоримо, що кiлька елементiв є полiномiально

незалежними, якщо жоден з них не дорiвнює тасуючому полiному вiд

iнших.

Наприклад, елементи {𝜂1 ш 𝜂2, 𝜂2 ш 𝜂3, 𝜂1 ш 𝜂3} є полiномiально незале-

жними, а елементи {𝜂1, 𝜂2, 𝜂1 ш 𝜂2} не є полiномiально незалежними.

Лема 4.2. Iснують такi однорiднi полiномiально незалежнi елемен-

ти ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 ∈ 𝑁𝑆, для яких

𝑁𝑆 = {̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞}𝑠ℎ, (4.4)

причому 𝑞 ≤ 𝑝.

Доведення. Опишемо алгоритм пошуку таких елементiв ̂︀𝑎𝑖. Вiн уза-

гальнює алгоритм [12], [37] для знаходження однорiдної апроксимацiї ряду,

який має ранг Лi 𝑛 i задовольняє умову Рашевського-Чжоу (2.15).
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Крок 1. Припустимо, що компоненти 𝑆 вiдмiннi вiд нуля. Знайдемо мi-

нiмальний порядок усiх компонент,

𝛼1 = min{ord((𝑆𝑖)min) : 𝑖 = 1, . . . , 𝑝}.

Знайдемо лiнiйне невироджене вiдображення 𝐹 таке, що елементи

((𝐹 (𝑆))𝑖)min ∈ ℱ𝛼1 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛1 є лiнiйно незалежними i (𝐹 (𝑆))𝑖 мi-

стять лише елементи порядку, бiльшого нiж 𝛼1, де 𝑖 = 𝑛1+1, . . . , 𝑝. Позна-

чимо 𝑆1 = 𝐹 (𝑆).

Крок 𝑘 ≥ 2. Якщо 𝑛𝑘−1 = 𝑝, то на цьому можна зупинитися. Якщо нi, то

припустимо, що пiсля (𝑘−1)-го кроку ми отримали ряд 𝑆𝑘−1, для якого еле-

менти (𝑆𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑛𝑘−1

)min порядку не бiльше нiж 𝛼𝑘−1 є полiномiально

незалежними i 𝑆𝑘−1
𝑖 дорiвнює нулю або мiстить лише елементи порядку,

бiльшого нiж 𝛼𝑘−1, де 𝑖 = 𝑛𝑘−1+1, . . . , 𝑝. Ми вважаємо, що за попередньою

побудовою 𝛼1 < · · · < 𝛼𝑘−1 i 𝑛1 < · · · < 𝑛𝑘−1. На поточному кроцi ми

знаходимо вiдображення, яке не змiнює компоненти 𝑆𝑘−1
1 , . . . , 𝑆𝑘−1

𝑛𝑘−1
.

Розглянемо компоненти 𝑆𝑘−1
𝑖 , 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑝. Якщо всi вони ну-

льовi, зупиняємося. В iншому випадку знайдемо мiнiмальний порядок усiх

ненульових компонент,

𝛼𝑘 = min{ord((𝑆𝑘−1
𝑖 )min) : 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑝, 𝑆𝑘−1

𝑖 ̸= 0} > 𝛼𝑘−1.

Без обмеження загальностi припустимо, що

(𝑆𝑘−1
𝑖 )min ∈ ℱ𝛼𝑘, 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑛′𝑘,

а 𝑆𝑘−1
𝑖 при 𝑖 > 𝑛′𝑘 мiстять лише елементи порядку, бiльшого за 𝛼𝑘, або

𝑆𝑘−1
𝑖 = 0. (Цього можна досягти, помiнявши компоненти ряду мiсцями.)

Тепер розглянемо компоненти 𝑆𝑘−1
𝑖 послiдовно для 𝑖 = 𝑛𝑘−1+1, . . . , 𝑛′𝑘.

Випадок 1. Елемент (𝑆𝑘−1
𝑖 )min є тасуючим полiномом вiд елементiв

(𝑆𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑖−1 )min, тобто iснує полiном 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 + 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1)

такий, що

(𝑆𝑘−1
𝑖 )min + 𝑃𝑖((𝑆

𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑖−1 )min) = 0.
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З цього випливає, що 𝐹𝑖(𝑆
𝑘−1) дорiвнює нулю або мiстить лише елементи

порядку, бiльшого за 𝛼𝑘. Тодi зробимо таку (полiномiальну) замiну: 𝑖-ту

компоненту 𝑆𝑘−1
𝑖 замiнимо на 𝐹𝑖(𝑆

𝑘−1), а iншi компоненти залишимо без

змiн, i перейдемо до наступного 𝑖.

Випадок 2. Елемент (𝑆𝑘−1
𝑖 )min не входить до тасуючої оболонки елемен-

тiв (𝑆𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑖−1 )min. Тодi просто перейдемо до наступного 𝑖.

Якщо для всiх 𝑖 має мiсце лише випадок 1, то ми отримуємо вiдобра-

ження 𝐹 таке, що (𝐹 (𝑆𝑘−1))𝑖 для всiх 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑛′𝑘 дорiвнює нулю

або мiстить лише елементи порядку, бiльшого за 𝛼𝑘. Тодi знов повторимо

𝑘-й крок, але тепер з рядом 𝐹 (𝑆𝑘−1).

Якщо хоча б для одного 𝑖 має мiсце випадок 2, то пiсля 𝑘-го кроку ми

отримуємо ряд 𝑆𝑘 = 𝐹 (𝑆𝑘−1) такий, що 𝑆𝑘
𝑖 = 𝑆𝑘−1

𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑘−1

i (𝑆𝑘
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘
𝑛𝑘
)min мають порядок не бiльший за 𝛼𝑘 i є полiномiально

незалежними, 𝑛𝑘 ≥ 𝑛𝑘−1+1, а 𝑆𝑘
𝑖 дорiвнює нулю або мiстить лише елементи

порядку, бiльшого за 𝛼𝑘 при 𝑖 = 𝑛𝑘+1, . . . , 𝑝. У цьому випадку переходимо

до (𝑘 + 1)-го кроку.

Пiдкреслимо, що не виключений випадок, коли крок алгоритму може

повторюватися нескiнченну кiлькiсть разiв. Пiсля цього одна або кiлька

компонент ряду стають нульовими.

В результатi отримуємо ряд

𝑆 ′ = 𝐹 (𝑆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

̂︀𝑎1 +𝑅1

· · ·̂︀𝑎𝑞 +𝑅𝑞

0

· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.5)

де елементи ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 полiномiально незалежнi, тобто жоден з них не до-

рiвнює тасуючому полiному вiд iнших, а 𝑅𝑖 мiстить елементи порядку, бiль-

шого за ord(̂︀𝑎𝑖). Очевидно, 𝑞 ≤ 𝑝.
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Зауважимо, що вiдображення 𝐹 , побудоване за цим алгоритмом, є обо-

ротним. Отже, для будь-якої формальної функцiї 𝑓 ми отримуємо, що

(𝑓(𝑆))min = (𝑓(𝐹−1(𝑆 ′)))min є тасуючим полiномом вiд ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞. Це озна-

чає, що

𝑁𝑆 ⊂ {̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞}.
З iншого боку, елементи ̂︀𝑎𝑖 i будь-який тасуючий полiном вiд них можна

отримати як (𝑓(𝑆))min за допомогою деякої формальної функцiї 𝑓 . Справдi,

для будь-якого тасуючого монома маємо

̂︀𝑎ш𝑗1
1 ш · · · ш̂︀𝑎ш𝑗𝑞

𝑞 = (𝑃 (𝑆 ′))min = (𝑃 (𝐹 (𝑆)))min,

де 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑞) = 𝑥ш𝑗1
1 ш · · · ш𝑥

ш𝑗𝑞
𝑞 , тобто 𝑓(𝑥) = 𝑃 (𝐹 (𝑥)). Отже,

{̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞} ⊂ 𝑁𝑆.

Лему доведено. 2

Як випливає з доведення леми, елементи ̂︀𝑎𝑖 визначенi однозначно з то-

чнiстю до додавання тасуючих полiномiв вiд елементiв меншого порядку.

Крiм того, всi елементи ̂︀𝑎𝑖 належать 𝑁𝑆 i полiномiально незалежнi за по-

будовою. Беручи до уваги рiвнiсть (4.4), ми кажемо, що набiр {̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞},
заданий алгоритмом, є тасуючим базисом пiдпростору 𝑁𝑆.

Зауваження 4.2. Число 𝑞 може бути меншим, рiвним або бiльшим за

𝑟. Наприклад, для одновимiрного ряду 𝑆 = 𝜂21 маємо 𝑆min = 𝑆, тобто

𝑞 = 𝑝 = 1. У цьому випадку 𝑟 = 𝑛 = 2, а дуальний базис можна вибрати

як 𝑑1 = ̂︀𝑑1 = 𝜂1, 𝑑2 = ̂︀𝑑2 = 𝜂21. Справдi, мiнiмальну реалiзацiю такого ряду

можна вибрати у виглядi
�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑥1𝑢2

з виходом ℎ(𝑥) = 𝑥2. Однак для ряду

𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂12 + 𝜂21

𝜂122 + 𝜂212 + 𝜂221

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂1 ш 𝜂2
1
2𝜂1 ш 𝜂2 ш 𝜂2

⎞⎟⎟⎠ (4.6)
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з 𝑞 = 𝑝 = 3 ми, очевидно, отримуємо 𝑟 = 𝑛 = 2: мiнiмальну реалiзацiю

можна вибрати у виглядi
�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2

з виходом ℎ(𝑥) = (𝑥1, 𝑥1𝑥2,
1
2𝑥1𝑥

2
2)

⊤.

Приклад 4.2. Для наступного ряду описаний вище алгоритм вимагає

повторення 2-го кроку нескiнченну кiлькiсть разiв:

𝑆 =

⎛⎝ 𝜂1

𝜂1 +
1
2!𝜂

ш2
1 + · · ·+ 1

𝑘!𝜂
ш𝑘
1 + · · ·

⎞⎠
Першими вiдображеннями будуть 𝐹1(𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑥1)

⊤, 𝐹2(𝑥) =

(𝑥1, 𝑥2 − 1
2𝑥

2
1)

⊤, 𝐹3(𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 1
6𝑥

3
1)

⊤ i так далi. Пiсля кожного повто-

рення один доданок з другої компоненти зникає, i порядок мiнiмально-

го доданка другої компоненти збiльшується. В результатi вiдображення

𝐹 (𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑒𝑥1)⊤ зводить 𝑆 до вигляду 𝐹 (𝑆) = (𝜂1, 0)
⊤.

Зауваження 4.3. Елементи, якi є полiномiально незалежними, мо-

жуть задовольняти полiномiальнi рiвностi вiдносно тасуючого добутку. На-

приклад, компоненти ряду (4.6) є полiномiально незалежними, оскiльки

жодна з них не є тасуючим полiномом вiд iнших. Проте вони задовольня-

ють наступну полiномiальну рiвнiсть:

2𝑆1 ш𝑆3 = 𝑆2 ш𝑆2.

4.2 Однорiдна апроксимацiя багатовимiрного ряду i

алгебраїчна еквiвалентнiсть рядiв

Беручи до уваги лему 4.2, ми пропонуємо наступне визначення однорi-

дної апроксимацiї ряду вигляду (4.1).
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Визначення 4.4. Ми говоримо, що ряд

̂︀𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
̂︀𝑎1
· · ·̂︀𝑎𝑞
⎞⎟⎟⎠ ,

де ̂︀𝑎𝑖 — однорiднi полiномiально незалежнi елементи, є однорiдною апро-

ксимацiєю ряду (4.1), якщо iснує оборотне формальне вiдображення 𝐹

таке, що ряд 𝐹 (𝑆) має вигляд (4.5).

Зауважимо, що якщо ряд (4.1) з 𝑛-вимiрними коефiцiєнтами (тобто при

𝑝 = 𝑛) має ранг Лi 𝑛 i задовольняє умову Рашевського-Чжоу

𝑐(ℒ) = R𝑛,

то визначення 4.4 збiгається зi звичайним визначенням однорiдної апро-

ксимацiї [38], [12]. У такому випадку маємо 𝑞 = 𝑝 = 𝑛, а елементи ̂︀𝑎𝑖 можна

вибрати як ̂︀𝑎𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

З iншого боку, якщо ряд (4.1) одновимiрний (тобто 𝑝 = 1), то визна-

чення 4.4 збiгається з визначенням 3.2, запропонованим у попередньому

роздiлi. У такому випадку елемент ̂︀𝑎1 можна вибрати як ̂︀𝑎1 = ̂︀𝑆.

Визначення 4.5. Ми говоримо, що два ряди алгебраїчно еквiвален-

тнi, якщо вони мають однакову однорiдну апроксимацiю.

З леми 4.2 випливає наступний результат.

Теорема 4.1. Два ряди 𝑆1 i 𝑆2 алгебраїчно еквiвалентнi тодi i тiльки

тодi, коли 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2, де множини 𝑁𝑆𝑖 визначенi для рядiв 𝑆𝑖 формулою

(4.3), тобто

𝑁𝑆𝑖 = {(𝑓(𝑆𝑖))min : 𝑓 — формальна функцiя}, 𝑖 = 1, 2.

В якостi елементiв ̂︀𝑎𝑖 однорiдної апроксимацiї можна вибрати будь-який

тасуючий базис множини 𝑁𝑆𝑖.
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Теорема 4.1 означає, що для того, щоб побудувати однорiдну апрокси-

мацiю, необов’язково знаходити перетворення, описане в лемi 4.2. Для то-

го, щоб знайти результат, тобто самi елементи ̂︀𝑎𝑖, достатньо побудувати

множину 𝑁𝑆 i взяти будь-який її тасуючий базис. Так, у прикладi 4.2, оче-

видно, множина 𝑁𝑆 складається з усiх тасуючих полiномiв вiд 𝜂1, отже, її

тасуючий базис дорiвнює ̂︀𝑎1 = 𝜂1.

Пiдкреслимо, що два алгебраїчно еквiвалентнi ряди можуть мати нео-

днакову розмiрнiсть. Наприклад, розглянемо такi ряди:

𝑆1 = 𝜂1, 𝑆2 =

⎛⎝ 𝜂1

𝜂11

⎞⎠ .

Оскiльки 𝜂11 = 1
2𝜂1 ш 𝜂1, то ряд 𝑆2 замiною 𝐹 (𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 1

2𝑥
2
1)

⊤ приво-

диться до вигляду

𝐹 (𝑆) =

⎛⎝𝜂1
0

⎞⎠ .

Отже, ряди 𝑆1 i 𝑆2 є алгебраїчно еквiвалентними; їхня однорiдна апрокси-

мацiя – це ̂︀𝑆 = 𝑆1 = 𝜂1.

Визначення 4.5 узагальнює визначення A-еквiвалентностi для рядiв з

𝑝 = 𝜌𝐿(𝑐) = 𝑛, що задовольняють умову Рашевського-Чжоу [19]. Однак це

визначення не є таким природним для загального ряду (4.1). Наприклад,

ряд (4.6) i ряд

𝑆 ′ =

⎛⎝𝜂1
𝜂2

⎞⎠
дуже схожi, оскiльки мiнiмальну реалiзацiю для кожного з них можна ви-

брати як

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2.

Зокрема, цi два ряди мають один i той самий максимальний лiвий iде-

ал, див. лему 3.1. Але цi ряди не є алгебраїчно еквiвалентними. Справдi,
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𝑁𝑆 ̸= 𝑁𝑆′: наприклад, елемент 𝜂2 належить пiдпростору 𝑁𝑆′, але не нале-

жить пiдпростору 𝑁𝑆. Причина полягає в тому, що в загальному випадку

множина 𝑁𝑆 не повнiстю визначається максимальним лiвим iдеалом. Щоб

сформулювати цю властивiсть, введемо таке визначення.

Визначення 4.6. Ми кажемо, що два ряди 𝑆1 i 𝑆2 слабо алгебраї-

чно еквiвалентнi, якщо їхнi максимальнi лiвi iдеали збiгаються, тобто

𝒥 max
𝑆1 = 𝒥 max

𝑆2 .

Очевидно, що якщо 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2, то 𝒥 max
𝑆1 = 𝒥 max

𝑆2 . Отже, отримуємо

такий наслiдок.

Наслiдок 4.1. Якщо два ряди 𝑆1 i 𝑆2 алгебраїчно еквiвалентнi, то

вони слабо алгебраїчно еквiвалентнi.

Приклад 4.3. Розглянемо два одновимiрнi ряди

𝑆1 = 𝜂1 i 𝑆2 = 𝜂11.

Нагадаємо, що 𝜂11 = 1
2𝜂1 ш 𝜂1, отже, обидва ряди мають однаковий макси-

мальний лiвий iдеал; їх одновимiрна реалiзацiя має вигляд

�̇�1 = 𝑢1

з виходами ℎ(𝑥) = 𝑥1 i ℎ(𝑥) = 1
2𝑥

2
1 вiдповiдно. Отже, 𝑆1 i 𝑆2 слабо алгебра-

їчно еквiвалентнi. Проте ми бачимо, що множини 𝑁𝑆1 i 𝑁𝑆2 не збiгаються,

оскiльки 𝜂1 ∈ 𝑁𝑆1, але 𝜂1 /∈ 𝑁𝑆2. Таким чином, 𝑆1 i 𝑆2 не є алгебраїчно

еквiвалентними.

Приклад 4.4. Розглянемо ряд

𝑆 =

⎛⎝ 𝜂2 + 𝜂21

𝜂22 + 𝜂221

⎞⎠ . (4.7)
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Застосовуючи алгоритм, описаний у доведеннi леми 4.2, ми використовуємо

вiдображення 𝐹 (𝑥) = (𝑥1,−𝑥2 + 1
2𝑥

2
1)

⊤. Оскiльки

− 𝜂22 − 𝜂221 +
1
2(𝜂2 + 𝜂21)ш (𝜂2 + 𝜂21) =

= −𝜂22 − 𝜂221 +
1
2𝜂2 ш 𝜂2 + 𝜂2 ш 𝜂21 +𝑅 =

= 𝜂221 + 𝜂212 +𝑅,

де ord(𝑅) = 4, отримуємо

𝐹 (𝑆) =

⎛⎝ 𝜂2 + 𝜂21

𝜂221 + 𝜂212 +𝑅

⎞⎠ .

Отже, як однорiдну апроксимацiю ряду 𝑆 можна взяти (𝐹 (𝑆))min, тобто

ряд

̂︀𝑆 =

⎛⎝̂︀𝑎1̂︀𝑎2
⎞⎠ =

⎛⎝ 𝜂2

𝜂221 + 𝜂212

⎞⎠ .

Тому 𝑁𝑆 = {̂︀𝑎1,̂︀𝑎2}𝑠ℎ = {𝜂2, 𝜂221 + 𝜂212}𝑠ℎ.
Побудуємо пiдалгебру Лi ℒmax

𝑆 так, щоб породжений нею лiвий iдеал

𝒥 max
𝑆 був ортогональний 𝑁𝑆.

По-перше, зауважимо, що ℒmax
𝑆 не може мiстити елементи 𝜂2 i [𝜂2, [𝜂2, 𝜂1]]

з алгебри Лi ℒ. Справдi, 𝜂2 не ортогональний елементу ̂︀𝑎1 = 𝜂2, а

[𝜂2, [𝜂2, 𝜂1]] = 𝜂221 − 2𝜂212 + 𝜂122 не ортогональний елементу ̂︀𝑎2 = 𝜂221 + 𝜂212.

По-друге, бачимо, що ℒmax
𝑆 не може мiстити 𝜂1. Справдi, якби 𝜂1 нале-

жав ℒmax
𝑆 , то елемент 𝜂22𝜂1 належав би лiвому iдеалу 𝒥 max

𝑆 . Але 𝜂22𝜂1 = 𝜂221

не є ортогональним елементу ̂︀𝑎2 = 𝜂221 + 𝜂212.

Покажемо, що

ℒmax
𝑆 = Lin{[𝜂1, 𝜂2], [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]}+

∞∑︁
𝑘=4

ℒ𝑘.

Виберемо ℓ1 = 𝜂1, ℓ2 = 𝜂2, ℓ3 = [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], якi доповнюють ℒmax
𝑆 до ℒ,

тодi елементи дуального базиса можна вибрати як 𝑑1 = 𝜂1, 𝑑2 = 𝜂2, 𝑑3 =
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𝜂221 + 𝜂212. Оскiльки 𝑑3 = 𝜂2(𝜂1 ш 𝜂2), то, користуючись методом з [38],

побудуємо вiдповiдну систему з такою кореневою пiдалгеброю Лi:

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2,

�̇�3 = 𝑥1𝑥2𝑢2.

(4.8)

Зауважимо, що в цьому випадку вихiд дорiвнює ℎ(𝑥) = (𝑥2, 𝑥3)
⊤.

Очевидно, 𝑁𝑆 ⊂ {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3}𝑠ℎ = (𝒥 max
𝑆 )⊥, а тому 𝒥 max

𝑆 – максимальний

лiвий iдеал, ортогональний 𝑁𝑆. Зокрема, (4.8) – мiнiмальна реалiзацiя ̂︀𝑆.

Тепер розглянемо ряд

𝑆 ′ =

⎛⎝ 𝜂1

𝜂221 + 𝜂212

⎞⎠ .

Покажемо, що вiн слабо алгебраїчно еквiвалентний, але не алгебраїчно

еквiвалентний 𝑆.

Справдi, мiркування, аналогiчнi наведеним вище, показують, що ℒmax
𝑆 =

𝒥 max
𝑆′ , а отже, 𝒥 max

𝑆 = 𝒥 max
𝑆′ . Це означає, що 𝑆 i 𝑆 ′ слабо алгебраїчно еквi-

валентнi. Мiнiмальна реалiзацiя 𝑆 ′ може бути вибрана як (4.8) з виходом

ℎ(𝑥) = (𝑥1, 𝑥3)
⊤.

Розглянемо 𝑁𝑆′ = {𝜂1, 𝜂221 + 𝜂212}𝑠ℎ. Очевидно, 𝜂2 /∈ 𝑁𝑆′, але 𝜂2 ∈ 𝑁𝑆.

Отже, 𝑁𝑆′ ̸= 𝑁𝑆, тобто ряди 𝑆 i 𝑆 ′ не є алгебраїчно еквiвалентними.

Нарештi, зауважимо, що мiнiмальна реалiзацiя вихiдного неоднорiдного

ряду (4.7) може бути вибрана як

�̇�1 = 𝑢1,

�̇�2 = 𝑢2 + 𝑥1𝑢2,

�̇�3 = 𝑥2𝑢2

з виходом ℎ(𝑥) = (𝑥2, 𝑥3)
⊤. Для того, щоб знайти однорiдну апроксимацiю

цiєї системи, виконаємо замiну 𝑥′3 = −𝑥3 + 1
2𝑥

2
2. Тодi отримуємо

�̇�′3 = 𝑥1𝑥2𝑢2.
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Тепер очевидно, що однорiдною апроксимацiєю є система (4.8). Таким чи-

ном, в даному прикладi однорiдна апроксимацiя мiнiмальної реалiзацiї i

однорiдна апроксимацiя самого ряду збiгаються.

Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 розглядаються реалiзовнi ряди довiльної розмiрностi.

1. Спочатку розглядається мiнiмальна частина ряду – узагальнення

однорiдної апроксимацiї одновимiрного ряду. Показано, що лiвий iде-

ал ряду 𝑆 ортогональний мiнiмальнiй частинi будь-якої формальної

функцiї вiд 𝑆 (лема 4.1). Це приводить до визначення максимального

лiвого iдеалу 𝒥 max
𝑆 , ортогонального множинi 𝑁𝑆 всiх мiнiмальних ча-

стин довiльних формальних функцiй вiд 𝑆, i вiдповiдної пiдалгебри

Лi ℒmax
𝑆 , що породжує цей iдеал.

2. Дослiдженi множини 𝑁𝑆: зокрема, показано, що iснує скiнченний на-

бiр елементiв, множина тасуючих полiномiв якого дорiвнює 𝑁𝑆 i жо-

ден з яких не є тасуючим полiномом iнших. Показано, що (оборотне)

перетворення приводить ряд 𝑆 до трикутного вигляду, в якому зга-

данi елементи утворюють «головну частину» (лема 4.2). Тож ряд з

цих елементiв природно назвати однорiдною апроксимацiєю вихiдно-

го ряду (визначення 4.4).

3. Таким чином, два ряди мають одну й ту саму однорiдну апрокси-

мацiю (тобто алгебраїчно еквiвалентнi, визначення 4.5) тодi i тiльки

тодi, коли їх множини 𝑁𝑆 спiвпадають (теорема 4.1). Це означає, що

можна побудувати однорiдну апроксимацiю ряду без зведення ряду

до трикутного вигляду.

4. Iнше природне поняття алгебраїчної еквiвалентностi – спiвпадiння

максимальних iдеалiв (слабка алгебраїчна еквiвалентнiсть, визначе-
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ння 4.6). Якщо множини 𝑁𝑆 у двох рядiв однаковi, то i максимальнi

iдеали однаковi. Отже, якщо два ряди алгебраїчно еквiвалентнi, то во-

ни i слабо алгебраїчно еквiвалентнi (наслiдок 4.1). Наведенi приклади

показують, що зворотне твердження неправильне: ряди можуть бути

слабо алгебраїчно еквiвалентними, але не бути алгебраїчно еквiва-

лентними.

Результати цього роздiлу опублiкованi у статтi [11].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї проведено дослiдження однорiдних апроксимацiй нелiнiй-

них керованих систем з виходом i вiдповiдних реалiзовних рядiв iтерованих

iнтегралiв, зокрема, їхнiх алгебраїчних властивостей, а також застосувань

до задачi оптимального керування. Отриманi результати розширюють iсну-

ючi знання щодо нелiнiйних керованих систем i включають новi методи по-

будови та аналiзу однорiдних апроксимацiй нелiнiйних керованих систем з

виходом.

Перший роздiл дисертацiйної роботи мiстить огляд та систематизацiю

низки вiдомих результатiв щодо нелiнiйних керованих систем, вiльних асо-

цiативних алгебр та вiльних алгебр Лi, що є основою для подальших до-

слiджень.

Основна частина дисертацiї присвячена дослiдженню рядiв iтерованих

iнтегралiв зi скалярними та векторними коефiцiєнтами та вiдповiдних фор-

мальних рядiв у вiльнiй асоцiативнiй алгебрi, якi вiдповiдають нелiнiйним

керованим системам, лiнiйним за керуванням, з виходом. Для таких рядiв

вводиться i дослiджується поняття однорiдної апроксимацiї.

Другий i третiй роздiли дисертацiї присвячено вивченню одновимiрних

реалiзовних рядiв та їхнiх однорiдних апроксимацiй. У цих роздiлах отри-

манi такi основнi результати:

• Вивчена однорiдна апроксимацiя мiнiмальної реалiзацiї ряду. Запро-

понована класифiкацiя однорiдних апроксимацiй мiнiмальних реалi-

зацiй одновимiрних рядiв у термiнах градуйованих пiдалгебр Лi.

• Дослiджений лiвий iдеал, що породжується кореневою пiдалгеброю

Лi однорiдного одновимiрного ряду: показано, що вiн ортогональний

до такого ряду, що дає спосiб побудови однорiдної апроксимацiї мiнi-

мальної реалiзацiї однорiдних одновимiрних рядiв.
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• Запропоноване визначення однорiдної апроксимацiї довiльного реалi-

зовного одновимiрного ряду i дослiджений зв’язок мiж кореневими

пiдалгебрами Лi однорiдної апроксимацiї ряду i його мiнiмальної ре-

алiзацiї.

• Запропонована класифiкацiя пар «однорiдна апроксимацiя мiнiмаль-

ної реалiзацiї ряду – однорiдна апроксимацiя самого ряду» в термiнах

вкладених градуйованих пiдалгебр Лi.

• Дослiджений зв’язок однорiдної апроксимацiї i апроксимацiї в сен-

сi швидкодiї, який дозволяє отримувати наближенi до оптимальних

керування для задач з одновимiрним виходом, використовуючи опти-

мальнi керування для однорiдної апроксимацiї.

• Задача швидкодiї для однорiдної системи з однорiдним виходом до-

слiджена як задача оптимiзацiї.

Роздiл 4 присвячений дослiдженню реалiзовних рядiв довiльної розмiр-

ностi. Отриманi такi основнi результати:

• Показано, що лiвий iдеал, що вiдповiдає ряду, ортогональний мiнi-

мальнiй частинi будь-якої формальної функцiї вiд цього ряду. Дослi-

дженi множини мiнiмальних частин формальних функцiй, зокрема,

щодо iснування тасуючого базису.

• Наведений метод зведення ряду до трикутного вигляду, запропонова-

не визначення однорiдної апроксимацiї ряду, дослiджена роль лiвого

iдеалу для побудови однорiдної апроксимацiї.

• Запропонованi два визначення алгебраїчної еквiвалентностi рядiв –

алгебраїчна еквiвалентнiсть i слабка алгебраїчна еквiвалентнiсть, до-

слiджений зв’язок мiж ними.
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Усi результати наведено з повними i строгими доведеннями, для iлю-

страцiї отриманих результатiв наведенi приклади.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Методи, розвинутi

в роботi, можуть бути застосованi в подальших дослiдженнях нелiнiйних

керованих систем, зокрема у питаннях апроксимацiї, оптимального керу-

вання та аналiтичного опису складних нелiнiйних процесiв.
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