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Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню нелiнiйних систем, що

є лiнiйними за керуванням, з одновимiрним i багатовимiрним виходом та

їхнiх однорiдних апроксимацiй.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений огляду вiдомих ре-

зультатiв з теорiї нелiнiйних керованих систем, якi є основою для подаль-

ших дослiджень. Роздiл починається з розгляду систем, лiнiйних за керу-

ванням, вигляду

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

де векторнi поля 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) є аналiтичними в деякому околi деякої

фiксованої точки. Вводиться поняття ряду iтерованих iнтегралiв, який є

важливим iнструментом для аналiзу таких систем: зокрема, траєкторiя

системи 𝑥(𝑡;𝑢), що вiдповiдає заданому керуванню 𝑢 = 𝑢(𝑡), може бути

розкладена в ряд iтерованих iнтегралiв

𝑥(𝑡;𝑢) = 𝑥0 +
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

коефiцiєнти якого визначаються як

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 . . . 𝑋𝑖1𝐸(𝑥0) ∈ R𝑛.

Розглядаються вiльнi градуйованi асоцiативнi алгебри, зокрема, абстра-

ктна вiльна асоцiативна алгебра ℱ , та вiльна алгебра Лi ℒ, якi використо-
вуються для дослiдження властивостей базисiв у цих алгебрах. Зокрема,



асоцiативна алгебра ℱ будується за базисом 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 елементiв, якi є абстра-

ктним аналогом iтерованих iнтегралiв, i є градуйованою з порядком, який

визначається як ord(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑘.

У роздiлi також представленi теореми про реалiзовнiсть рядiв iтерова-

них iнтегралiв, якi встановлюють умови, за яких ряд може бути реалiзова-

ний як система, лiнiйна за керуванням, з виходом. Крiм того, розглядаю-

ться вiдомi результати щодо однорiдної апроксимацiї систем для випадку

тривiального виходу. Зокрема, нагадується означення кореневої пiдалгебри

Лi, яка визначає однорiдну апроксимацiю системи. Нарештi, обґрунтову-

ється вибiр теми та конкретних завдань дисертацiйного дослiдження, якi

полягають в узагальненнi згаданого пiдходу на випадок систем з нетривi-

альним виходом.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню си-

стем з одновимiрним виходом, зокрема, знаходженню однорiдної апрокси-

мацiї мiнiмальної реалiзацiї ряду.

У пiдроздiлах 2.1-2.3 вводяться та обговорюються ряди iтерованих iнте-

гралiв, якi представляють системи з виходом. Нехай 𝑀 позначає множину

мультиiндексiв вигляду 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘), де 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚, а

𝑀0 = 𝑀 ∪ {∅}; далi |𝐼| позначає довжину 𝐼. Розглянемо ряд вигляду

𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R, а 𝜂𝐼 – елементи вiльної асоцiативної алгебри ℱ ,

якi утворюють базис ℱ як лiнiйного простору, 𝜂∅ = 1. Такий ряд визначає

лiнiйне вiдображення 𝑐 : ℱ 𝑒 → R, задане на базисних елементах ℱ 𝑒 як

𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , де ℱ 𝑒 = ℱ + R.

У пiдроздiлi 2.3 сформульовано критерiй реалiзовностi ряду у формi,

яка застосовується в подальшому (теорема 2.1).

Теорема. Нехай заданий ряд вигляду 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀0
𝑐𝐼𝜂𝐼 , який задоволь-

няє умову |𝑐(𝜂𝐼)| ≤ 𝐶1|𝐼|!𝐶 |𝐼|. Цей ряд є реалiзовним тодi i тiльки тодi,

коли iснує число 𝑛 ∈ N та елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ, для яких виконується
наступна умова: для будь-якого елемента ℓ ∈ ℒ iснують числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛,



такi що

𝑐(𝑎(ℓ−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖ℓ𝑖)) = 0

для будь-якого елемента 𝑎 ∈ ℱ 𝑒.

У такому випадку мiнiмальне 𝑛 дорiвнює мiнiмально можливiй розмiр-

ностi системи, яка реалiзує ряд 𝑆; таку систему називатимемо мiнiмальною

реалiзацiєю ряду 𝑆.

Далi у роздiлi дослiджуються мiнiмальнi реалiзацiї реалiзовних рядiв.

Зокрема, доведено, що кореневу пiдалгебру Лi, яка визначає однорiдну

апроксимацiю мiнiмальної реалiзацiї, можна знайти, не знаходячи самої

мiнiмальної реалiзацiї (пiдроздiл 2.5, теорема 2.2).

Ключовим результатом цього роздiлу є класифiкацiйна теорема та її

наслiдок (пiдроздiл 2.6, теорема 2.3 i наслiдок 2.1).

Теорема. Нехай ℒ′ — градуйована пiдалгебра Лi ненульової скiнченної

корозмiрностi. Тодi iснує одновимiрний однорiдний ряд такий, що ℒ′ є

кореневою пiдалгеброю Лi його мiнiмальної реалiзацiї.

Наслiдок. Будь-яка градуйована пiдалгебра Лi скiнченної корозмiрно-

стi є кореневою пiдалгеброю Лi мiнiмальної реалiзацiї деякого одновимiр-

ного ряду, а розмiрнiсть цiєї реалiзацiї дорiвнює корозмiрностi пiдалгебри

Лi.

Зауважимо, що доведення теореми 2.3 конструктивне, тобто показано,

як побудувати вiдповiдний ряд.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений однорiднiй апрокси-

мацiї одновимiрних рядiв iтерованих iнтегралiв i задачi швидкодiї для си-

стем з одновимiрним виходом.

У пiдроздiлi 3.1 дослiдженi однорiднi ряди i їх мiнiмальнi реалiзацiї,

що включає аналiз їх кореневих пiдалгебр Лi та вiдповiдних лiвих iдеалiв.

Зокрема, наведений спосiб побудови вiдповiдного лiвого iдеалу як макси-

мального (у сенсi включення), ортогонального однорiдному ряду.

У пiдроздiлi 3.2 введено поняття однорiдної апроксимацiї одновимiрного



ряду.

Визначення. Розглянемо ненульовий ряд 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 . Нехай 𝑟 —

мiнiмальний порядок доданкiв, якi входять до 𝑆, тобто

𝑟 = min{𝑘 ≥ 1 : 𝑐𝐼 ̸= 0 для деяких 𝐼 ∈ 𝑀𝑘}.

Тодi ряд ̂︀𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀𝑟

𝑐𝐼𝜂𝐼

називається однорiдною апроксимацiєю ряду 𝑆.

Далi в пiдроздiлi 3.2 дослiджено зв’язок алгебраїчних властивостей ви-

хiдного ряду 𝑆 i його однорiдної апроксимацiї ̂︀𝑆, зокрема, зв’язок мiж їх

кореневими пiдалгебрами Лi: доведено, що ℒ𝑆 ⊂ ℒ̂︀𝑆 (теорема 3.1).

У пiдроздiлi 3.3 наведено класифiкацiю таких пiдалгебр Лi. А саме,

доведено таку теорему (теорема 3.2).

Теорема. Нехай ℒ1 та ℒ2 – двi вкладенi градуйованi пiдалгебри Лi,

тобто ℒ1 ⊂ ℒ2 ⊂ ℒ, такi що 0 < codim(ℒ2) ≤ codim(ℒ1) < ∞. Тодi iснує

одновимiрний ряд 𝑆 такий, що ℒ1 є його кореневою пiдалгеброю Лi, а ℒ2 є

кореневою пiдалгеброю Лi його однорiдної апроксимацiї ̂︀𝑆, тобто ℒ𝑆 = ℒ1

i ℒ̂︀𝑆 = ℒ2.

Доведення теореми 3.2 конструктивне, тобто показано, як можна побу-

дувати вiдповiдний ряд.

Пiдроздiли 3.4-3.6 присвяченi дослiдженню задачi швидкодiї. У пiдроз-

дiлi 3.4 дослiджується задача швидкодiї для однорiдних рядiв або, що те

ж саме, однорiдних систем з однорiдним одновимiрним виходом. Запро-

поновано метод визначення мiнiмального часу досягнення заданого стану

системи за допомогою аналiзу вiдповiдного функцiонала на множинi допу-

стимих керувань. Доведено лему, що описує залежнiсть оптимального часу

вiд заданого значення виходу системи (лема 3.2).

Пiдроздiли 3.5-3.6 присвяченi дослiдженню апроксимацiї в сенсi швид-

кодiї. Доведено, що коли значення виходу прямує до нуля, оптимальний



час для вихiдної системи та оптимальний час для її однорiдної апрокси-

мацiї асимптотично еквiвалентнi (теорема 3.3). Крiм того, доведено, що

за певних умов оптимальнi керування однорiдної апроксимацiї наближа-

ють оптимальнi керування вихiдної системи (теорема 3.4). Це пiдтверджує

ефективнiсть однорiдної апроксимацiї при розв’язаннi задач керування ди-

намiчними системами.

У пiдроздiлi 3.6 задача оптимальної швидкодiї для однорiдного одно-

вимiрного ряду розглядається як задача оптимiзацiї у нескiнченновимiр-

ному просторi. Таке формулювання дозволяє запропонувати iнший шлях

розв’язання задачi швидкодiї. Крiм того, у пiдроздiлi запропонований ме-

тод побудови наближеного керування як розв’язку скiнченновимiрної за-

дачi оптимiзацiї.

Четвертий роздiл присвячено розвиненню отриманих результатiв на

випадок реалiзовних рядiв довiльної розмiрностi або, що те ж саме, систем

з багатовимiрним виходом.

Розглядаються формальнi ряди з векторними коефiцiєнтами вигляду

𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R𝑝. Спочатку вводиться поняття мiнiмальної ча-

стини ряду 𝑆min: це ряд, кожна компонента якого включає лише доданки,

якi мають мiнiмальний порядок: 𝑆min = ((𝑆1)min, · · · , (𝑆𝑝)min)
⊤, де компо-

ненти є однорiдними i мають вигляд (𝑆𝑗)min =
∑︀

|𝐼|=𝑟𝑗
(𝑐𝐼)𝑗𝜂𝐼 , а 𝑟𝑗 позначає

мiнiмальний порядок членiв ряду, що входять до компоненти 𝑆𝑗. Вводяться

формальнi функцiї, визначенi за допомоги тасуючого добутку,

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑝≥1

𝑓𝑞1...𝑞𝑝𝑎
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑞𝑝𝑝

з коефiцiєнтами 𝑓𝑞1...𝑞𝑝 ∈ R. Доведено, що лiвий iдеал, який вiдповiдає ряду,

ортогональний мiнiмальнiй частинi будь-якої формальної функцiї вiд ряду

(лема 4.1):

Лема. Нехай 𝑆 — реалiзовний ряд вигляду 𝑆 =
∑︀

𝐼∈𝑀 𝑐𝐼𝜂𝐼 , де 𝑐𝐼 ∈ R𝑝.

Тодi 𝒥𝑆 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min для будь-якої формальної функцiї 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝).



Далi визначається максимальний за включенням лiвий iдеал 𝒥 max
𝑆 , ор-

тогональний множинi 𝑁𝑆, i пiдалгебра Лi ℒmax
𝑆 , що породжує цей iдеал;

вони будуть використанi в пiдроздiлi 4.2 при дослiдженнi однорiдної апро-

ксимацiї ряду.

У пiдроздiлi 4.1 дослiджується множина мiнiмальних частин ком-

понентiв ряду, розглянутих в лемi, позначена як 𝑁𝑆 = {(𝑓(𝑆))min :

𝑓 є формальною функцiєю}. А саме, запропонований алгоритм побудови

тасуючого базису 𝑁𝑆, тобто такої множини елементiв ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 ∈ 𝑁𝑆, жо-

ден з яких не є тасуючим полiномом вiд iнших, а довiльний елемент 𝑁𝑆 є

тасуючим полiномом вiд ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 (лема 4.2).
У пiдроздiлi 4.2 вводиться поняття однорiдної апроксимацiї ряду з кое-

фiцiєнтами довiльної вимiрностi, яке узагальнює як випадок одновимiрного

виходу, так i випадок тривiального виходу.

Визначення. Ряд

̂︀𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
̂︀𝑎1
· · ·̂︀𝑎𝑞

⎞⎟⎟⎠ ,

де ̂︀𝑎𝑖 — однорiднi елементи, є однорiдною апроксимацiєю ряду 𝑆, якщо

iснує оборотне формальне вiдображення 𝐹 таке, що ряд 𝐹 (𝑆) має вигляд

𝑆 ′ = 𝐹 (𝑆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

̂︀𝑎1 +𝑅1

· · ·̂︀𝑎𝑞 +𝑅𝑞

0

· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де жоден з елементiв ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 не дорiвнює тасуючому полiному вiд iн-

ших, а 𝑅𝑖 мiстить елементи порядку, бiльшого за ord(̂︀𝑎𝑖).
Це визначення приводить до поняття алгебраїчної еквiвалентностi ря-

дiв: ми кажемо, що два ряди є алгебраїчно еквiвалентними, якщо вони



мають одну й ту саму однорiдну апроксимацiю.

Попереднi результати приводять до наступного критерiю (теорема 4.1).

Теорема. Два ряди 𝑆1 i 𝑆2 алгебраїчно еквiвалентнi тодi i тiльки

тодi, коли 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2. В якостi елементiв ̂︀𝑎𝑖 однорiдної апроксимацiї
можна вибрати будь-який тасуючий базис множини 𝑁𝑆𝑖.

Зокрема, алгебраїчно еквiвалентнi ряди можуть мати рiзну кiлькiсть

компонент, але їх структура визначається спiльною однорiдною апрокси-

мацiєю.

З iншого боку, якщо два ряди мають один i той самий максимальний

лiвий iдеал, їх теж можна вважати в певному сенсi еквiвалентними. У пiд-

роздiлi 4.2 введене поняття слабкої алгебраїчної еквiвалентностi: два ряди

називаються слабо алгебраїчно еквiвалентними, якщо вони мають один i

той самий лiвий iдеал.

Нарештi, показано, що якщо два ряди алгебраїчно еквiвалентнi, то во-

ни слабо алгебраїчно еквiвалентнi (наслiдок 4.1). Однак ряди можуть бути

слабо алгебраїчно еквiвалентними, але при цьому не бути алгебраїчно еквi-

валентими, що демонструють розглянутi в пiдроздiлi 4.2 приклади.
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