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Актуальнiсть теми дисертацiї.
У дисертацiйнiй роботi розглядаються нелiнiйнi динамiчнi системи, якi за-

даються звичайними диференцiальними рiвняннями, з функцiональними па-
раметрами (керуваннями), причому доступними є одна чи кiлька функцiй вiд
координат (вихiд). Права частина диференцiальних рiвнянь i вихiд є дiйсно-
аналiтичними функцiями вiд координат, а керування входять лiнiйно. Для та-
ких систем можливо подати вихiд у виглядi ряду, членами якого є так званi
iтерованi iнтеграли вiд керувань зi скалярними або векторними сталими ко-
ефiцiєнтами. Ряд буде збiгатися, якщо керування обмеженi майже всюди фi-
ксованою константою i розглядаються на досить малому iнтервалi. Дослiдже-
ння таких систем досить iнтенсивно проводилися останнi кiлька десятилiть.
Зауважу, що iтерованi iнтеграли є нелiнiйними функцiоналами вiд керувань.
Їх структура дозволяє використовувати алгебраїчнi методи дослiдження, якщо
iнтерпретувати лiнiйну оболонку iтерованих iнтегралiв як вiльну асоцiативну
некомутативну алгебру. Цей пiдхiд приводить до отримання змiстовних резуль-
татiв щодо властивостей систем. Одне з важливих питань є питання щодо на-
ближення ряду його скiнченним вiдрiзком. У контекстi розглядуваної задачi
цей скiнченний вiдрiзок має вiдповiдати системi з певного класу. Один з тради-
цiйних класiв – клас однорiдних систем; вiдповiдна апроксимацiя називається
однорiдною. Однорiднi апроксимацiї дослiджувалися рiзними методами, в тому
числi з застосуванням вiльних алгебр. Зокрема, глибокi результати були отри-
манi науковцями кафедри прикладної математики Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В. Н. Каразiна рiзних рокiв – проф. Скляром Г.М., проф.
Iгнатович С.Ю., доц. Бархаєвим П.Ю. Дана дисертацiя продовжує цей пiдхiд,
в нiй отриманi новi результати щодо однорiдної апроксимацiї у випадку, який
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не був розглянутий ранiше, але є загальним: коли вихiд не є тривiальним, тобто
вiдрiзняється вiд траєкторiї.

Характеристика змiсту дисертацiї в цiлому.
Дисертацiйна робота мiстить анотацiю, вступ, чотири роздiли з висновка-

ми до кожного роздiлу, загальнi висновки до дисертацiї, список використаних
джерел, додаток зi списком наукових публiкацiй здобувача за темою дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду результатiв, якi є основою даного дослi-
дження.

Другий роздiл присвячений дослiдженню нелiнiйних керованих систем, по-
роджених аналiтичними векторними полями, з одновимiрним аналiтичним ви-
ходом i вiдповiдних рядiв iтерованих iнтегралiв. Дослiдженi однорiднi апрокси-
мацiї мiнiмальних реалiзацiй рядiв.

У третьому роздiлi продовжене дослiдження систем з одновимiрним виходом.
Вводиться поняття однорiдної апроксимацiї ряду i дослiджується його зв’язок з
однорiдною апроксимацiєю мiнiмальної реалiзацiї ряду. Для систем з одновимiр-
ним виходом вивчається задача швидкодiї. Отриманi умови, за яких розв’язок
задачi швидкодiї для однорiдної апроксимацiї ряду наближає розв’язок задачi
швидкодiї для самої системи.

У четвертому роздiлi дослiджується випадок багатовимiрного виходу. Вводи-
ться i дослiджується поняття однорiдної апроксимацiї вiдповiдного ряду. Вводя-
ться два поняття алгебраїчної еквiвалентностi систем з виходом, дослiджується
зв’язок мiж ними.

Основнi результати дисертацiї повню мiрою опублiкованi у трьох статтях у
фахових наукових виданнях, одне з яких iндексується у наукометричнiй базi
Scopus.

Таким чином, дисертацiя присвячена дослiдженню нелiнiйних керованих си-
стем i вiдповiдних рядiв iтерованих iнтегралiв. Варто зауважити, що у дисерта-
цiї використовується досить складна технiка, пов’язана з застосуванням вiльних
асоцiативних алгебр i алгебр Лi i їх базисiв. Разом з рядами iтерованих iнтегра-
лiв розглядаються формальнi ряди в абстрактнiй асоцiативнiй некомутативнiй
алгебрi, яка iзоморфна алгебрi iтерованих iнтегралiв, i всi конструкцiї розгля-
даються в цiй абстрактнiй алгебрi. Крiм асоцiативної алгебраїчної операцiї, ва-
жливу роль вiдiграє (комутативна) операцiя тасуючого добутку i її зв’язок з
алгеброю Лi. Ряди елементiв абстрактної алгебри є формальними, але оскiльки
над рядами виконуються здебiльшого полiномiальнi операцiї, то повернення до
звичайних збiжних рядiв iтерованих iнтегралiв не є проблемою. Виключенням
є роздiл 4, де розглядається алгоритм побудови однорiдної апроксимацiї, який
може потребувати нескiнченної кiлькостi крокiв (с.119-120). Крiм цього, в роз-
дiлi 3 розглядається задача швидкодiї i використовується аналiтична технiка
(теорема Брауера, похiдна Фреше тощо).
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Найважливiшi новi результати, одержанi в дисертацiї, i їх обґрун-
тованiсть

Основний новий науковий результат дисертацiї – розвиток пiдходу рядiв i
вiльних алгебр на випадок нелiнiйних систем, лiнiйних за керуванням, з до-
вiльним виходом.

Детальнiше, у дисертацiї одержанi такi новi результати.
1. Запропонований метод побудови кореневої пiдалгебри Лi, яка «вiдповiдає»

за однорiдну апроксимацiю мiнiмальної реалiзацiї одновимiрних рядiв iтерова-
них iнтегралiв, отримана класифiкацiя всiх таких кореневих пiдалгебр Лi.

2. Запропоноване визначення однорiдної апроксимацiї одновимiрного ряду
iтерованих iнтегралiв i дослiджений взаємозв’язок мiж кореневою пiдалгеброю
Лi ряду i кореневою пiдалгеброю Лi мiнiмальної реалiзацiї ряду, отримана кла-
сифiкацiя всiх таких пар кореневих пiдалгебр Лi.

3. Показано, що якщо виконанi деякi додатковi умови, то оптимальний час i
оптимальне за швидкодiєю керування для однорiдної апроксимацiї наближають
оптимальний час i оптимальне за швидкодiєю керування для самої системи.

4. Показано, що для одновимiрного однорiдного ряду розв’язання задачi
швидкодiї можна звести до розв’язання задачi оптимiзацiї у нескiнченновимiр-
ному просторi.

5. Для рядiв iтерованих iнтегралiв з багатовимiрними коефiцiєнтами, якi
вiдповiдають випадку виходу довiльної розмiрностi, запропоноване визначення
однорiдної апроксимацiї i алгоритм побудови такої апроксимацiї. Введенi два
поняття алгебраїчної еквiвалентностi i описаний взаємозв’язок мiж ними.

Усi результати, одержанi в дисертацiї, наведенi з повними i строгими мате-
матичними доведеннями, що пiдтверджує їх коректнiсть. Одержанi результати
iлюструються прикладами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дослiдження виконане у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень

кафедри прикладної математики i в рамках НДР «Оптимальне керування, стiй-
кiсть i стабiлiзацiя динамiчних систем складної природи» (№ 0119U002530), що
виконувалося на кафедрi прикладної математики Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В.Н. Каразiна.

Дотримання академiчної доброчесностi.
Дисертацiю було перевiрено з застосуванням антиплагiатної системи Stri-

keplagiarism. Аналiз звiту подiбностi, а також тексту дисертацiї i наукових пу-
блiкацiй здобувача свiдчить, що робота виконана з дотриманням принципiв ака-
демiчної доброчесностi.

Дискусiйнi положення та зауваження.
По дисертацiйнiй роботi наявнi наступнi зауваження та запитання:

• На с.36 не зовсiм зрозумiло, яким чином формула (1.16) визначає пiдпро-
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стiр Pk при k = 1. Краще було б визначити цей пiдпростiр так, як це
зроблено в теоремi 2.2.

• С. 49. Лiнiйна незалежнiсть рядiв Fc(ℓj) гарантує лише лiнiйну незале-
жнiсть послiдовностей їх коефiцiєнтiв як елементiв простору послiдовно-
стей. Тому бажано надати бiльш детальнi обґрунтування, чому iснують
такi мультиiндекси I1, ..., In ∈ M0, що матриця (2.11) є невиродженою.

• С. 53. Як в формулi (2.18) дiє вiдображення c̃(ℓ) на елементи eℓ1x1 · · · eℓnxn,
що є рядами в алгебрi F ? Це вiдображення ранiше було визначено лише
на лiнiйних комбiнацiях елементiв F .

• С. 54. В усiх прикладах потрiбно було зробити припущення вiдносно m.

• С. 64. При формулюваннi леми 2.2 необхiдно було зазначити, що n–фiксоване
натуральне число.

• С. 72. Доцiльно було б додати бiльш детальне обґрунтування, чому скiн-
ченна сума завжди є реалiзовною.

• С. 76. Як саме можна скористатися лемою 2.1 для обґрунтування iснування
керованої системи вигляду (2.3) ?

• На с. 76 при доведеннi леми 3.1 з’являється нерiвнiсть n′ ≥ n, проте до
цього моменту не є визначеним n. Малось на увазi, що n = codim(LS) ?

• На с. 78 замiсть DS скрiзь повинно бути DŜ.

• С. 78. Замiсть x1 = u1 повинно бути ẋ1 = u1.

• С. 80–81. У випадку L1 = L2 твердження теореми 3.2 є прямим наслiдком
теореми 2.3. То ж навiщо повторювати мiркування, якi було зроблено при
доведеннi теореми 2.3 ?

• С. 68 та 82. При визначеннi ряду Fc(ℓ) втрачено додавання за k.

• При доведеннi теореми 3.3 (с. 93–98) не варто використовувати позначення
x для аргумента функцiї Gs(x), оскiльки x – це векторний аргумент полiв
Xi(x) в системi (3.26). Також при доведеннi теореми 3.3 був використаний
принцип нерухомої точки, бажано було б в цьому мiстi надати посилання
на теорему Брауера.

• С. 106. В лiвiй частинi рiвностi на другому рядку пропущено dτ1.

• С. 116. При доведеннi леми 4.1 використовувався n-вимiрний ряд S̃, який
визначався як мiнiмальна реалiзацiя вихiдного ряду S, хоча в пiдроздiлi 2.4
було визначено ряд S̃ iншим шляхом. Виникає питання, чи це рiзнi ряди,
чи вони спiвпадають.

4



• В зауваженнi 4.2 (с. 121) потрiбно уточнити вигляд дуального базису.

• С. 124 (останнi два рядки). Навiщо використовувати лему 3.1, сформульо-
вану для одновимiрних рядiв, для перевiрки рiвностi максимальних лiвих
iдеалiв багатовимiрних рядiв ?

Цi зауваження i питання жодною мiрою не впливають на загальну позитивну
оцiнку дисертацiйної роботи.

Загальний висновок.
Вважаю, що дисертацiя «Побудова та аналiз однорiдних апроксимацiй нелi-

нiйних керованих систем» мiстить новi науковi результати i вiдповiдає вимогам
Постанови Кабiнету Мiнiстрiв України вiд 12.01.2022 р. № 44 «Про затвердже-
ння Порядку присудження ступеня доктора фiлософiї та скасування рiшення
разової спецiалiзованої вченої ради закладу вищої освiти, наукової установи про
присудження ступеня доктора фiлософiї» i Наказу Мiнiстерства освiти i науки
України вiд 12.01.2017 р. № 40 «Про затвердження Вимог до оформлення дисер-
тацiї». Здобувачка Андреєва Дар’я Миколаївна виконала завдання дослiдження
на високому науковому рiвнi i заслуговує на присудження їй наукового ступеня
доктора фiлософiї за спецiальнiстю 113 – Прикладна математика, галузь знань
11 – Математика та статистика.

Офiцiйний рецензент
кандидат фiзико-математичних наук,
доцент кафедри прикладної математики
Харкiвського нацiонального унiверситету
iменi В.Н. Каразiна Олексiй ПIВЕНЬ
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РЕЦЕНЗІЯ 
  
офіційного рецензента, доцента кафедри прикладної математики 
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фізико-математичних наук Бебії Максима Отарійовича на дисертаційну 
роботу Андреєвої Дар’ї Миколаївни «Побудова та аналіз однорідних 
апроксимацій нелінійних керованих систем», подану на здобуття наукового 
ступеня доктора філософії з галузі знань 11 – «Математика та статистика» за 
спеціальністю 113 – «Прикладна математика» 
 
 

1. Обґрунтування вибору теми дослідження.  
Роботу присвячено дослідженню задачі однорідної апроксимації 

нелінійних керованих систем. Детальніше, розглядаються властивості 
нелінійних систем, у праву частину яких керування входять лінійно. Такий 
клас систем є важливим для застосувань. Варто зазначити, що цей клас є 
частковим випадком систем з афінною за керуванням правою частиною, для 
якого детально вивчено задачі керованості, спостережуваності, 
стабілізовності, лінеаризовності, а також задачі побудови керування у 
вигляді зворотного зв’язку, оптимального керування тощо. На практиці 
типовою є ситуація, коли для спостереження доступна не вся траєкторія 
системи, а лише одна чи кілька функцій від координат системи (вихід).  

Один з можливих підходів до дослідження систем, афінних або 
лінійних за керуванням, полягає в тому, щоб «розв’язати» систему, тобто  
подати вихід у вигляді ряду, членами якого є кратні інтеграли від керувань з 
векторними або скалярними коефіцієнтами. У випадку систем, лінійних за 
керуванням, отримуємо так звані ітеровані інтеграли. Ітеровані інтеграли як 
функціонали від керувань утворюють асоціативну алгебру, що дозволяє 
застосувати добре розвинені алгебраїчні методи. 

Такий підхід, зокрема, дозволив детально дослідити задачу однорідної 
апроксимації для афінних і лінійних за керуванням систем. Так, цікаві 



результати були отримані Г.М. Скляром, С.Ю. Ігнатович, П.Ю. Бархаєвим. 
Відзначу, що застосування алгебраїчних методів зводить задачу побудови 
однорідних апроксимацій переважно до типових задач лінійної алгебри і 
комбінаторики (знаходження ортопроєкції, побудова базису, знаходження 
всіх тасуючих перестановок тощо), тож для побудови можна використати 
стандартні пакети прикладних програм.  

Але в роботах з цього напрямку розглядався лише частковий випадок 
«тривіального» виходу, тобто виходу, який співпадає з траєкторією. Отже, 
природно розглянути узагальнення такого алгебраїчного підходу на 
загальний випадок довільного виходу. Саме цьому і присвячено дану 
дисертацію.  

   
2. Структура та зміст дисертаційної роботи.  
Дисертація складається з анотації, змісту, вступу, чотирьох розділів, 

висновків, списку використаних джерел і одного додатку. 
Вступ містить необхідну інформацію щодо обґрунтування вибору теми 

дослідження, щодо мети, завдань, методів, наукової новизни, практичного 
значення дослідження, зв’язку роботи з науковими програмами, особистого 
внеску здобувача, апробації і публікацій, а також щодо структури і обсягу 
дисертації.   

Перший розділ містить огляд попередніх результатів і міркування, що 
приводять до вибору теми дослідження. 

У другому розділі розглядаються нелінійні керовані системи з 
одновимірним виходом, що є лінійними за керуванням. Основний метод, що 
застосовується в дисертації, полягає в тому, щоб замість таких систем 
розглядати ряди ітерованих інтегралів зі сталими коефіцієнтами. Тому цей 
розділ починається з детальних пояснень властивостей ітерованих інтегралів, 
алгебри ітерованих інтегралів і відповідної абстрактної асоціативної алгебри. 
Далі умови реалізовності рядів з одновимірними коефіцієнтами 
викладаються з використанням введених понять. Нарешті, досліджується 
однорідна апроксимація мінімальної реалізації такого ряду (тобто керованої 
системи мінімальної розмірності, для якої існує вихід, що розкладається у 
даний ряд). А саме, надається опис алгебраїчного об’єкту, що відповідає за 
однорідну апроксимацію, – кореневої підалгебри Лі на мові вихідного ряду. 

Третій розділ є центральним в роботі. По-перше, тут вводиться 
основне поняття дисертації для одновимірних реалізовних рядів, а саме, 
поняття однорідної апроксимації ряду, і досліджується зв’язок однорідної 
апроксимації ряду і однорідної апроксимації його мінімальної реалізації. Це 
дослідження проводиться з використанням відповідних підалгебр Лі. По-



друге, в цьому розділі отримано результати, які пояснюють значення поняття 
однорідної апроксимації в сенсі задачі оптимального керування. А саме, 
доведено, що за певних умов розв’язок задачі швидкодії для однорідної 
апроксимації ряду наближає розв’язок задачі швидкодії для самого ряду. При 
цьому, під задачею швидкодії для ряду мається на увазі задача швидкодії для 
відповідної керованої системи з умовою-рівністю на правому кінці, яка 
відповідає виходу. Як приклад, наведено задачу швидкодії для двовимірної 
системи �̇�ଵ = 𝑢ଵ , �̇�ଶ = 𝑥ଵ𝑢ଶ  із виходом𝑦 = 𝑥ଵ𝑥ଶ , з початковою точкою в 
початку координат і обмеженням на керування 𝑢ଵ

ଶ(𝑡) + 𝑢ଶ
ଶ(𝑡) ≤ 1. Ця система 

є однорідною, і розв’язок можна знайти явно, якщо скористатися принципом 
максимуму Понтрягіна. У роботі наведено інше цікаве міркування щодо 
розв’язання таких задач для однорідних систем, а саме, зведення їх до задачі 
оптимізації у просторі 𝐿ଶ([0,1]; R

ଶ). 
У четвертому розділі наводиться узагальнення результатів про 

однорідну апроксимацію на випадок виходу довільної розмірності. Зокрема, 
пропонується визначення однорідної апроксимації ряду ітерованих інтегралів 
довільної розмірності, яке узагальнює як одновимірний випадок, так і відоме 
поняття однорідної апроксимації для випадку «тривіального» виходу, і 
досліджуються його властивості. 

Висновки містять короткий перелік основних результатів, отриманих в 
дисертації. 

Загалом, зміст дисертаційної роботи і отримані у ній  результати 
відповідають спеціальності «Прикладна математика» і темі дисертації 
«Побудова та аналіз однорідних апроксимацій нелінійних керованих 
систем».  

 
3. Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 
Зміст дисертаційної роботи відповідає науковому напрямку кафедри 

прикладної математики Харківського національного університету імені 
В.Н. Каразіна (математична теорія керування). Дослідження виконано також 
в рамках науково-дослідної теми «Оптимальне керування, стійкість і 
стабілізація динамічних систем складної природи», № держреєстрації 
0119U002530, яка виконувалася на кафедрі прикладної математики. 

 
4. Ступінь обґрунтованості наукових положень, висновків і 

рекомендацій, сформульованих у дисертації. 
Усі результати дисертації супроводжуються строгими математичними 

доведеннями, детальними поясненнями і прикладами. Отримані нові 
результати належним чином опубліковані у трьох статтях в авторитетних 



наукових рецензованих виданнях, а саме, одна стаття – в журналі «Journal of 
Optimization, Differential Equations and their Applications», який індексується у 
Scopus, дві статті – у фаховому науковому журналі «Вісник Харківського 
національного університету імені В.Н.Каразіна. Серія Математика, 
прикладна математика і механіка». Результати пройшли апробацію на 
чотирьох міжнародних наукових конференціях, а також доповідалися на 
засіданні наукового семінару кафедри прикладної математики Харківського 
національного університету імені В.Н.Каразіна. 

 
5. Основні наукові результати, одержані автором, та їх новизна. 
До основних наукових результатів, одержаних автором, відносяться: 

1) дослідження однорідної апроксимації мінімальної реалізації рядів 
ітерованих інтегралів з одновимірними коефіцієнтами з використанням 
техніки вільних алгебр, в тому числі класифікація кореневих підалгебр 
Лі мінімальних реалізацій, 

2) спосіб побудови однорідної апроксимації мінімальної реалізації для 
однорідних рядів, оснований на властивостях відповідного лівого 
ідеалу,  

3) визначення однорідної апроксимації одновимірного реалізованого 
ряду, опис зв’язку між кореневими підалгебрами Лі ряду і його 
мінімальної реалізації, класифікація таких пар підалгебр Лі, 

4) зв’язок між однорідною апроксимацією і апроксимацією в сенсі 
швидкодії для одновимірних рядів ітерованих інтегралів, зведення 
задачі швидкодії для однорідних рядів до задачі оптимізації, 

5) визначення однорідної апроксимації реалізованого ряду довільної 
розмірності, спосіб побудови однорідної апроксимації, оснований на 
властивостях відповідного лівого ідеалу,  

6) визначення алгебраїчної еквівалентності і слабкої алгебраїчної 
еквівалентності рядів, опис зв’язку між ними. 

 
6. Практичне значення одержаних результатів. 
Одержані результати можуть бути застосовані до аналізу і побудови 

керувань для конкретних систем, які моделюють різноманітні керовані 
процеси, зокрема, механічні (керування рухом маніпуляторів, транспортних 
засобів, дронів тощо).  

 
7. Дотримання принципів академічної доброчесності. 
Отримані в роботі результати є новими і отримані здобувачкою 

самостійно. Дисертацію було перевірено з застосуванням антиплагіатної 



програми Strikeplagiarism. Аналіз звіту подібності дає підстави зробити 
висновок щодо відсутності у тексті роботи ознак порушення академічної 
доброчесності. Використані в роботі результати супроводжуються 
належними посиланнями на відповідні джерела. 

 
8. Дискусійні положення та зауваження до змісту дисертації. 
1)  Номери формул (2.2), (2.25) та (2.33) не помістилися у відповідні 

рядки й змістилися вниз, чого можна було б уникнути, розділивши формули 
на кілька рядків або зменшивши шрифт. 

2) В роботі розглядаються два типи обмеження на керування: 
обмеження на модуль кожного керування (2.2) і обмеження на суму квадратів 
керувань (3.13). Щодо другого типу, в роботі наявне пояснення: таке 
обмеження є зручнішим для задачі оптимальної швидкодії. Було б добре ще 
пояснити, чи можна було з самого початку в якості обмеження на керування 
вибрати (3.13).  

3) Було б цікаво розвинути ідею підрозділу 3.6 щодо зведення 
однорідної задачі швидкодії до задачі оптимізації. А саме, дослідити системи 
рівнянь для керувань, які виходять після застосування методу Лагранжа, у 
загальному випадку, і порівняти з умовами, які можна отримати з 
застосуванням принципу максимуму Понтрягіна.   

4) Наприкінці підрозділу 3.6 (стор. 107-108) запропоновано метод 
наближеного знаходження оптимального за швидкодією керування для одної 
однорідної системи: якщо розкласти керування у ряд Фур’є і обмежитися 
кількома першими доданками, то задача зводиться до скінченновимірної 
задачі оптимізації. При цьому обмеження на керування можуть 
порушуватися. По-перше, про це варто було сказати в тексті. По-друге, було 
б цікаво запропонувати такий наближений метод, для якого наближені 
керування задовольняли б задане обмеження.    

5) Нарешті, зазначу, що однорідні апроксимації систем, афінних за 
керуванням, в околі точки спокою можуть бути досліджені за допомогою 
аналогічного алгебраїчного підходу. Як побажання на майбутнє: цікаво 
дослідити однорідні апроксимації для таких систем з виходом.  

Ці зауваження не є принциповими і не знижують високу оцінку 
дисертаційної роботи. 

 
9. Загальні висновки щодо дисертаційної роботи. 
У дисертаційній роботі Андреєвої Дар’ї Миколаївни «Побудова та 

аналіз однорідних апроксимацій нелінійних керованих систем» отримано 
нові цікаві наукові результати щодо властивостей нелінійних керованих 



систем. За тематикою і змістом дослідження відповідає спеціальності 113 – 
«Прикладна математика» галузі знань 11 – «Математика та статистика». 
Дисертація є завершеною науковою працею, виконана здобувачкою 
самостійно і на високому науковому рівні та задовольняє вимоги наказу 
МОН України №40 від 12.01.2017 р. «Про затвердження Вимог до 
оформлення дисертацій» і вимоги «Порядку присудження ступеня доктора 
філософії та скасування рішення разової спеціалізованої вченої ради закладу 
вищої освіти, наукової установи про присудження ступеня доктора 
філософії», затвердженого постановою Кабінету Міністрів України №44 від 
12.01.2022 р., а її автор – здобувачка Андреєва Дар’я Миколаївна заслуговує 
на присудження їй наукового ступеня доктора філософії за спеціальністю 113 
– «Прикладна математика». 

 
 
Офіційний рецензент, 
кандидат фізико-математичних наук, 
доцент кафедри прикладної математики  
Харківського національного  
університету імені В. Н. Каразіна     Максим БЕБІЯ 
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ÂIÄÃÓÊ

îôiöiéíîãî îïîíåíòà, ñòàðøîãî íàóêîâîãî ñïiâðîáiòíèêà Ôiçèêî-òåõíi÷íîãî

iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê

Óêðà¨íè, êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Õàëiíî¨ Êàòåðèíè Ñåðãi¨âíè

íà äèñåðòàöiéíó ðîáîòó Àíäðå¹âî¨ Äàð'¨ Ìèêîëà¨âíè ¾Ïîáóäîâà òà àíàëiç

îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì¿, ïîäàíó íà çäîáóòòÿ

íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ ç ãàëóçi çíàíü 11 Ìàòåìàòèêà òà

ñòàòèñòèêà çà ñïåöiàëüíiñòþ 113 Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà

Àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ. Ó íåëiíiéíié òåîði¨ êåðóâàííÿ äîñëi-

äæóþòüñÿ çàäà÷i êåðîâàíîñòi, ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî i îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-

íÿ òîùî äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì. Òàêi çàäà÷i çàçâè÷àé äóæå ñêëàäíi,

i îäèí iç çàãàëüíîâæèâàíèõ ïiäõîäiâ � ëiíåàðèçóâàòè ñèñòåìó, òîáòî çàìiíèòè

âèõiäíó íåëiíiéíó ñèñòåìó áëèçüêîþ äî íå¨ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ i âèêîðèñòàòè

¨¨ äëÿ ïîáóäîâè êåðóâàíü. Àëå íå äëÿ âñiõ êëàñiâ ñèñòåì öå äîöiëüíî, îñêiëüêè

òàêà ëiíiéíà ñèñòåìà ìîæå áóòè íåêåðîâàíîþ, õî÷à âèõiäíà íåëiíiéíà ñèñòåìà

áóëà êåðîâàíîþ. Ó òàêîìó âèïàäêó âàðòî çàìiíþâàòè âèõiäíó ñèñòåìó íåëiíié-

íîþ, àëå ïðîñòiøîþ ñèñòåìîþ. Îäèí iç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ � â ÿêîñòi òàêîãî

êëàñó ïðîñòiøèõ ñèñòåì ðîçãëÿíóòè îäíîðiäíi ñèñòåìè. Òàêîþ ¹ ïîñòàíîâêà

çàäà÷i îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, ÿêié ïðèñâÿ÷åíî äàíó äèñåðòàöiþ.

Çàäà÷à îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ àêòèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîòÿãîì êiëüêîõ

äåñÿòèëiòü iç âèêîðèñòàííÿì ðiçíîìàíiòíèõ ìåòîäiâ. Îäèí iç ìîæëèâèõ ïiä-

õîäiâ ïîâ'ÿçàíèé ç âèêîðèñòàííÿì òåõíiêè âiëüíèõ àëãåáð; âií ðîçâèâàâñÿ â

ðîáîòàõ Ì. Ôëiññà, Ì. Êàâñêi, Ã. Ñóññìàíà, Ã. Ì. Ñêëÿðà, Ñ. Þ. Iãíàòîâè÷ òà

iíøèõ. Ó äàíié äèñåðòàöi¨ òàêèé ïiäõiä ðîçâèâà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó, â ÿêîìó âií

ùå íå áóâ çàñòîñîâàíèé, � äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ç óðàõóâàííÿì

âèõîäó. Òîìó òåìà äîñëiäæåííÿ ¹ öiêàâîþ i àêòóàëüíîþ.
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Îöiíêà çìiñòó äèñåðòàöi¨ â öiëîìó, ¨¨ çàâåðøåíîñòi. Äèñåðòàöiÿ

ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî âèáið òåìè äîñëiäæåííÿ, âèçíà÷åíi ìåòà, îá'¹êò, ïðå-

äìåò, çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îñîáè-

ñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Ó ðîçäiëi 1 íàâåäåíî âiäîìi ðàíiøå ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ïîäàëüøîìó. Çîêðåìà, ïîÿñíåíî, ÿê äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì ç äî-

ñëiäæóâàíîãî êëàñó âèíèêàþòü ðÿäè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ, ÿêi àëãåáðà¨÷íi

ñòðóêòóðè âîíè ïîðîäæóþòü, ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìè ïðî áàçèñ Ïóàíêàðå-

Áiðêãîôà-Âiòòà i äóàëüíèé áàçèñ òà òåîðåìó ïðî óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó.

Êðiì òîãî, êîðîòêî îïèñàíî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè Ã.Ì. Ñêëÿðà i Ñ.Þ. Iãíàòî-

âè÷ ùîäî îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøèõ ðîçäi-

ëàõ, çîêðåìà, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ïîíÿòòÿ êîðåíåâî¨ ïiäàëãåáðè Ëi i âiäïîâiäíîãî

ëiâîãî iäåàëó.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, îäåðæàíi çäîáóâà÷êîþ, ìiñòÿòüñÿ â ðîçäi-

ëàõ 2-4. À ñàìå, ïîñëiäîâíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äëÿ

íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ç âèõîäîì.

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî îäíîâèìiðíi ðÿäè, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü âèõiä ñèñòå-

ìè, äîñëiäæåíî ìiíiìàëüíi ðåàëiçàöi¨ òàêèõ ðÿäiâ ç òî÷êè çîðó ¨õ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié. Çîêðåìà, îäåðæàíî îïèñ êîðåíåâî¨ ïiäàëãåáðè Ëi ìiíiìàëüíî¨

ðåàëiçàöi¨ i äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêà ãðàäóéîâàíà ïiäàëãåáðà Ëi ñêií÷åííî¨ êî-

ðîçìiðíîñòi ¹ êîðåíåâîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi ìiíiìàëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ÿêîãîñü ðÿäó.

Ó ðîçäiëi 3 áiëüø äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî îäíîâèìiðíi ðåàëiçîâíi ðÿäè iòåðî-

âàíèõ iíòåãðàëiâ. Ó öüîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðî-

êñèìàöi¨ ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðîêñè-

ìàöi¨ ðÿäó i îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ìiíiìàëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ðÿäó. Òàê, äîâå-

äåíî, ùî êîðåíåâà ïiäàëãåáðà Ëi ìiíiìàëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ¹ ïiäìíîæèíîþ êî-

ðåíåâî¨ ïiäàëãåáðè Ëi îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðÿäó. Áiëüø òîãî, ïîêàçàíî,

ùî áóäü-ÿêi äâi âêëàäåíi ãðàäóéîâàíi ïiäàëãåáðè Ëi ñêií÷åííî¨ êîðîçìiðíîñòi

¹ êîðåíåâîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi ÿêîãîñü ðÿäó i êîðåíåâîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi ìiíi-

ìàëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ öüîãî ðÿäó, âiäïîâiäíî. Çàóâàæó, ùî â äîâåäåííÿõ ñóòò¹âî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âiëüíèõ àñîöiàòèâíèõ àëãåáð i ¨õ áàçèñiâ.

Êðiì òîãî, â ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i àïðî-
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êñèìàöi¨ â ñåíñi øâèäêîäi¨ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì,

ç îäíîâèìiðíèì âèõîäîì. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî çà äåÿêèõ óìîâ îïòèìàëüíi

÷àñ i êåðóâàííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íàáëèæàþòü îïòèìàëüíi ÷àñ i êåðó-

âàííÿ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè âèõiä ¹ îäíîâèìiðíèì, òî

çàäà÷à øâèäêîäi¨ ìîæå áóòè çâåäåíà äî çàäà÷i îïòèìiçàöi¨; òàêó çàäà÷ó òåæ

äîñëiäæåíî â ðîçäiëi 3.

Ðîçäië 4 ïðèñâÿ÷åíèé óçàãàëüíåííþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê

ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì âèõîäîì. Òóò çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Çàóâàæó, ùî,

õî÷à âîíî óçàãàëüíþ¹ îäíîâèìiðíèé âèïàäîê, àëå öå óçàãàëüíåííÿ íå ¹ î÷å-

âèäíèì. Âàðòî òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî öåíòðàëüíó ðîëü ó êîíñòðóêöiÿõ öüîãî

ðîçäiëó âiäiãðà¹ ëiâèé iäåàë, îðòîãîíàëüíèé ìiíiìàëüíié ÷àñòèíi ôîðìàëüíèõ

ôóíêöié âiä ðÿäó.

Âèñíîâêè äî äèñåðòàöi¨ îêðåñëþþòü íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëü-

òàòiâ.

Îôîðìëåííÿ äèñåðòàöi¨ âiäïîâiäà¹ âèìîãàì, ùî âèñóâàþòüñÿ äî äèñåðòà-

öiéíèõ ðîáiò.

Íàéáiëüø âàæëèâi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi â äèñåðòà-

öi¨.

Äèñåðòàíòêà îäåðæàëà òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� óïåðøå çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷åííÿ êîðåíåâî¨ ïiäàëãåáðè Ëi äëÿ ìiíiìàëü-

íî¨ ðåàëiçàöi¨ îäíîâèìiðíîãî ðåàëiçîâíîãî ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i îïèñà-

íî âñi ìîæëèâi òàêi êîðåíåâi ïiäàëãåáðè Ëi;

� óïåðøå çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ îäíîâèìiðíî-

ãî ðåàëiçîâíîãî ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ, çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ¨¨ ïîáóäîâè,

äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ êîðåíåâèìè ïiäàëãåáðàìè Ëi ðÿäó i éîãî ìiíiìàëü-

íî¨ ðåàëiçàöi¨, îïèñàíî âñi ìîæëèâi òàêi êîðåíåâi ïiäàëãåáðè Ëi; äîñëiäæåíî

çâ'ÿçîê ìiæ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ i àïðîêñèìàöi¹þ â ñåíñi øâèäêîäi¨

äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ç îäíîâèìiðíèì

âèõîäîì;

� óïåðøå çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðåàëiçîâíîãî

ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ¨¨ ïî-

áóäîâè; äîñëiäæåíî ðiçíi ïiäõîäè äî âèçíà÷åííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

ðÿäiâ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ.
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Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ äiñòàâ ïîäàëüøîãî ñóòò¹âîãî ðîçâèòêó ïiäõiä äî äî-

ñëiäæåííÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ÿêèé îñíî-

âàíèé íà çàñòîñóâàííi ìåòîäó ðÿäiâ i âiëüíèõ àëãåáð.

Îá ðóíòîâàíiñòü ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Óñi íîâi ðåçóëüòàòè, íàâå-

äåíi â äèñåðòàöi¨, ñóïðîâîäæóþòüñÿ äåòàëüíèìè i êîðåêòíèìè ìàòåìàòè÷íè-

ìè äîâåäåííÿìè òà iëþñòðóþòüñÿ ïðèêëàäàìè. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ îïóáëiêîâàíî â òðüîõ ñòàòòÿõ ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ

Óêðà¨íè, îäíå ç ÿêèõ âõîäèòü äî ìiæíàðîäíî¨ íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus, i

ïðåäñòàâëåíî â ÷îòèðüîõ òåçàõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.

Äîòðèìàííÿ àêàäåìi÷íî¨ äîáðî÷åñíîñòi. Àíàëiç äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè i ïóáëiêàöié àâòîðà äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî â ðîáîòi âiäñóòíi åëåìåíòè

àêàäåìi÷íîãî ïëàãiàòó, ôàëüñèôiêàöi¨ ÷è ôàáðèêàöi¨.

Äèñêóñiéíi ïîëîæåííÿ òà çàóâàæåííÿ. Óêàæó êiëüêà çàóâàæåíü äî

ðîáîòè.

1. Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ðÿäè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü

âèõiä ñèñòåìè. Çîêðåìà, äëÿ îäíîðiäíèõ ñèñòåì ðÿäè çâåäåíî äî ñêií÷åííèõ

ñóì. ßêùî ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó êåðîâàíîñòi, òîáòî çàäà÷ó ïîáóäîâè êåðóâàí-

íÿ, äëÿ ÿêîãî âèõiä ó êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó äîðiâíþ¹ çàäàíîìó çíà÷åííþ,

òî îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìó ðiâíÿíü, äî ÿêèõ øóêàíi êåðóâàííÿ âõî-

äÿòü ïiä iíòåãðàëàìè. Îòæå, äîðå÷íîþ çäà¹òüñÿ iäåÿ âèêîðèñòàòè ñòðóêòóðó

iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ äëÿ òîãî, ùîá çíàõîäèòè êåðóâàííÿ ç ïåâíèõ êëàñiâ,

íàïðèêëàä, êóñêîâî-ñòàëi, ùî ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó êåðîâàíîñòi. Áóëî á äîáðå

ðîçãëÿíóòè òàêó êîíñòðóêöiþ, ïðèíàéìíi äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ñèñòåì.

2. Çàäà÷à øâèäêîäi¨, äîñëiäæåíà â ðîçäiëi 3, ñòîñó¹òüñÿ ñèñòåì ç îäíîâè-

ìiðíèì âèõîäîì. Àëå àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ âèïàäêó âèõîäó äîâiëüíî¨ ðîç-

ìiðíîñòi íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Ìîæëèâî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîñëiäæåííÿ ¹

ñêëàäíiøèì, àáî ïîòðiáíî íàêëàñòè äîäàòêîâi óìîâè íà ñèñòåìó òà/àáî íà

êëàñ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü. Íà ìié ïîãëÿä, çäîáóâà÷öi â ìàéáóòíüîìó âàðòî

ïðîäîâæèòè äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó i îäåðæàòè óìîâè àïðîêñèìàöi¨

â ñåíñi øâèäêîäi¨ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó.

3. Äèñåðòàöiÿ ìiñòèòü íèçêó ëåêñè÷íèõ ïîìèëîê. Íàïðèêëàä, ó áàãàòüîõ ìi-

ñöÿõ ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ñëîâî ¾îäåðæàòè¿ çàìiñòü ¾îòðèìàòè¿, ¾îäåð-

æàíèé¿ çàìiñòü ¾îòðèìàíèé¿, ¾çà äîïîìîãîþ¿ çàìiñòü ¾çà äîïîìîãè¿ òîùî.

Òàêîæ ó áàãàòüîõ ìiñöÿõ äîðå÷íî çàìiíèòè ¾âñi¿ íà ¾óñi¿, ¾âïåðøå¿ íà ¾óïåð-
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øå¿ i òàê äàëi. Íà ñòîð. 36, Âèçíà÷åííÿ 1.3, ¾ïðè áóäü-ÿêîìó äîïóñòèìîìó êå-

ðóâàííi¿ ïîòðiáíî çàìiíèòè íà ¾çà áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ¿. Êðiì

òîãî, ¹ ïóíêòóàöiéíi ïîìèëêè. Íàïðèêëàä, íà ñòîð. 32 (ôîðìóëà ìiæ (1.11)

i (1.12)) ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ïiñëÿ 1 i 0 ïîòðiáíi êîìè. Çóñòði÷àþòüñÿ

íåóçãîäæåíîñòi: íàïðèêëàä, íà ñòîð. 39, ðÿäîê 13 � ¾ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó,

ùî çàäîâîëüíÿþòü¿. Òàêîæ ïðèñóòíÿ äðóêàðñüêà ïîìèëêà: íà ñòîð. 36, ðÿäîê

9 � çàìiñòü ¾k-òi êîìïîíåíòè¿ ìà¹ áóòè ¾ðiçíèöÿ k-òèõ êîìïîíåíò¿.

Çàãàëüíå âðàæåííÿ âiä äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîçèòèâíå, à âêàçàíi çàóâàæå-

ííÿ íå âïëèâàþòü íà ¨¨ ïîçèòèâíó îöiíêó i ¹ ñêîðiø ïîáàæàííÿìè íà ìàéáóòí¹.

Çàãàëüíi âèñíîâêè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà Àíäðå¹âî¨ Äàð'¨ Ìèêîëà¨âíè

¾Ïîáóäîâà òà àíàëiç îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì¿

¹ çàâåðøåíèì íàóêîâèì äîñëiäæåííÿì, ÿêå çà àêòóàëüíiñòþ, çìiñòîì, íàóêî-

âîþ íîâèçíîþ i ïîâíîòîþ âèêëàäåííÿ ¨¨ ðåçóëüòàòiâ ó íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ

ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹ âèìîãàì ¾Ïîðÿäêó ïðèñóäæåííÿ ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëî-

ñîôi¨ òà ñêàñóâàííÿ ðiøåííÿ ðàçîâî¨ ñïåöiàëiçîâàíî¨ â÷åíî¨ ðàäè çàêëàäó âè-

ùî¨ îñâiòè, íàóêîâî¨ óñòàíîâè ïðî ïðèñóäæåííÿ ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨¿

(ïîñòàíîâà Êàáiíåòó Ìiíiñòðiâ Óêðà¨íè âiä 12.01.2022 ð. � 44) òà Âèìîãàì

äî îôîðìëåííÿ äèñåðòàöié (íàêàç Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè âiä

12.01.2017 ð. � 40).

Âèõîäÿ÷è ç âèùåçàçíà÷åíîãî, ââàæàþ, ùî çäîáóâà÷êà Àíäðå¹âà Äàð'ÿ Ìè-

êîëà¨âíà çàñëóãîâó¹ íà ïðèñóäæåííÿ ¨é íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨

ç ãàëóçi çíàíü 11 Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà çà ñïåöiàëüíiñòþ 113 Ïðèêëàäíà

ìàòåìàòèêà.

Îôiöiéíèé îïîíåíò

êàíäèäàò ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,

ñòàðøèé íàóêîâèé ñïiâðîáiòíèê

Ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ

òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà

Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè Êàòåðèíà ÕÀËIÍÀ
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Відгук  

офіційного опонента, завідувача відділу прикладної механіки ІПММ НАН 
України, доктора фіз.-мат. наук, професора Зуєва Олександра Леонідовича 
на дисертаційну роботу Андреєвої Дар’ї Миколаївни «Побудова та аналіз 
однорідних апроксимацій нелінійних керованих систем», подану на здобуття 
наукового ступеня доктора філософії з галузі знань 11 Математика та 
статистика за спеціальністю 113 Прикладна математика 
 
 
Дисертаційну роботу Дар’ї Миколаївни Андреєвої присвячено актуальній 
проблемі математичної теорії керування – побудові однорідних апроксимацій 
для нелінійних систем звичайних диференціальних рівнянь, що є лінійними за 
керуванням. Дисертація складається з вступної частини, чотирьох змістовних 
розділів, висновків, списку використаних джерел і додатку. 

У першому розділі проведено глибокий огляд літератури та обґрунтовано 
вибір теми дослідження. Авторка дисертації детально розглянула поняття 
рядів ітерованих інтегралів і формальні алгебраїчні структури, що лежать в їх 
основі, а також описала задачі реалізовності рядів і побудови однорідної 
апроксимації. Після літературного огляду чітко сформульовано задачу 
побудови однорідних апроксимацій для систем з одновимірним і 
багатовимірним виходами. Актуальність обраного напряму досліджень 
зумовлена тим, що розглянутий клас нелінійних систем із лінійною щодо 
керування структурою описує кінематичні моделі механічних систем із 
неголономними в’язями, теорію яких було розвинуто у роботах Г. Герца, 
С.О. Чаплигіна, Ю.І. Неймарка, М.О. Фуфаєва, A.M. Bloch, R. Murray та ін. Ці 
моделі описують рух колісних систем, мобільних роботів, підводних апаратів 
тощо. Нетривіальні геометричні властивості задач керування неголономними 
системами привертали увагу провідних фахівців світового рівня у галузі 
математичної теорії керування та субріманової геометрії, серед яких варто 
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відзначити A. Agrachev, U. Boscain, R.W. Brockett, M. Fliess, J.-P. Gauthier, 
B. Jakubczyk, F. Jean, M. Kawski, R. Montgomery, H.J. Sussmann. Текст 
дисертації свідчить про професійне оволодіння здобувачкою методологією 
наукової діяльності, а отримані результати становлять суттєвий внесок у 
розвиток алгебраїчних методів аналізу керованих систем у Харківській 
науковій школи з математичної теорії керування В.І. Коробова, Г.М. Скляра, 
С.Ю. Ігнатович. 

Розділ 2 присвячено системам з одновимірним виходом, мінімальним 
реалізаціям рядів ітерованих інтегралів та властивостям однорідних 
апроксимацій. До основних результатів цього розділу належить доведення 
критерію реалізовності ряду ітерованих інтегралів (теорема 2.1). Також 
введено поняття мінімальної реалізації ряду і кореневої підалгебри Лі та 
доведено теорему 2.2 про кореневу пiдалгебру Лi реалiзуючої системи у 
термінах лише вихідного ряду. Авторкою доведено класифікаційну теорему 
2.3 про те, що будь-яка градуйована підалгебра Лі скінченної корозмірності є 
кореневою підалгеброю Лі для певного одновимірного ряду. 

У розділі 3 однорідні апроксимації одновимірних рядів ітерованих інтегралів 
застосовано до задачі оптимальної швидкодії. У ході цього дослідження 
запропоновано класифікацію кореневих підалгебр Лі і доведено теорему 3.2 
про зв’язок між кореневими підалгебрами Лі ряду та його апроксимації. 
Результати цього підходу щодо задачі найшвидшого досягнення термінальної 
множини, яка визначається поверхнею рівня одновимірної функції виходу, 
сформульовано у лемі 3.2. Цю лему вдало проілюстровано задачею 
оптимального керування для модельної двовимірної системи (площини 
Грушина) у підрозділі 3.4. Варто окремо відзначити теорему 3.3 про 
асимптотичну еквівалентність оптимальних часів для мінімальної реалізації та 
однорідної апроксимації, а також теорему 3.4 про інтегральну близькість 
відповідних мінімізуючих послідовностей. Результати підрозділу 3.6 є 
розвитком прямих методів варіаційного числення для розв’язання задачі 
оптимальної швидкодії у сенсі максимізації функціонала типу (3.47) на 
одиничній кулі у просторі 𝐿𝐿2. 

Клас керованих систем із багатовимірним виходом досліджено у розділі 4. 
Побудова однорідних апроксимацій для таких систем є значно складнішим 
завданням і вимагає формального визначення мінімальної частини ряду з 
векторними коефіцієнтами. Наведено мотивувальний приклад 4.1, який 
ілюструє різні властивості мінімальної частини ряду та однорідної 
апроксимації у випадку векторного виходу. У підрозділі 4.1 досліджено 
множину мінімальних частин компонент ряду та запропоновано підхід до 
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побудови її тасуючого базису. На основі цього підходу в підрозділі 4.2 
запропоновано означення однорідної апроксимації ряду з векторними 
коефіцієнтами, а також введено поняття алгебраїчної еквівалентності та 
слабкої алгебраїчної еквівалентності рядів. Критерій алгебраїчної 
еквівалентності сформульовано у теоремі 4.1. Також встановлено, що з 
алгебраїчної еквівалентності рядів завжди випливає їх слабка алгебраїчна 
еквівалентність (наслідок 4.1), але не навпаки. 

Отримані результати є новими і становлять завершену теоретичну концепцію 
побудови та класифікації однорідних апроксимацій для широкого класу 
нелінійних керованих систем з виходом. Дисертація містить низку 
конструктивних теорем і алгоритмів, зокрема щодо класифікації кореневих 
підалгебр Лі, побудови однорідних апроксимацій багатовимірних рядів, 
аналізу задач оптимального керування у сенсі швидкодії. Аналіз тексту 
дисертації та супровідних публікацій засвідчує наукову обґрунтованість і 
достовірність отриманих результатів, що підтверджується строгими 
математичними доведеннями всіх основних тверджень. Особливу увагу 
приділено застосуванню рядів Чена–Флісса як фундаментального інструменту 
в аналізі нелінійних динамічних систем у теорії керування. Висновки, 
викладені в дисертації, акцентують наукову новизну в підході до побудови 
однорідних апроксимацій та реалізації керованих систем на основі 
формальних рядів, що значно розширює методологію сучасної математичної 
теорії керування. 
Високий науковий рівень роботи підтверджують публікації дисертантки, 
серед яких є одна стаття у журналі, що індексується в наукометричній базі 
Scopus, дві статті в наукових фахових виданнях України та чотири роботи в 
матеріалах міжнародних конференцій. Анотація в повному обсязі відображає 
основні положення дисертаційної роботи. Усі результати, що виносяться на 
захист, одержано здобувачем особисто. Порушень академічної доброчесності 
під час аналізу дисертації не виявлено. 
 
Офіційний опонент має такі зауваження: 

1. Запропоновану в дисертації методику побудови однорідних наближень 
керованих систем варто було б проілюструвати на прикладі 
неголономної механічної системи. Відомо, що метод побудови 
однорідних апроксимацій, описаний у роботі A. Bellaїche, F. Jean, J.-
J. Risler [13], виявився придатним для кінематичних моделей колісних 
екіпажів. Зокрема, цим методом було побудовано зважені однорідні 
апроксимації моделі керованого візка з двома причепами для довільних 
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параметрів довжини у статті M. Vendittelli, J. Laumond, G. Oriolo, 
“Nilpotent approximation of nonholonomic systems with singularities: A case 
study”, IFAC Proceedings Volumes, vol. 31, no. 17, pp. 751–756, 1998. На 
думку опонента, узагальнення таких кінематичних моделей є 
природною сферою застосування методів, розроблених у дисертаційній 
роботі Д. М. Андреєвої, а результати у цьому напрямку мали б значну 
цінність для перспективних використань у галузях механіки та 
робототехніки. 

2. На с. 88 замість формулювання «для (майже) довільного 𝑡𝑡» доречніше 
вживати «для майже всіх 𝑡𝑡». 

3. На с. 137 у бібліографічному посиланні [41] виявлено друкарську 
помилку: “jff-hooked”. 

Вказані зауваження не впливають на високу позитивну оцінку дисертаційної 
роботи загалом. 

Висновок. Дисертаційна робота Андреєвої Дар’ї Миколаївни «Побудова та 
аналіз однорідних апроксимацій нелінійних керованих систем» є цілісною, 
самостійною, завершеною науковою працею, яка повністю відповідає вимогам 
до дисертацій, затвердженим наказом МОН України від 12.01.2017 № 40 (зі 
змінами та доповненнями, чинними на поточну дату). 
Дисертація може бути представлена до захисту, а її авторка, Андреєва Дар’я 
Миколаївна, заслуговує на присудження наукового ступеня доктора філософії 
за спеціальністю 113 – «Прикладна математика» у галузі знань 11 – 
«Математика та статистика». 
 
 
Зав. відділу прикладної механіки 
Інституту прикладної математики і механіки НАН України, 
доктор фіз.-мат. наук, професор, 
член-кореспондент НАН України 
 
 
Олександр ЗУЄВ 
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